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Chapter 1

Definiciones Preliminares

1.1 Campo Escalar

Sea K un conjunto no vacio en el cual se definen dos operaciones binarias. La
terna (K, *, A) es un campo escalar si cumple:

Operacién suma escalar ‘
Va,b € K(axb) € K [Cerradura de la suma)
Va, b€ Kaxb="bxa [Conmutatividad]

Va,b,c € K(axb)*xc=ax(bx*c) [Asociativa]
[
[

dn, € KVa € Ka*xn, =a elemento neutro]
Va € K3a' € Kaxad =n, elemento inverso|
Operacién producto escalar

Va,b e K(aAb) e K

[Cerradura de producto]

Va,be KaAb=bAa

Conmutativa]

Va,b,ce K(aAb)Ac=al (bAc)

Asociativa|

dn' € K¥Va € Kaxna =a

Elemento neutro]

Va € Ka #n,3a” € Kaxa” =na

Elemento inverso]

dn' € K¥Va € Kaxna =a

[Elemento neutro]

Va,b,c € Ka A (bxc) = (aAb)*(alc)

Table 1.1: Axiomas de un campo escalar.

Ejemplos:

(N, +, ) El conjunto de los Naturales con la suma y multiplicacién usuales
NO es un campo escalar. Basta el hecho de no cumplir uno de los axiomas para
dejar de ser un campo. En este caso, por ejemplo; no existe un elemento neutro
para la adicion (recuerde que el 0 no forma parte del conjunto de los naturales).

(Z,+, ) El conjunto de los Enteros con la suma y multiplicacién usuales NO es
un campo escalar. Estéd claro que en este conjunto con las operaciones usuales,
el neutro multiplicativo es el 1. Por tanto ningin elemento de este conjunto
tiene inverso multiplicativo.
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(Q, +, ) El conjunto de los Racionales con la suma y multiplicacién usuales ES
un CAMPO ESCALAR.

(R, +,-) El conjunto de los Reales con la suma y multiplicacién usuales ES un
CAMPO ESCALAR.

(C,+, ) El conjunto de los Complejos con la suma y multiplicacién usuales ES
un CAMPO ESCALAR.
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Chapter 2

Espacio Vectorial

2.1 Espacio Vectorial

Definicién 2.1. Sea V' un conjunto no vacio, en el cual se definen dos opera-
ciones binarias, una binaria interna llamada suma @ y otra binaria externa,
sobre un campo K, llamada producto por escalar ®. Se dice que (V,®,®) es un
espacio vectorial sobre el campo K si cumple:

Operacién suma

Yo, €V i (v Dwg) €V Cerradura de la sumal]

Yo, v0 €V iv1 D vy =va Dy Conmutatividad|

dny e VVoeV:ivdny =v elemento neutro]

[
[
Yy, v9,v3 €V 1 (v1 D ve) Dug = vy B (vy Dug) [Asociativa]
[
[

YVoeVI eV ivdv =ny elemento inverso|

Operacién producto escalar

YVoeVVaeK: (kGOv)eV Cerradura de producto]

Va € K¥v1,v2 €V ia® (v ®v2) = (a®v1) @ (a®vg) | [Distributival

Va,Be KNveV:(af)Ov=a0 (8O0) Distributiva]

[
[
Va,f e KVv eV :(a+8)0Ov=(a@v)d(BO0v) [Distributiva]
[
[

YoeV i ingQu=uv Neutro multiplicativo]

Table 2.1: Axiomas de un espacio vectorial.

Veamos algunos ejemplos de espacios vectoriales conocidos:
Consideremos V' = R"™ y K = R, con la suma y producto por escalar usuales V'
es un espacio vectorial sobre los Reales.
V =P, y K=R Los polinomios con coeficientes reales de grado menor o igual
a n, con las operaciones usuales de suma y producto por escalar.

V = Myen v K =R Las matrices m por n con entradas reales con las opera-
ciones usuales de suma y producto por escalar forman un espacio vectorial sobre

los reales

V = C" y K = R Las n-tuplas con entradas complejas con la suma y el producto
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por escalar usuales en los complejos forman un espacio vectorial sobre el campo
de los Complejos.

V =B"” y K =B Las n-tuplas con entradas binarias con la suma y el producto
por escalar binarios forman un espacio vectorial sobre el campo binario. Este
es un ejemplo de espacio vectorial discreto ya que la cardinalidad del conjunto es

V = Cla,b] y K = R Las funciones continuas en un intervalo [a, b] con las
operaciones usuales de suma y producto por escalar de funciones forman un
Espacio Vectorial sobre los Reales
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2.1.1 Algunos teoremas elementales sobre espacios vecto-
riales

Teorema 2.1.1. Sea (V,®,®) un espacio vectorial sobre el campo K. Entonces
Ny QU ="y

Demostracion:
Se conoce que n4 + ny = ny. Entonces
(ny +n4y) ©v=n4 Ov

(Nt ©0) @ (ny ©v) =ng O

No olvidemos que(ny @ v) es un vector, y por lo tanto tiene un inverso aditivo
(ny ® v)’ Sumando a ambos lados de la ecuacién anterior este inverso aditivo
tenemos.

!

(4 ©0) & (ng ©0)) & (n4 ©v) = (n4 ©v) & (n4 © )

!

(N4 Ov) @ ((n4 ©v) & (N4 ©v)) = (ny Ov) & (n4 O v)
(ny ©vV) B ny, =mny
(ny ©v) = n,

Si la dificultad de la notacién en la demostracién anterior influyé negativa-
mente para su comprension, recuerde que n, es el vector neutro de V, y que n
es el escalar neutro. Para facilidad de comprensién relacione ny con el 0 de los
numeros reales. Es decir la tesis de este teorema en el campo Real es 00 v = n,,.

Teorema 2.1.2. Sea (V,®,®) un espacio vectorial sobre el campo K. Entonces
Va € K,a ®n, = ny,

Por el axioma (iv) de espacios vectoriales tenemos que n, ® n, = n,. Por lo
tanto
a® Ny ®ny) =a®n,

(@O Ny) ® (@O ny) =ad®n,
Sea (@ n,)" el inverso aditivo de (a®n,). Sumando este vector a ambos lados
(@ Ony) & (aOn)) @ (a0n,) =(a0n,) e (@on)

(@®n,) @ ((a®n,) ®(aen,))=(aGn,)d(aon,)

(@ ®ny) ®ny =ny(@@ny) =ny,
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Teorema 2.1.3. Sea (V,®,®) un espacio vectorial sobre el campo R, sea v un
vector de V y v su inverso aditivo. Entonces (—1) ® v =0’

(1+(-1)ev=000v
(1ov)o(-1) ©v) =mn,
Sumando (1 ® v) el inverso aditivo de (1 ® v) y agrupando
(1ov)elov)e(-1)ov)=[10v) &n,
@ (1) 0v) = (1 o)
() ov="1

Teorema 2.1.4. Sea (V,®,®) un espacio vectorial sobre el campoR. Sea n, el
vector neutro de V.

a®Uv=n, = (a=0Vv=ny,)
Demostracion:

Recordemos que la expresién p — (¢ V r) es l6gicamente equivalente a la
expresion (p A —q) = r

p—(qVr)=-pV(qVr)
=(pVgVr
=-(pVg) —r
=(pA-q) —r
Por lo que el teorema es logicamente equivalente a
a@Qu=n,ANa#0—=v=nmn,
Luego tenemos que:

@OV = Ny

Como « # 0 entonces existe 1/« , el inverso multiplicativo de o . Multiplicando
por 1/a a ambos lados

1/a® (a®v)=1/a®n,

— ] OV =1y,
a

1Ov=mn,

7 Angel Guale Lainez
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Teorema 2.1.5 (El teorema de la unicidad del neutro). Sea (V, ®,®) un espacio
vectorial sobre el campo K. Sea n, vector neutro de V. Entonces n, es unico
enV.

Demostracién:

Por contradiccién. Supongamos que existen dos vectores neutros en V; n,, y
n, tales que son diferentes n, # n, Por el axioma (iv)

Ny = Ny D Ny
Por conmutatividad
= Ny D Ny

Por el axioma (iv)

:n,u

Lo cual es una contradiccién, de donde se concluye que el neutro es inico.

8 Angel Guale Lainez



CHAPTER 2. ESPACIO VECTORIAL

2.1.2 Subespacio Vectorial

Definicién 2.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo K. Sea W un
subconjunto no vacio de V. Si W, con las mismas operaciones de V, es un
espacio vectorial sobre el campo K, entonces se dice que W es un subespacio
vectorial.

El Subespacio Trivial

Si tenemos un espacio Vectorial V', elijamos el subconjunto que sélo contiene al
neutro W = {n, }:

e W es un subconjunto no vacio de V.

e Como mostramos en la seccién anterior, W es siempre un espacio Vectorial
(Denominado espacio trivial).

Por lo tanto W, el conjunto que sélo contiene al vector neutro de un espacio
vectorial V es siempre un Subespacio Vectorial de V.
Todo espacio es subespacio de si mismo

Ahora, del espacio vectorial V, consideremos al conjunto V (No, no es error de
escritura)

e V siempre es un subconjunto no vacio de V. (Recuerde que todo conjunto
A es subconjunto de si mismo).

e I/ es un espacio vectorial.

Por lo tanto cualquier espacio vectorial es subespacio vectorial de srhismo.

Todo espacio vectorial V' SIEMPRE tiene, por lo menos, dos subespacios vec-
toriales V' y {n,}. Aquellos subespacios diferentes a los anteriores reciben el
nombre de Subespacios Propios.

Subespacios de R?

En R2, el espacio vectorial bidimensional sobre el campo real; se distinguen,
aparte de los subespacios propios, otros subespacios vectoriales:

e Toda recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial de R?

Subespacios de R3

Y en R3, el espacio vectorial tridimensional sobre el campo real; se distinguen,
aparte de los subespacios propios, otros subespacios vectoriales:

e Toda recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial de R?
e Todo plano que contiene al origen es un subespacio vectorial de R?

En principio para probar esto se necesitaria probar los 10 axiomas de la
definicién de espacio vectorial, sin embargo existe un teorema que nos ahorra
bastante trabajo.

9 Angel Guale Lainez



CHAPTER 2. ESPACIO VECTORIAL

2.1.3 El teorema del subespacio

Teorema 2.1.6 (Caracterizacién de subespacio). Sea (V,®,®) un espacio vec-
torial sobre el campo. Sea W un subconjunto de V.. W es un subespacio vectorial
de V si y solo si:

e W no es vacio
e Vwi,wo €W :ws ®wy eW
eVaoeKVvweW: :aweW

La prueba de este teorema se la dejamos al lector, indicandoles que deben
probar que los restantes 8 axiomas de espacios vectoriales se satisfacen a partir
de estos axiomas de cerradura y de la hipétesis que W es un subconjunto de V,
con las mismas operaciones de V

Con este teorema demostraremos las afirmaciones sobre los subespacios de R?
3
y R”.

Teorema 2.1.7. Toda recta que pasa por el origen es un subespacio vectorial

de R?
Prueba
El enunciado algebraicamente se traduce en que W = { ( z ) Yy =ma }

es un subespacio vectorial de R2.

(i) (8) € W ya que 0 = m -0, por lo tanto W # ¢

.. Z1 Z2
v 5 S . = =
(il) Ywi,we € W wy <y1> wo <y2>

T To T+ o
w1 + wo = + =
! 2 (yl) (yz) <y1 + y2>

para que el vector suma pertenezca a W debe cumplir la condicién de W:
Por hipétesis wy; € W por lo que y; = mx;. Asimismo wy € W implica
que y2 = mx2

Y1 + Y2 = mx1 + maxo
Y1 +y2 = m(x1 + x2)

Por lo que el vector suma pertenece a W

(iii) Vo e R,Vw e W w = (Z)

we=e (D) = (@)

Por hipétesis w € W por lo que y = mx

10 Angel Guale Lainez



CHAPTER 2. ESPACIO VECTORIAL

Por lo que el vector producto aw = (35) pertenece a W.

Ya que hemos probado (i) (i), (#i%) , que son las condiciones en el teorema de
caraterizacién de subespacio, por el mismo teorema concluimos que W es un
subespacio de R2. Lo cual prueba que toda recta que pasa por el origen es un
subespacio vectorial de R2.

Teorema 2.1.8. En R? toda recta que pasa por el origen es un subespacio
vectorial de R3.

Prueba:
x
Esto es equivalente a decir que el subconjunto W = Y r=at,y=>b,z=ct;teR
z
es un subespacio vectorial de R3.
0
(i) 0 € W (cumple las tres condiciones) por tanto W no es vacio.
0
T )
(i) Vwi,weo e W w1 = | w1 y W2 = | Y2
z1 z9
X1 To T+ o
w1 + w2 = Y + Y2 = Y1+ Y2
z1 Z3 z1 + 22

Tanto wy, ws, w3 son elementos de W, por lo que
xr1 = atl, Y1 = btl, zZ1 = Ctl

Tg = ata, Yo = bta, 22 = cty

De esto se obtiene que:

1+ a0 =aty +ate Yy +ys =bty +bta 21+ 20 = ct1 + cts
ri+xe=a(ti+t2) y1+y2=0(t1+1t2) 21+ 22 =c(ty+12)

Por tanto el vector wy + wo pertenece a W.

x
(i) Vae KVwe W:w= [ y
z

x ax

av=a | y = ay

z az

Por hipétesis, x = at,y = bt, z = ct:

ar=a(at) ay=a(bt) az=a(c)
ar=a(at) ay=>b(at) az=c(at)

11 Angel Guale Lainez



CHAPTER 2. ESPACIO VECTORIAL

Por el teorema del subespacio, concluimos que W es un subespacio vectorial de
R3.

..Entonces el doctor Hilbert noté que le faltaba uno de sus alumnos en
su clase de matemadticas. Pregunté por él y le dijeron que habia aban-
donado la universidad para dedicarse a la poesia. Hilbert sonrié y dijo:
-Fue una gran decisién que haya optado por ser poeta, no tenia suficiente
imaginacién para ser matemaético

12 Angel Guale Lainez



Chapter 3

Combinacion lineal

3.1 Combinacion lineal

Definicién 3.1 (Combinacién Lineal). Sea v € V, sean v1,va,v3,...,V, vec-
tores de un espacio vectorial V' sobre el campo K, se dice que v es una com-
binacion lineal de los vectores v1,va,vs,...,V, St y solo si existen los escalares
a1, 02,02, . ..,0, € Ktal que

v=(a10v1) P (e Ov2)® (a3 O v3) D...(n O vp)
Noétese que la palabra clave de la definicién anterior es EXISTEN, para
ilustrar esto considere los dos siguientes ejemplos:

Ejemplo: Considere el espacio vectorial R?; ; es el vector (_615) combinacion

lineal de los vectores (g) , (_}) ?

Para resolver este problema debemos verificar si EXISTEN escalares «, /3
tales que hagan posible la combinacion lineal:

() =) o (1)

Esto nos llevara a un sistema de ecuaciones

3a+3= 6
200 — = —1

Si el sistema es consistente, entonces los escalares si existen y por lo tanto,
dicho vector es combinacién lineal de los otros dos, pero; si el sistema es incon-
sistente, los escalares no existen por lo que el vector no seria combinacién lineal
de los otros dos.

Al resolver este sistema llegamos a la solucién: a =1y = 3.
Los escalares o y (B existen, el sistema es consistente con solucién unica, luego

el vector _?) es combinacién lineal de los vectores (g) , (_D . Ver

figura 3.1

13
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Figure 3.1: Combinacién lineal de vectores

Ejemplo: ,EI vector 3

()

Para que sea combinacion lineal deben existir los escalares a y 8 tales que:

() =« (5) o ()

Resolviendo el sistema por el metodo de Gauss-Jordan:

-1 212 -1 2|2
2 —4|2 0 0|6

La dltima fila indica un absurdo matematico, lo cual implica que el sistema es

es combinacién lineal de los vectores (_;) ,

. . . . . 2
inconsistente, no tiene solucion. Como los escalares no existen, el vector 9

NO es combinacién lineal de los vectores <_;> , (_i)

14 Angel Guale Lainez



CHAPTER 3. COMBINACION LINEAL

3.1.1 ;Espacio de colores?
Uno de los métodos de explicar la combinacién lineal con un ejemplo inteligible

son los colores:

Suponga que usted tiene un conjunto de bolitas de plastilina con los colores
Azul, Rojo, Amarillo. Tomamos una “bolita” amarilla y otra “bolita” roja y las
combinamos (esperamos que el lector conozca qué color se formard), como era
de suponerse, tendremos ahora una bolita de color Naranja; es decir, el color
Naranja es una Combinacién Lineal de los colores Amarillo y Rojo.

0 -@-©

Figure 3.2: Combinacién lineal
Asimismo si tomamos una bolita de color Azul y una bolita de color Amarillo,

obtendremos una de color Verde, luego el color Verde es Combinacién Lineal de
los colores Azul y Amarillo.

@ -©

Figure 3.3: Combinacién lineal
Ahora suponga que no toma una bolita de Azul, sino TRES bolitas de Azul
y una de Amarillo; y las combinamos, jpor supuesto! Tendremos otra clase de

color Verde, pero un poco mas oscuro, es decir la cantidad de bolitas son los
ESCALARES de la combinacién lineal y si los escalares cambian tendremos otro

resultado.

Figure 3.4: Combinacion lineal

i Ahora estd mas claro el concepto de combinacién lineal?

15 Angel Guale Lainez
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3.1.2 Mas ejemplos de combinacion lineal

De ahora en adelante trabajaremos sobre espacios vectoriales sobre campo Real
y con operaciones usuales, por lo que obviaremos @ y ® por los usuales + y -

Ejemplo: Considere el espacio vectorial Py sobre el campo real, determinar si
el vector £2+2—1 es combinacién lineal de los vectores z+2, 22 —3, 22+2z+1.
Solucién

Debemos si existen los escalares aq, as, ag tales que

x2+x—1=a1(x+2)+a2(m2—3)+a3(x2+23:—|—1)

Dos polinomios son iguales si y solos si cada uno de sus coeficientes lo son, por
tanto:

22 —1=(ay +az)2? + (a1 + 203) x4+ (200 — 30z + a3)

Al igualar coeficientes, se origina el siguiente sistema de ecuaciones:
as +ag =1
a1 +2a3 =1

20[1 —3()42+Ck3 =—-1

Resolviéndolo por Gauss:

0 11 1 1 0 2 1 1 0 2|1
1 0 2 1 ~1 0 1 1 1 ~1 0 1 1]1
2 -3 1|-1 0 -3 —-3|-3 0 0 0]0

De la ultima fila del sistema inferimos que el sistema tiene infinitas solu-
ciones, es decir; es consistente, que es lo que nos interesa. Como es consistente
entonces EXISTEN escalares (en este caso infinitos) que hacen posible la com-
binacion lineal.

Ejemplo: En el espacio vectorial Moo, determinar si > es combi-

S 10 -1 2 0 1
nacién lineal de los vectores < 1 0 >7 ( 0 1 ), ( 9 _1 )

2 1Y) Loy, -1o2) 0 1
1 0) "\ 10 @2{ 0 1 @3\ 2 1

Dos matrices son iguales si y solo si cada uno de sus coeficientes lo son:

1 -1 0] 2 1 -1 0]2 1 -1 0]2
0 2 1| 1 0 2 1|1 0 2 1|1
-1 0 2/-1 ] 1o =1t 2/1 | ]o o 5|3
0 1 —-1| 0 0 1 -110 0 0 3|1

16 Angel Guale Lainez



CHAPTER 3. COMBINACION LINEAL

En las dos ultimas filas se obtiene una inconsistencia matemaética, ya que en

la tercera tenemos que az = % pero en la cuarta fila ag = % lo cual es una

contradiccién. Por lo tanto el sistema es inconsistente, no existen escalares que
1

satisfagan dicho sistema. Por tanto < _? 0 ) NO es combinacién lineal de

1 " 1 0 -1 2 0 1
os vectores | ;o |, o1 )\ a2 1)

PROBLEMA : Determinar de ser posible los valores de k para los cuales el

1 1 k
vector 1 es una combinacion lineal de los vectores 2 , —k
k k 1

Solucién:
Analicémoslo de la misma manera y planteemos la combinacién lineal

1 1 k
1 = Q1 2 —+ o —k
k k 1

Para que la combinacién lineal exista el sistema debe ser consistente. Realizando
operaciones elementales tenemos:

1 k|1 1 k 1 1 k 1
2 k|1 |~ 0O —3k| -1 |~ 0 =3k -1
k 1]k 0 1-—k? 0 0 0|k?—1

Atencién a las dos tultimas filas, para que el sistema sea consistente el valor
de k? — 1 debe ser igual a cero (si es diferente de cero: k> —1 = m,m # 0 el
sistema es inconsistente ya que quedaria una ecuacién Oa; 4+ Oas = m lo cual
es un absurdo), es decir es consistente cuando:

B —1=0—k=-1Vk=1

Debemos tener en cuenta también que k # 0 ya que con eso el sistema es
inconsistente en la segunda fila, pero esto no afecta los valores obtenidos ya que
ninguno de ellos es cero.

1 1 k
Por lo tanto para que 1 sea combinacién lineal de 2 1, —k
k k 1

i k=—-1Vvk=1

17 Angel Guale Lainez



CHAPTER 3. COMBINACION LINEAL

3.2 Capsula Lineal

Definicién 3.2 (Cépsula Lineal). Sean {vi,vs,... v} k vectores de un es-
pacio vectorial V', se denomina Cdpsula Lineal de {vy,va,..., vk} al conjunto
de todas las combinaciones lineales posibles de los vectores {vi,va,..., vk}

L(v1,v2,...,05) ={v|v =019 (v1) + a2 (v2) + ...+ ag (vg)}

Teorema 3.2.1. Sean {vi,vs,...,vp} wvectores de un espacio vectorial V,
entonces la cdpsula lineal de {vy,va,..., vk} es un subespacio vectorial de V

Por esto a la cdpsula lineal se le denomina espacio generado.

3.3 Conjunto Generador y Espacio Generado
((Qué? ; no es lo mismo?)

Definicién 3.3. Sea S = {v1,v2,...,v} un subconjunto de un espacio vec-
torial V', de denomina Espacio Generado por S al conjunto de todas las com-
binaciones posibles de los vectores de S. Dado esto, el conjunto S se demonida
Conjunto Generador. Se denota:

gen(S) ={v e V|v=av; + asva + ... + aguvg}

Ejemplo: Halle el espacio generado por el subconjuto S de Po; S = {x +
1,22 — 1,222 + x — 1}. Luego, determine si

(a) 22 — 2z +5 € gen(S)
(b) 322 +4x + 1 € gen(S)
Solucién

Por definicién gen(S) = {v € V|v = Brva + Bava + ... + Brvr} (No se asuste
porque elegi 8 en vez de «, es tan solo un escalar).

Elegimos ahora un vector tipico de P2, que es el espacio referencial
p(z) = ap + a1x + agx?

Vp(z) € gen(S) : ap+ a1+ azx® = By (x+ 1)+ B2 (2* — 1) + B3 (22> + . — 1)

Tgualando coeficientes llegamos al sistema de ecuaciones

B+ B2 — B3 = ao

B+ B3 =a

B2+ 203 = as
1 -1 -1 ag 1 -1 -1 ag 1 -1 -1 ag
1 0 1 aq ~ 0 1 2 a; — Qg ~ 0 1 2 al — Qg
0 1 2 a2 0 1 2 a9 0 0 0 a; — ag — ag
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CHAPTER 3. COMBINACION LINEAL

Observacién: Atencién aqui, las incégnitas de este sistema por naturaleza
serian (1, B2, B3 ; sin embargo cuando vamos a determinar el espacio generado
no nos interesa quienes sean los escalares, sélo nos interesa que existan, lo que si
nos interesa son las condiciones que recaen sobre ag, aj, as para que el sistema
sea consistente (en otras palabras, para que los escalares existan).

En la ultima fila tenemos una fila de llena de ceros pero al final tenemos el
factor a; — ag — az analicémosla, si a; — ag — as # 0 ,entonces el sistema no
tendria solucién (;Por qué?), lo cual va en contra de la definicién de combinacién
lineal, que es esencial en la definicién de espacio generado, por lo que esto es lo
que debe ser evitado. Para que el sistema sea consistente debe cumplirse que
a1 —ag —ag = 0, y ésta sera la condicién de todos los vectores que estén en el
espacio generado por S.

gen(S) = {ao + a1z + azx?|ay — ag — ag = 0}
(a) El vector 2 — 2z +5 no pertenece a gen(S) ya que (=2) —1—-5= -8 #0
(b) El vector 322 + 4z + 1 € gen(S), yaque 4 —3 —1 =10

1 3 3
Ejemplo: Determine el espacio generado por los vectores 2 1,1 0 |, 2
1 2 0
Solucién:
a
Sea v = b |;a,b,c,eR
c
a 1 4 3
Yv € gen(S) : b | =8 2 | +8 0 |+8| 2
c 1 2 0
1 3 3a 1 3 3 a 1 3 3 a
20 2|b)]~10 —6 —-4|—-2a+b |~| 0 —6 —4 —2a+b
1 2 0fc 0 1 3 a—c 0 0 14| 4a+b—6¢

Este sistema siempre sera consistente para cualesquiera que sean los valores de
a, b, c por lo tanto se dice que no hay condiciones sobre ellos, en otras palabras
a, b, c € R; puede ser cualquier real.

gen(S) = b ||la,bce Ry =R3

Se dice que S genera a R3.

PROBLEMA : Determine el valor de k para que el vector C' = ( 21;

1

)
0
1

. -1 2 3 -1 -2
pertenezca al espacio generado por S = {( 1 2 > , ( 9 0 ) , ( 3

19 Angel Guale Lainez
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CHAPTER 3. COMBINACION LINEAL

SOLUCION:

Hallemos el espacio generado por dichos vectores. Sea A = < (z

b ) € gen(S).

VA € gen(S) : (CCL 2)231(_} ;)4—52(3 _(1)>+,33<_§ (1))

1 3 —2]a -1 3 -2 a
2 1 0]b 05 —4 2a+b
1 -2 3|lc¢ |77 0 0 -9 —3a+b—5c¢
2 0 1|d 0 0 0|—5a—5b—5¢c+5d

Para que el sistema sea consistente debe cumplirse que —5a — 5b — 5¢ + 5d = 0.
Por lo que el espacio generado por S es:

gen(S):{(CC‘ 2)‘d=a+b+c}

Para que C pertenezca a gen(S), debe cumplirse que

k=2k+1-3 — k=2

Euclides se encontraba impartiendo una clase en Alejandria cuando, uno
de sus alumnos, le pregunté que para qué servian todas aquellas demostra-
ciones tan extensas y complejas que explicaba el matemaético.

Pausadamente, Euclides, se dirigié a otro de los estudiantes presentes y
le dijo:

-Dele una moneda y que se marche. Lo que éste busca no es el saber, es
otra cosa.
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Chapter 4

Independencia Lineal

4.1 Dependencia e Independencia Lineal

Definicién 4.1 (Independencia Lineal). Sean wv1,va,...,vx vectores de un es-
pacio vectorial V. El conjunto S = {v1,va,...,v;} es linealmente independiente
si y sélo si la UNICA manera de obtener al vector neutro de V como combi-
nacion lineal de los vectores de S es que todos los escalares de la combinacion
lineal sean cero.

a1V] F oV + ...tV =Ny = Vi<ko; =0

Definicién 4.2 (Dependencia Lineal). Sean wv1,vs,...,v; vectores de un es-
pacio vectorial V. El conjunto S = {v1,vs,..., v} es linealmente dependiente
si y solo si se puede obtener al vector neutro de V como combinacion lineal de
los vectores de S, y existe un escalar de la combinacion lineal diferente de cero.

a1v] +aovg + ...t apup =n, A H < ka; #0
En otras palabras, un conjunto es linealmente dependiente si y solo si NO

es linealmente independiente.

Esta es, quizés, una de las definiciones més confusas o menos inteligibles(pero
a la vez una de las mds importantes), asi que confio aclararla en los ejemplos
siguientes.

Ejemplo: Determine si el conjunto de vectores de R? es linealmente inde-

e () ()}

SOLUCION:
Para determinar si son linealmente independientes analicemos los escalares al
hacer la combinacién lineal igualada al neutro de R?

o(s) (1) = ()

Esto deriva en un sistema de ecuaciones
1 110 1 10
2 =110 0 =310
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CHAPTER 4. INDEPENDENCIA LINEAL

La solucién de este sistema es tinica ¢; = 0, co = 0. El conjunto { (;) , (_?) }

es linealmente independiente.

Ejemplo: Determine si el siguiente conjunto de vectores de R? es linealmente

2 -1 3
independiente 4 1, 2 1, 2
1 3 -2

SOLUCION:
Para determinar si el conjunto es linealmente independiente analicemos los es-
calares al hacer la combinacién lineal igualada al neutro de R3.

2 -1 3 0
a1 4 —+ a9 2 + as 2 = 0
1 3 —2 0

Lo que deriva en un sistema homogéneo (Un sistema homogéneo es un sistema
que estd igualado todo a cero).

2 -1 310 2 -1 310 2 -1 310
4 2 2|10 |~1 0 4 4]0 |~1 0 4 —410
1 3 -2|0 0o -7 710 0 0 010

Observacion: Este es el ”Talén de Aquiles” de muchos; es claro que el sistema
tiene infinitas soluciones ya que la tultima fila se eliminé y nos quedd un sistema
con menos ecuaciones que incégnitas, esto indica claramente que existen infinitas
maneras de obtener al vectores neutro como combinacién lineal de esos tres
vectores, analice lo sigiuente:

Razonamiento Incorrecto: Como tiene infinitas soluciones con a; = 0,ay =
0,a3 = 0 se obtiene al vector neutro, por lo tanto el conjunto de vectores es
linealmente independiente

Lo anterior es erréneo en el sentido de afirmar que los vectores son lineal-
mente independientes, vayamos a la definicién de independencia lineal para no-
tar que lo esencial de la definicién estd en que DEBE SER LA UNICA FORMA
DE OBTENER AL NEUTRO CUANDO TODOS LOS ESCALARES SEAN
IGUALES A CERO.

En el ejemplo anterior no es la dnica de obtenerlo, hay infinitas, por ejemplo
cona; =—1l,as =1,a3 =1

2 ~1 3 0
1[4 ]+1-| 2 )4+1-| 2]=|0o0
2 -2 —2 0

No es la tinica manera cuando todos los escalares son ceros. Luego, el conjunto
NO es linealmente independiente, es decir es linealmente dependiente.
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CHAPTER 4. INDEPENDENCIA LINEAL

4.2 ;No hay una manera mas sencilla?: Reduccion
por filas
Es posible determinar si un conjunto es linealmente independiente colocandolos

como filas de una matriz y reduciendo la matriz por el método de reduccién por
filas de Gauss.

Veamos los siguientes ejemplos:

4 1 2
Ejemplo: Determine si el subconjunto de R3, S = 2 1,1 3 1,1 —4
3 4 -5

es linealmente independiente.
SOLUCION:

Empleamos el método de reduccién por filas de Gauss:
Colocamos los vectores como filas de una matriz las cuales vamos a reducir por
el método de Gauss

4 2 3
1 3 4
2 —4 -5
4 2 3 4 2 3 4 2 3
1 3 4 |~]10 —-10 -13 |~ 0 —-10 -13
2 —4 -5 0 10 13 0 0 0
Debido a que una de las filas, al emplear la reduccién, resulté llena de ceros,
2
entonces el vector correspondiente a esa fila —4 | es combinacion lineal de
-5

los vectores anteriores. El conjunto es linealmente dependiente.

Ejemplo: Determine la independencia lineal del siguiente conjunto de Ps,
T={2+2% 2%+ 42 1+ 3z + 2}

SOLUCION:

De nuevo, debemos colocarlos a cada vector como una fila de una matriz,
respetando el orden de los coeficientes:

2 0 01 2 0 0 1 2 0 0 1
001 4 |~10 0 1 4]~ 0 -6 =21
1 3 1 0 0 -6 -2 1 0 0 1 4

Ya con la matriz totalmente reducida, vemos que ninguna fila se anulé, por
lo tanto el conjunto T es linealmente independiente
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CHAPTER 4. INDEPENDENCIA LINEAL

4.3 El criterio del determinante

Atn se puede mejorar el método de reduccién por filas de Gauss, si en la matriz
al colocar los vectores como filas(en realidad, aqui funciona inclusive si los coloca
como columnas), resulta una matriz cuadrada, entonces es posible determinar
la independecia lineal del conjunto por medio del determinante de la matriz

El criterio del determinante

Teorema 4.3.1. Sea A la matriz que se forma al colocar los vectores de un
conjunto S como filas(o columnas), si A es cuadrada entonces se cumple que

e S es linealmente independiente si y solo si det(A) # 0

e S es linealmente dependiente si y solo si det(A) =0

Ejemplo: Determine si el conjunto de vectores S de Py, S = {1 —x, 1+ x,2% + 22 — 1}
es linealmente independiente.

SOLUCION:
Al colocar los vectores como filas, se forma la matriz

1 -1 0
A= 1 1 0
-1 21

Ya que la matriz es CUADRADA entonces es posible aplicar el criterio del
determinate, asi podemos determinar la independencia lineal:

det(A) =1(1-0)— (~1)(1-0)=1+1=2#0

Debido a que el determinante de la matriz es diferente de cero entonces el con-
junto S es linealmente independiente.

El 4lgebra es muy generosa. Siempre nos dice més de lo que le pre-
guntamos.

-D’ Alembert.

24 Angel Guale Lainez



Chapter 5

Base y Dimension

5.1 Base

Definicién 5.1 (Base). Un conjunto B = {v1,vs,...,v,} es una base de un
espacio vectorial V' si y solo si satisface lo siguiente:

& B genera a V

& B es linealmente independiente

Se conviene decir que si V. = {0,}, entonces su base es el conjunto vacio
Bv={}

Ejemplo: Determine si el conjunto B = {1 +x,3x + 2%, 2% + 1} es una base
de 7)2

SOLUCION:

Para determinar si B genera a V debemos comprobar que existen escalares tales:

ao + a1z + agx? = B1(1 + 2) + Bo(3x + %) + B3(z? + 1)

Lo cual provoca el siguiente sistema de ecuaciones, el cual tendria que ser con-
sistente:

1 0 1 ap 1 0 (o)) 1 0 1 aop
1 3 0 aj ~ 0 3 -1 a] — Qo ~ 0 3 -1 a1 — ap
0 1 1 as 0 1 ag 0 0 —4 a1 —ap — 3(12

Este sistema tiene solucion siempre, por lo que no hay condiciones sobre ag, a1, as
B) = 2 R} =P
gen(B) = { ap + a1z + asz”| ap, a1, as € =Ps
Ahora veamos la independencia lineal, debe haber soluciOn tnica para

Bi(1+z) + B2(3x + 22) + B3(x? + 1) = 0 + 0z + 0z

Esto nos conduce a un sistema similar al anterior

1 0 110 10 110 1 0 110
13 00 )~(03 —-1|0 |~]03 —-1/0
01 1|0 0 1 110 0 0 —410
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CHAPTER 5. BASE Y DIMENSION

Como vemos, tiene solucién unica para los escalares, la solucion trivial g1 =
0,82 = 0,83 = 0. El conjunto es linealmente independiente.

Por tanto como B genera a V y es linealmente independiente, B es una Base
de V.

Teorema 5.1.1. Sea B = {v1,va,...,v,} una base del espacio vectorial V,
entonces cualquier conjunto de mds de n vectores es linealmente dependiente

Proof. Por contradiccién

Sea S = {w1, wa, ..., wm,} un conjunto de vectores de V con m > n, supongamos
que S es linealmente independiente. Como B es una base entonces cualquier
elemento se puede escribir como combinacién lineal de los elementos de B

w1 = a11V1 + a2V + ...+ a1pVn

Wo = A21V1 + A22V2 + ...+ G2,V

Wy, = Am1U1 + ApoV2 + ...+ QmnUn

Si S es linealmente independiente, entonces al tener una combinacién lineal
igualada al vector cero implicaria que todos esos escalares son iguales a cero

Brwy + Bawz + ... + Bpwm = 0y
Al combinar estas ecuaciones tenemos
Bi(anvr + a12v2 + ... + a1nvn) + Ba(az1v1 + ageva + ...+ a2pvp) + ...
+5m(a’m1v1 + apove + ...+ amnvn) = Ov

Reordenando esta ecuacion tendriamos

(Bra11 + B2az1 + ... + Bmam1)vl + (Braia + Baags + . .. + BmGma)vz2 + . ..
+(ﬁ1a1n + 52a2n + ...+ ﬁmamn)vn = Ov

Pero B es una base, por tanto es linealmente independiente, de esta manera,
los escalares de esta combinacion lineal deben ser igual a cero

Brai1 + Paagr + ...+ BmGm1 =0
Bra12 + Poasz + ... + Bmama =0

ﬁlaln + ﬂ2a2n +...+ ﬁmamn =0

Este es un sistema homogéneo (un sistema igualado a todo cero), si min
habrian m&s incégnitas que ecuaciones y por tanto el sistema tendria infinitas
soluciones para (;, lo cual contradice la suposicién de que S es un conjunto

linealmente independiente. Contradiccién. Luego, S es dependiente.
O
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Teorema 5.1.2. Sea V un espacio vectorial, entonces cualquier base B de V'
tiene el mismo numero de elementos

Proof. Sean By = {v1,va,...,un} v Ba = {u1,ua,...,un} dos bases de V,
demostraremos que estos conjuntos tienen igual cantidad de elementos, es decir
m = n. Si m > n entonces por el teorema 5.1.1, ya que B; es base de V', By
seria linealmente dependiente, lo cual es una contradiccién a la hipétesis de que
Bs es una base de V.

Si n > m entonces por el mismo teorema 5.1.1, debido a que By es base de
V', entonces B; seria linealmente dependiente, lo cual es una contradiccién.

Luego, la tnica posibilidad es que m =n. B O

Este resultado anterior nos indica que todas las bases de un mismo espacio
vectorial tienen el mismo nimero de vectores, esto permite dar una caracteristica
propia del espacio vectorial, que a continuacién sera definido como dimensién.

Un matemaético, como un pintor o un poeta, es un fabricante de modelos.
Si sus modelos son méas duraderos que los de estos ultimos, es debido a que
estdn hechos de ideas. Los modelos del matematico, como los del pintor
o los del poeta deben ser hermosos. La belleza es la primera prueba; no
hay lugar permanente en el mundo para unas matemadticas feas.
-G.H.HARDY
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5.2 Dimension de un espacio vectorial

Definicién 5.2 (Dimensién). Sea V' un espacio vectorial sobre un campo K, y
B una base de V', con un nimero finito de vectores. Se define como dimension
de V' al numero de elementos B y se denota por dimV .

Se conviene decir que st V = {0,} entonces dimV =0

Si la base de un espacio vectorial V' posee infinitos vectores, entonces se dice
que V es de dimension infinita

Por ejemplo, los espacios clasicos que hemos trabajado tienen dimensiones bien
. . . ., 1 0
conocidas. El subespacio R? posee dimensién 2 ya que {(O) , (1)} es una

base de R? y posee dos vectores. Ademds esto nos asegura que cualquier otra
base de R? tendra exactamente 2 vectores.

Las dimensiones del resto de espacios conocidos la mostramos a continuacién:
e R? posee dimensién 3
e R™ posee dimensién n

e P; posee dimensiéon 2

Py posee dimensién 3

P, posee dimensién n + 1
e Ms,o posee dimensién 4

e M,,.n posee dimensién m X n

. . 1
Span posee dimensién %

a
Ejemplo: Calcule la dimensién del subespacio H = b atb _bc—_2(c)
c
SOLUCION:
Si obtenemos una base del subespacio H tendriamos:
b=2c
a=c—b=c—2c=—c
-1
By = 2
1

Como solo hay un vector en la base, la dimensién de H es igual a 1.
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Chapter 6

Coordenadas y cambio de
base

6.1 Coordenadas de un vector

Definicién 6.1 (Coordenadas de un vector). Sea B = vy, s, ...,v, una base
ordenada del espacio vectorial V sobre un campo K,v € V. Se denominan
coordenadas de v con respecto a B a los escalares oy, s, ...ay, tales que v =
a1v1 + aoug + ... + auv, Y se define el vector

(e5]
W= @ | ern
a’ﬂ

el cual se denomina vector de coordenadas de v con respecto a B.

Por ejemplo, en P, si tenemos la base B =1+ x,1 — 2x, entonces el vector
14+7x se escribe como

1472 =3(14+2)—2(1 —2x)

Entonces, las coordenadas de 1+7x con respecto a B son 3 y -2, el vector de
coordenadas de v con respecto a B es

[v]p = <_g)

Como podemos observar, el vector de coordenadas de v, depende directa-
mente de la base, inclusive, si cambiamos el orden de la base, cambia el vector
de coordenadas, de ahi la importancia de la “base ordenada” en la definicién.

6.2 Matriz de Cambio de Base

Definicién 6.2. Sea V un espacio vectorial de dimension n,B; yBs dos bases
ordenadas V, y C una matriz de orden n, se dice que C es la matriz de cambio
de base de By a By si se cumple
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Teorema 6.2.1. Sea V un espacio vectorial de dimension n, By = vy,va,...,Un

y Bs = uy,us,...,u, dos bases ordenadas V, y C es la matriz de cambio de base
de B a By entonces:

CB, =B, = [U1]32 [U2]32 [Un](Bz)

Teorema 6.2.2. Corolario Sea V un espacio vectorial de dimension n, By y Ba
dos bases ordenadas V, y C es la matriz de cambio de base de By a By entonces
C es inversible, y C~1 es la matriz de cambio de base de By a B;.

CBQ*)Bl = C_lBlg)Bz
Ejemplo: Sea V = P, , y sean Bi, By dos bases de V. Determine la ma-

triz de cambio de base de By aBy. B; = {x2 +4z -2, —3, 22+ 1} y By =
{2902+5x—4,:102+2a:+4,—a:2+a:—4}

SOLUCION:
La matriz de cambio de base de By a By, estard formada por las coordenadas
de los vectores de la baseBs con respecto a la baseBy, es decir:

Cp,—B, = [2z2+5x74}31 [9:2+2x+4]B1 [fx2+x74]B1

Calculando estas coordenadas tenemos:

1

[22% + 52 —4], = | 1
1

1

[m2+2x+4]31: -2
0

0

[—x2—|—x—4}31: 1
-1
Por tanto, la matriz que nos pide el ejercicio es:
1 1 0

Cp,mp,=| 1 -2 1
1 0 -1
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Chapter 7

Espacios asociados a una
matriz

7.1 Espacio columna
Definicién 7.1 (Espacio Columna). Sea A una matriz mxn, sean ¢1,ca,...,Cp €

R™ las columnas de la matriz A. Se define el espacio columna de A como el es-
pacio generado por los vectores columnas de A:

Ca = gen{ci,cay.ciCn}

3 1 1
Ejemplo: Sea A = 2 2 3 | unamatriz, determinar el espacio columna
1 1 2
de A
SOLUCION:
De acuerdo a la definicién, debemos hallar el espacio generado por los vectores
3 1 1
2 , 2 , 3 tal como lo vimos secciones anteriores:
-1 1 2
3 1 1]a 3 1 1 a 3 1 1 a
2 2 3|b |~ 04 7{3—2a |~ 0 4 7 3b—2a
-1 1 2]c¢ 0 4 7| 3c+a 0 0 0|3c+3a—3b
a
Cy = b c+a—b=0
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7.2 Espacio fila

Definicién 7.2 (Espacio Fila). Sea A una matriz m x n, sean f1, fa,..., fm €
R™ las filas de la matriz A. Se define el espacio fila de A como el espacio gen-
erado por los vectores filas de A:

FA = gen{f17f27“'afm}

2 1 1 3

Ejemplo: Sea A = 2 2 0 2 una matriz, determinar el espacio
1 3 -2 -1

fila de A

SOLUCION:

De acuerdo a la definicién, debemos hallar el espacio generado por los vectores
2 2 1

1 2 3 . . .
1 , 0 , _9 tal como lo vimos secciones anteriores:
3 2 -1
2 2 l1|a 2 1 1 a 2 1 1 a
1 2 31b 0 -2 -5 a—2b 0 -2 -5 a—2b
1 0 -2|¢ 0 2 5 a—2¢ 0 0 0| 2a—2b—2¢c
3 2 —-1|d 0 2 5| 3a—2d 0 0 0|4a—2b—2d

a

b a—b—c=0

Fa= ¢ 20 —b—d=0
d
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7.3 Ntcleo de una matriz

Definicién 7.3 (Nucleo de una matriz). Sea A una matriz m x n, el nicleo de
A se define como el conjunto dado por:

NU(A) = {X S RH‘AX = O]an}

En palabras més especificas, el nucleo es el conjunto de todas las soluciones
del sistema homogéneo de una matriz, es decir, el sistema igualado a ceros.

Ejemplo: Sea A = una matriz, determinar el nicleo de A

=N W
—_ N =
DN W

SOLUCION:

Acorde a la definicién presentada anteriormente, debemos hallar todas las solu-
ciones del sistema homogéneo, en otras palabras, resolver el sistema igualado a
ceros.

3 11 1 0

2 2 3 zoa | =10

-1 1 2 T3 0
31 1|0 31 1|0 31 1|0
2 230 |~1047(0]~04T7]0
-1 1 2|0 4 710 0 0 0]0

Por lo tanto, este sistema posee infinitas soluciones, las cuales seran los
vectores del conjunto nicleo de A, el se expresa como:

NU(A)_ il 3£L'1+IL'2+I’3:0
o $2 41’2+7£L’3:O
3
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7.4 Imagen de una matriz

Definicién 7.4 (Imagen de una matriz). Sea A una matriz m x n, la imagen
de A se define como el conjunto dado por:

Im(A) ={Y e R™|3X € R", AX =Y}

3 11
Ejemplo: Sea A = 2 2 3 una matriz, determinar la imagen de la
-1 1 2
matriz A
SOLUCION:

De acuerdo a la definicién, debemos resolver el sistema:s:

31 1]a 311 a 3 1 1 a
2 2 3|b |~ 0 4 7|30—2a |~ 0 4 7 3b—2a
-1 1 2|¢ 0 4 7| 3c+a 0 0 0|3c+3a—3b
a
Im(A) = b ct+a—-b=0
c

Hardy era una mente brillante y un apéstol convencido del ateismo. Sostenia
que dios le odiaba (cosa que contradice su condicién de ateo) y actuaba,
a veces, en consecuencia. En cierta ocasién, antes de subir a un barco
demasiado pequeno para su gusto en medio de una tormenta en el Mar
del Norte, escribié una postal a su amigo Harald Bohr con el texto: “He
demostrado la hipétesis de Riemann. G.H. Hardy”. Sostenia nuestro
amigo inglés que, puesto que dios le odiaba, no permitiria que él pasara
a la historia como el hombre que sabia la demostracién de la hipdtesis de
Riemann y, por lo tanto, llegaria sano y salvo a Inglaterra... y asi fue.
Cada uno asegura su vida como puede, y la hipétesis de Riemann sigue
aun sin demostrar.
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Chapter 8

Operaciones con
subespacios

Al igual que los conjuntos, los espacios adoptan operaciones que se pueden
realizar entre ellos, la interseccién y la unién, y ademads, se define una nueva
operacion para subespacios, la suma de subespacios.

8.1 Interseccién de subespacios vectoriales

Definicién 8.1 (Interseccién de subespacios). Sean H, W dos subespacios vec-
toriales de un espacio vectorial V. Se define la interseccion de H y W como:

HNnW={veV|lve HANve W}

Teorema 8.1.1 (Teorema de interseccién). Sean H y W dos subespacios vec-
toriales de un espacio vectorial V. Entonces H N W es también un subespacio
vectorial de 'V

Proof. Para demostrar que H NW es un subespacio vectorial de V', utilizaremos
el teorema de caracterizacién de subespacio.

e Como H y W son subespacios vectoriales, entonces n, € H An, € W,
luego n, € HN W, por tanto H N W no es vacio.

e Sean ui,us € HNW Es cierto que ui,us € H y también que ui,us €
W Entonces u; + uo € H, debido a que H es un subespacio vectorial.
También u; + ugs € Wdebido a que w es un subespacio vectorial. Luego
u +us € HNW

e Seanf € K,u € HNW Es cierto que u € H Au € W. Como H es un
subespacio vectorial, entonces por cerraduraf ® v € H. Como W es un

subespacio vectorial, también por cerradura 5 ® u € W. Se concluye que
BoOue HNW

De (i), (ii), (iii), por el teorema del subespacio se concluye que H N W es un

subespacio vectorial de V.
O
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1 -2 a b—3
Ejemplo: Sean H = gen 1], 0 W = -
- 0 1 a—c=0

dos subespacios vectoriales. Determine el espacio H N W

SOLUCION:

Para determinar la interseccién de subespacios necesitamos las condiciones en
forma de ecuaciones de H y W. Las condiciones de W ya las tenemos, por lo
que necesitamos las de H.

1 -2 |a 1 -2 a 1 -2 a
1 0b ~ 0 —2|a-—-0 ~ 0 -2 a—2b
0 1|c 0 1 c 0 0|2¢c+a—>
Por lo tanto:
a
H = b 2c+a—-b=0

Luego, colocamos las condiciones de ambos subespacios en un mismo sistema,
tenemos que:
a 2c+a—-0=0
HNnW = b b=3c

c a—c=0

Al final, reducimos las condiciones y las parametrizamos

1 -1 210 1 -1 210
0 1 =310 |~ O 1 -31]0
1 0 —-110 0 0 00

b=3c,a=b—2c=(3c)—2c=c

De donde concluimos que las condiciones de H N W son:

HnWw = b

Buow = Jdim(HNW) =1

—_ 0 =
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8.2 Suma de subespacion vectoriales

Definicién 8.2 (Suma de subespacios). Sean H y W dos subespacios vectoriales
de un e.v. V, se define la suma de subespacios, denotada por H+W como el
congunto tal que:

H+W={veV|lv=h+w;he HweW}

Es decir, la suma de dos subespacios es aquel conjunto que esta formado por
todos los vectores que se pueden escribir como la suma entre un vector de H
mas un vector de W.

Teorema 8.2.1. Sean H y W dos subespacios vectoriales de un e.v. V sobre
un campo K, entonces H+W es un subespacio vectorial de V.

Proof. Para esta demostracion utilizaremos, de nuevo, el teorema del subespa-
cio.

e Probaremos que H4+W no es vacio. Dado a que n, = n, + n,, se puede
expresar como la suma de un vector de H méas un vector de W donde
n, € H,n, € Wya que son subespacios de V, entonces n,, € H + W. Por
tanto H + W no es vacio.

e Sean uy,us € H + W, entonces existenhy, hs € H;wy,wy € W tales que
Uy = h,l =+ wq

u2:h2+w2

. Por tanto, el vector uj +us = (h1+w1)+(hatws) = (hi+he)+ (w1 +ws),
se puede expresar como la suma de un vector de H méas un vector de W,
donde por la cerradura del subespacio H el vector hy + hy € H, y por
la cerradura del subespacio W el vector wy; + we € W. Se concluye que
uL+uy € H+W.

e Sean f € K,u € H+ W, entonces existen h € H,w € W tal que u=h+w.
Luego, el vector fu = S(h + w) = (Bh) + (Bw)se puede escribir como la
suma de un vector de H més un vector de W, donde Sh € Hy pw € W.

De (i), (ii), (iii) , por el teorema del subespacio se concluye que H+W es un
s.evdeV
O

Teorema 8.2.2 (Suma de subespacios). Sean H y W dos subespacios vectoriales
de V, tales que H = gen(Sy), W = gen(Sz), entonces H+ W = gen(S; U Sz).

Proof. Para todo elementou € H 4+ W, se escribe como la suma de un vector
de H mds un vector de W, u = h +w. Sea S; = {hy, ha,...,h;} el conjunto
generador de H y Sy = {wy,ws,...,w,,} €l conjunto generador de W, entonces
es cierto que

h =cihy + coho + ...cihy

w = diwy + dowsg + ... + dp Wi,

Por tanto u se puede escribir como u = c1ho +coho +...cphy +diwy +dows + ...+
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dm Wiy, es decir u es combinacion lineal del conjunto {hy, ha, ..., hg, w1, wa, ...y Wi
que es, precisamente, la unién de S; y So. Luego H + W = gen(S; U S3)

a a
Ejemplo: Sean H = b a=b—2c p, W=

c
dos subespacios vectoriales. Determine el espacio H +

SOLUCION:

Para determinar la suma de subespacios necesitamos los conjuntos generadores
de H y W, ya que toda base es un conjunto generador, entonces necesitamos
una base de H y W.

a b—2c 1 -2
ParaH b = b =b| 1 +c 0
c c 0 1

c 1
ParaW = 2¢c =c| 2
c 1

1

Bw = 2

1

Luego, por el teorema del generador de la suma, tenemos que:

1 -2 1
H+W =gen 1, 0 |,[ 2
0 1 1

Para hallar las condiciones en ecuaciones de H+W, procedemos a hallar el
espacio generado por ese conjunto.

1 =2 1]a 1 =2 1 a 1 =2 1 a
1 0 2{b |~ 0 -2 —-1|la=-b |]~| 0 -2 -1 a—b
0 1 1]¢c 0 1 1 c 0 0 1] 2c+a-b

De donde concluimos que no hay condiciones sobre a, b, c; es decir H+W=R3.
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8.3 Unidén de subespacios vectoriales

La interseccién y la suma de subespacios siempre da como resultado otro sube-
spacio, sin embargo esto no es asi con la unién. No siempre la unién de sube-
spacios es un subespacio, solo en ciertos casos, descrito por el siguiente teorema.

Teorema 8.3.1 (Unién de subespacios). Sean H y W dos subespacios vectoriales
de un espacio vectorial V, se cumple que:
HUW es un subespacion vectorial si y solo si HC W VW C H

1 -2 a
Ejemplo: Sean H = gen 1], 0 W= b

0 1 c
dos subespacios vectoriales. Determine si el espacio H U

b=3c
a—c=0

SOLUCION:
Para resolver esto, hacemos uso del teorema de la unién de subespacios. Nece-
sitaremos tanto las condiciones de H y W, como las bases de Hy W:

CondicionesdeH : 2c+a — b

CondicionesdeW : b=3c
a—c=20
1 -2
BasedeH : By = 11, 0
0 1
1
BasedeW : By = 3
1

Entonces para probar que H estd contenido en W, debemos comprobar que
todos los vectores de la base de H cumplan todas las condiciones de W.

CondicionesdeW : b=3c
a—c=0
1 -2
BasedeH : By = 1], 0
0 1

Para el primer vector:
b=3c—1+#3(0)

Basta que falle una ecuaciéon de un vector para afirmar que H no esta contenido
en W. Es decir, H C W Sin embargo atin no podemos afirmar que la unién no
es subespacio, antes debemos comprobar también si sucede lo contrario. Para
probar que W estd contenido en H, debemos comprobar que todos los vectores
de la base de W cumplan todas las condiciones de H.

1
BasedeW : By = 3
1
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CondicionesdeH : 2c+a—b=0

Para el inico vector que hay tenemos que:
2c+a—-b=0—2(1)+1-3=0
Lo cual es cierto, es decir se cumple que

HCW

Se conluye que H U W es un subespacio vectorial.
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Chapter 9

Mas Problemas

PROBLEMA (3er Examen ESPOL 2012): Sea V =C[0,1]y f,g € V.
Demuestre que si el conjunto {f, g} es linealmente dependiente entonces

SOLUCION:
Si {f,g} es un conjunto linealmente dependiente, entonces existe un escalar
k € R tal que g(x) = kf(z):
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PROBLEMA (ler Examen ESPOL 2012): Demuestre:

Sea S = {v1,v9,...,v,} un subconjunto linealmente independiente de vectores
del espacio vectorial V y sea x un vector de V' que no puede ser expresado como
una combinacién lineal de los vectores de S, entonces {vy,va, ..., vy, 2} también
es linealmente independiente.

SOLUCION:
Tenemos que demostrar que {vy,va, ..., v,, 2} es Li. Consideremos que

1V + oty + ... + apv, + B =0, (9.1)

Para algunos escalares oy, 8 € R;i = 1...n Al operar esta ecuacién tenemos lo
siguiente

Br = (—aq)v1 + (—ag)va + ... + (—an) v, (9.2)
Existen dos casos, que 8 #0 o0 que 8 =0
Si 8 # 0: Si en 9.2, multiplicamos por % (estamos seguro de que existe, ya que
B es diferente de cero) obtendremos lo siguiente:

(€5) Qp
r=(—>)nn+(—)ve+...+(——)v
B B g

Lo anterior es imposible ya que contradice la hipdtesis de que x no puede es-
cribirse como combinacién lineal de los vectores de S, asi que se concluye que
B8 =0. Ya conociendo que 8 =0, en 9.1 reemplazamos y tenemos

aq

a1v1 + agvg + ...+ apv, = 0, (9.3)

Pero como S es un conjunto Li. implica que a; = 0;i = 1,...n Con esto se
concluye que el conjunto {vy,va,...,v,,2} es Li.l
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PROBLEMA (ler Examen Espol 2009): Sean u = (xl) ,U = (IQ) LW =

<$3> elementos de R? y sea

Y3
1 oy 1
A= x2 y2 1
z3 y3 1

(a) Siu, v, w son colineales jcudl es el rango de A?

(b) Determine una base para el espacio fila de A.

SOLUCION:

(a) Siu, v, w son colineales, entonces deben ser miltiplos

v = ”LU =
aya by

por lo que la matriz A seria

1 oy 1
A= ary ayp 1
bxy byr 1
x1 () 1
Ca =gen ary |, ayr |, 1
bxl byl 1
1 1 1
= gen a |, a |, 1
b b 1
1 1
= gen a |,| 1
b 1

De esta manera, es claro que p(4) = 1si a = 1 A b =1 en cualquier otro caso
p(A) = 2.
(b) Si a=1Ab=1 entonces una base para el espacio fila serfa

T
Br, = n
1
Sia=1Ab+# 1 una base de F4 seria
I b$1
Br, = vi || bu
1 1
Sia#1Ab=1 una base de F4 seria
I axq
Bp, = yi || an
1 1
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1 10 1
PROBLEMA : Dada la matriz A = 2 2 2 |, determine los valores
-1 -8 k&

de k para que la nulidad de A sea cero.
SOLUCION:

Por el criterio del determinante, la nulidad de A es cero si det(A) # 0
det(A) #0

1(2k +16) — 10(2k +2) + 1(—=16 +2) #0
—18k —18 £ 0
k#—1
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PROBLEMA (ler Examen ESPOL 2007): Sea A la matriz de coeficientes
del sistema lineal

2xr4+y—2z=a
r—y+2z=0>
r+2y—3z=c

a) Determine el espacio fila, niicleo y recorrido de A

a
b) Si ¢ = 2a + b, determine si el vector b pertenece a Im(A)
c
SOLUCION:
De acuerdo al sistema se tiene que
2 1 -1
A= 1 -1 2
1 2 -3
Espacio fila:
2 1 1
Fa = gen N EE 2
— 2 -3
Lo que conduce al sistema
2 1 1]z 2 1 1 x 2 1 1 x
A= 1 -1 2ly | ~1 0 3 3|z—2y |~ 0O 3 -3 x—2y
-1 2 -3|=z 0 5 —5|z+2z 0 0 0|2z —10y — 62
Por lo que
x
Fy = Y 2¢ — 10y — 62 =0
z
Ncleo:

El ntcleo es la solucién del sistema homogéneo AX = 0:

2 1 =110 2 1 =110 2 1 —-1]0
1 -1 210 | ~| O 3 5|0 |~ 0 3 =510
1 2 =310 0 -3 510 0 0 01]0
Por lo que:
1
_ 201 +x9 —x3 =0
NU(A)_ iQ 3I2*5l’3:0
3

Recorrido o Imagen de A:
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El recorrido es igual al espacio columna, el espacio generado por las colum-
nas:

Rec(A) = Im(A) = Cy

2 1 -1 x 2 1 -1 x

1 -1 2ly |~ O 3 =5|lx—-2y |~ 0O 3 =5 T —2y
1 2 3|z 0 -3 5| x—2z 0 0 0|2z —2y—2z
Por lo que

x

Cy = Y 20— 2y —2z=0
z
a

b) Si ¢ = 2a + b entonces para que el vector b pertenezca a C'4 debe

c
cumplirse la condicion de exige C'y

20 — 2y — 2z =2(a) — 2(b) —2(2a +b) = —2a —4b # 0

Por tanto, no pertenece a Im(A).
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PROBLEMA : Sea V = Mj,s. Sean W; el conjunto de las matrices que
tienen la primera y la ultima fila iguales, W5 el conjunto de las matrices que
tienen la primera columna igual a su segunda columna.

Determine:

a) La interseccién entre Wy, Wo
b) La suma entre Wy, Wy

¢) Una base para los subespacios interseccién y suma obtenidos en (a) y (b).

SOLUCION:

De acuerdo a lo indicado tenemos que

ailp a2
a1l = asi
Wy = az1 G2 B
a1z = 32
asy as2
ail a2 ail = ai2
Wy = a21 A22 az1 = a22
azi1 as2 az1 = az2
Para la interseccion tenemos que
ail a2 aip = a2 Q1] = asy
WinWy = az1 Q22 a1 = gz Q12 = G32
azy  as2 a3z1 = as2

Si colocamos todas estas ecuaciones en un sistema homogéneo e igualamos a
cero tendriamos

a1 a12  G21 a2 (31 a32

1 -1 0 0 0 00

o o0 1 -1 0 01]O0

o o0 o o0 1 =110

1 0o o0 0 -1 00

o 1 o o0 0 -1]0
1 -1 0 0 0 0/0 1 -1 0 00 0]0
0o 01 -1 0 010 0o 10 00 —-1]0
o o000 o0 1 -1|{0 |~...~1 O O1 -1 0 0]0
1 00 0 -1 0|0 0o 00 01 =110
0 1.0 0O 0 =110 0O 00 00 010

Donde queda claro que habia una ecuaciéon redundante, por lo tanto

a1l = as2
ail a2 o1 = Ggo
WinNnWy = as1  a92 .
a2 = a32
a3l as2 _
az1p = a32
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Para hallar una base:

asz2 a3z 0 0 1 1
asp aze | =az | 1 1 | +az| 0 O
azz as2 0 0 1 1

De esta manera obtenemos una base para la interseccién:
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PROBLEMA (3ra Evaluacion Septiembre 2012): (10 puntos)Dado la

1 10 1
matriz A= [ 2 2 2|, determine los valores de k para que la nulidad sea
-1 -1 k

cero.
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PROBLEMA (3ra Evaluacion Febrero 2009): (10 puntos) Califique como

2a 2b —c
VoFSeaA=| a 2b —c| cona,b, cdiferentes de cero, entonces el rango
—a —-b ¢

de A es igual a 3 y la nulidad de A es igual a 0.
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PROBLEMA (3ra Evaluacion Abril 2011): (10 puntos)Califique como
Vo F: Sea A = May,3. Entonces la nulidad de A es mayor o igual a 3,
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Julio 2012): (10 puntos)Sean By = {v1, v2,v3}
y By = {v1 — va, v + v3, 201} dos bases de un espacio vectorial V. Si [Elp, =

1
[Flp,=| 1 | determine [5E — 2F|p,

1
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Julio 2012): (20 puntos)Sea V = Ps.
Considere el conjunto de todos los subespacios de V tal que

H(a) =gen{l+az+2”+2° 1+ ax+ (1 —a)2® +2°, 2+ (2a)z® + 22°,1 + (1 + a)z + (1 + a)2® + 32°}

a) Determine el valor de a para que dimH = 2
b) Halle una base y la dimensién de los subespacios H(0)NH (1) y H(0)+H (1)
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Diciembre 2013): (10 puntos) Sean A €
Mpnzn, B € My, demuestre que Cap € Ca

SOLUCION:

Sea Y un elemento de la imagen de AB, entonces existe un X; tal que
Y =(4B)x X

esto es igual a
Y =A% (BX,)

Donde BX; es otro vector, es decir Xo = BX; por lo tanto
Y =Ax XQ

Lo cual indica por definiciéon que ”Y” también pertenece a la imagen de A. En
conclusién
Im(AB) C Im(A)

Por teorema, la imagen es igual al espacio columna, ergo

Cap CCy
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Diciembre 2013): (10 puntos) Sean B; =
{v1,v2,v3} vy Bas = {u1,u9,us} dos bases ordenadas del espacio vectorial fun-
cional V. Se conoce que V' = Gen {senz, cosx, z} y que uj = v1+v3,us = va+03
y ug = v1 + v2. a) Calcule la matriz de transicién de By a B2

1 1 1
b) Si 2z]p, = | 1 |,[x —senz|g, = | 0 |,[2senx + cosz]p, = | 0 |,
1 0 1

determine los vectores de By
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Julio 2013): (10 puntos) Sean vy, va,v3
vectores de un espacio vectorial V. Si ug,us,us son linealmente independientes
y son, respectivamente los vectores coordenados de vy, v9, v3 respecto a de una
base B de V entonces dimV > 3
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Marzo 2013): (10 puntos) Sea A =

1 2 1
2 a a|. Para qué valores de a y b:
(2 -1 b

a)

b)
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Septiembre 2013): (20 puntos) Dada la

1 11 4

. 2 -5 -1
matriz A = 110 3
5 —2 1

a) Encuentre una base y determine la dimensién del Espacio Columna de A
b)Encuentre una base y determine la dimensién del Nicleo de A.
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PROBLEMA (1ra Evaluacion Septiembre 2013): (10 puntos) Considere
el espacio vectorial real:

V={a+bxePla+b=5}
Con las operaciones:
((11 + blx) ) ((LQ + bQiL’) = (a1 + ag + 4) + (b1 + bg - 9)1’

VaeR:a® (a+bz) = (aa —4+4a)+ (ab+ 9 — 9a)z

a)Demuestre que la operacién suma es cerrada en V
b)Encuentre el vector nulo 0, de V' y el vector inverso aditivo del vector v =
24 3z
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Califique como verdaderas o falsas las siguientes proposiciones

PROPOSICION (ler Examen ESPOL 2012):
Sea V un espacio vectorial tal que H C V. Si H es un subespacio vectorial
de V entonces HE es subespacio de V.

SOLUCION:

Debido a que H es un subespacio vectorial(también es espacio vectorial), el
elemento neutro 0, pertenece a H, pero esto implica que 0, ¢ H c.

Si 0, ¢ HC entonces H no puede ser espacio vectorial, luego, tampoco sube-
spacio vectorial de V. ‘. La proposicién es FALSA.

PROPOSICION (ler Examen ESPOL 2009): Si (V,®,®) es un espacio
vectorial, y sean H y W dos subespacios de V tales que: W = gen {w, we, w3}
y wi,ws € H, entonces es cierto que dim(H NW) = 2

SOLUCION:

Considere el siguiente contraejemplo: Sea V = Py y W = gen{l,x,xz}, y
ademas H = gen {1,x,x2} (Por supuesto, esto es intencional). Es claro que
1,z € H. Pero dim(W N H) = 3. . La proposicién es FALSA.
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PROPOSICION (ler Examen ESPOL 2007): Sila matriz B se obtiene a
partir de la matriz A por medio de un intercambio de filas entonces p(A) = p(B)

SOLUCION:
Sean f1, fa,..., fi,-.., fj,--., fm las filas de A, luego

FA:gen{f17f27"'7f’i7"'ufj>"'7fm}

. 5i B se obtiene al intercambiar las filas f;, f; entonces,

Fp :gen{f17f27"'7fj7"'7fi7""fm}
FB :gen{f17f27"’7fia"'7fj7"'7fm}
Fp = Fy

Por lo tanto, dimF4 = dimFp, esto es lo mismo que p(4) = p(B). .. La
proposicién es VERDADERA.

PROPOSICION (ler Examen ESPOL 2007): Sea V un espacio vecto-
rial. Sean A, B C V, entonces gen(A N B) = gen(A) N gen(B)
SOLUCION:

Consideremos el siguiente contraejemplo:
Sea V=P, y A= {1,:02} ,B = {1,12 + 1}7 entonces,

gen(A) = {ao + a1z + a2x2’ a; = O}

gen(B) = {ao +a1x + a2x2| a = O}

Aqui es evidente que el espacio generado por B es el mismo que el espacio
generado por A, ya que ambos tienen al vector 1, y el segundo vector de B es
una combinacién lineal de los dos vectores de A. Si los espacios son iguales, la
interseccién entre estos espacios es la misma.

gen(A) Ngen(B) = {ag + a1z + aza*| ay = 0}
Ahora, sin embargo, es distinto el espacio generado de la interseccién de A y B:
gen(AN B) = gen{1} = {ap + a1z + az2”| a; =0, az =0}

como vemos, es claro que gen(A N B) # gen(A) N gen(B). .". La proposicién es
FALSA.
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PROPOSICION Califique como verdadero o falso:
Sea V' un espacio vectorial tal que H C V. Si H es un subespacio vectorial
de V entonces H® es subespacio de V.

Solucién:
Si H es un subespacio de V entonces es cierto que n, € H, el elemento neutro
se encuentra en el conjunto H.

Ya que n, € H entonces se cumple que n, ¢ H€ lo cual implica que H*¢
no puede ser espacio vectorial de V' ya que no contiene al neutro.

La proposicién es falsa.
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PROBLEMA : Sea V el espacio vectorial definido por:

a
V= b a>0;b,ceR
c
donde
ai az aiaz
by |@| b2 | = b1 +b2—3
C1 C2 c1+co+1
a a®
a0l b |=]| ab—3a+3
ac+a—1
a) Determine el vector neutro de V
2
b) Determine el inverso de 1
-3
4 2
¢) Determine si [ —1 |, | 1 | forman un conjunto linealmente independi-
3 1

ente.
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PROPOSICION :
Determine el valor de ¢ para que el conjunto
1 c c
S = 1], -1 ], (1
c c 1

sea linealmente dependiente.
SOLUCION:

Para verificar que un conjunto es linealmente dependiente se puede aplicar la re-
duccién por filas de Gauss, o el criterio del determinante si la matriz es cuadrada.

Aqui usaremos el criterio del determinante para resolver este problema.
Al colocar los vectores en fila obetenemos la matriz:

1 1
A= c —1
c 1

=0 O

Para que los vectores sean linealmente dependientes el determinante de esta
matriz debe ser igual a cero. Es decir:

det(A) =0
(-1—¢c)=1x(c=c)+clc+c)=0
(-1—¢)—c+c?+22=0
32 —2c—1=0
(c=1)Bec+1)=0
c=1Ve=-1/3

Para que el conjunto sea linealmente dependiente ¢ debe ser 1 o0 -1/3
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PROBLEMA :
Si {v1,v2,v3} es un conjunto linalmente independiente en un espacio vecto-
rial V, determine de ser posible el valor de a para que

{avy — vg,v1 + avy — 3vs, 3v1 — 4dvg + Hvs}

sea linealmente dependiente en V.
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PROBLEMA :
Si {v1,v2,v3} es un conjunto linalmente independiente en un espacio vecto-
rial V', determine si
{’Ul — Vg + V3,V — V3,V + ’U3}

es una base de V.
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PROBLEMA : En el espacio vectorial Moo, determinar si < es

. 10 -1 2 0 1
combinacién lineal de los vectores ( 1 0 ), ( 01 ), ( 9 _1 )
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PROPOSICION Califique como verdadero o falso: Sea V un espacio
vectorial. Sean A, B C V, entonces gen(A N B) = gen(A) N gen(B)
SOLUCION:

Por contraejemplo:

Sea V = R3, ademas

A:

o O =

O“D—*O
[S
I

= o O

o o

Es evidente que:

> Q

S
o
|

=

W = gen(B) =

Si calculamos H N W tendriamos:

HnW = b a=0,c=0
c

Ahora, si calculamos gen(A U B), (A y B no tienen elementos en comun)

ANB=¢

Con esto se tiene que
gen(AN B) = {n,}

Luego
gen(AN B) # gen(A) N gen(B)

.. La proposicién es falsa

68 Angel Guale Lainez



CHAPTER 9. MAS PROBLEMAS

PROBLEMA : Demuestre:
Sea S = {v1,v9,...,v,} un subconjunto linealmente independiente de vectores
del espacio vectorial V' y sea x un vector de V' que no puede ser expresado como
una combinacién lineal de los vectores de S, entonces {vy,va, ..., vy, 2} también
es linealmente independiente.

SOLUCION:
Demostracién:
Consideremos la siguiente ecuacién:
V1 + 0V + ...+ oy vy, + B =0,

Supongamos que 8 # 0 Si esto es cierto, entonces existe el inverso multiplicativo
de By es posible multiplicar a la ecuacién anterior por este factor:

(ar/Byvr + (az/B)vz + o + (an/B)vn + = (1/5)0,

Y si ademads, despejamos el vector x tendriamos:

z = (—a1/B)v1 + (—az/B)vz + ... + (—an/B)vn

Lo que indicaria que x se puede escribir como combinacién lineal de los vectores
de S, lo cual es imposible por hipétesis. Esto es una contradiccion.

Por lo tanto, esto implica que 8 = 0. Reemplazando en la primera ecuacion
tendriamos que:
a1v1 + oV + ... + v, +0xx =0,

a1V + agve + ... + apv, = 0,

Ya que el conjunto S es linealmente independiente entonces para cualquier a; = 0

Se concluye que S U {z} es linealmente independiente.
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una matriz, determinar el espacio

— N =
DN O =

3

PROBLEMA : Sea A = 2
-1

columna de A y el espacio Fila de A.

SOLUCION:
El espacio columna se define como el espacio generado por las columnas de A.

Ca = gen{cy, ca,c3}

Es decir
31 1ja
2 2 3|0b
-1 1 2|c¢
Al reducir este sistema por el método de Gauss tenemos lo siguiente
31 1|a -1 1 2 c
2 2 3|b | ~.~ 0 4 7 2c+b
-1 1 2|c¢ 0 0 0O|b—c—a

Por tanto el espacio columna de A queda definido por:

a
Cy = b ||b—c—a=0
c

(b) El espacio fila es el espacio generado por todas las filas de A.

Fa = gen{fi, fo, f3}

Lo cual implica resolver el siguiente sistema generador

32 —1|a
1 2 110
1 3 2]¢
Aplicando el método de Gauss tenemos:
3 2 —1|a 3 2 -1 a
1 2 116 | ~..~ 0 —4 —4 a—3b
1 3 2]c¢ 0 0 O0]—-3a+21b—-12¢c

El espacio fila de A queda definido por:

a
Fy= b | |—a+Tb—4c=0
c

70 Angel Guale Lainez



CHAPTER 9. MAS PROBLEMAS

2 12 5

. 1 -5 -3

PROBLEMA : Dada la matriz A = 1 3 9
4 -2 -3

a) Encuentre una base y determine la dimensién del Espacio Columna de A
b) Encuentre una base y determine la dimensién del Nicleo de A.
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PROPOSICION Califique como verdadero o falso:
Si la matriz B se obtiene a partir de la matriz A por medio de un intercambio
de filas entonces p(A) = p(B)
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PROPOSICION :

Sea A € Myyn, si A2 = A muestre que Nu(A4) N Im(A) = {n,}
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PROBLEMA :
Demuestre: Sea B = {v1,vs,...,v,} una base del espacio vectorial V', en-
tonces cualquier conjunto de mas de n vectores es linealmente dependiente
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PROBLEMA :
Sea A € M., Muestre que si A2 = I entonces Nu(A) = {n,}

SOLUCION:

Si A? = I entonces tenemos que:
det(A?) = det(I) =1
det(A)det(A) =1
(det(A))? =1
det(A) =1V det(A) = -1

Esto nos indica que el determinante de A siempre es diferente de cero, por lo
cual, A es inversible.

Sea X € Nu(A) entonces

AX = Op»
ATTAX = A 0ga
IX = Opn
X = Ogn

Por tanto, el inico elemento del nicleo de A es Ogn

. Nu(4) = {0p:}
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PROBLEMA :
Sea A € M,,4n. Muestre que si A% = I entonces dimCa =n
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PROBLEMA ;
1 1 0
Sean B; = o], -2 1,11 y B = {u1,us,us} bases del es-
2 0 2
pacio vectorial R?, y
1 -1 1
Mp, =0 -2 1
1 11
a)Determine los vectores de la base B
1
b) Determine [v]p, siv=| 2
3

SOLUCION:

Recordemos que las columnas de la matriz son las coordenadas de los vectores
de la base de partida con respecto a la base de llegada.

Por lo tanto, para resolver el literal (a) de nuestro problema necesitarfamos la
matriz inversa de Mp, ,p

Al calcularla obtenemos:

3/2 -1 —1/2
Mpog =| -1/2 0 1/2
-1 1 1

Las columnas de esta matriz son las coordenadas de los vectores de la base B,
con respecto a la base B1:
Para el vector u

3/2
[ul]Bl - _1/2
-1
1 1 0
w=03/2)1 0 | +(-1/2) -2 | +(-1) | 1
2 0 2
1
U = 0
1
Para el vector ug
-1
[u2]31 = 0
1
1 1 0
uy=(-1)1 0 |+0)| -2 |+ 1
2 0 2

77 Angel Guale Lainez



CHAPTER 9. MAS PROBLEMAS

-1
Uy = 1
0
Para el vector ug
—1/2
[u1]31 = 1/2
1
1 1 0
uy=(-1/2) 0 | +1/2)| -2 |+@)[ 1
2 0 2
0
Uy = 0
1

El literal b se reduce a simplemente calcular las coordenadas del vector v =
1
2 con respecto a los vectores de la base Bp los cuales se los coloca como
3

columnas del sistema:

1 1 0|1 1 1
0 -2 1|2 | ~..~| 0 =2
2 0 2|3 0 0
a3 = —1,0(2 = —3/2,0&1 = 5/2
Por lo tanto, el vector de coordenadas del vector v con respecto a la base B1 es:
5/2

[U]Bl = _3/2
-1
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PROBLEMA :
Sean By = {x2 +z+1l,z-1,1— x2} y By = {v1,vs,v3} bases del espacio
vectorial Pa, y

2 0 2
Mp, 5, = 1 10
-1 -1 1
a)Determine los vectores de la base Ba
1 2
b) Determine [v]g, = | 2 | y [ulB, = 1 |, determmine [2v — 3u]p,
3 -1
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