TEMA 4

Funciones ortogonales y series de Fourier

Las series e integrales de Fourier constituyen un tema clasico del Andlisis Matematico. Desde su
aparicion en el siglo XVIII en el estudio de las vibraciones de una cuerda, las series de Fourier se
han convertido en un instrumento indispensable en el analisis de ciertos fenémenos periédicos de
la Fisica y la Ingenieria. La idea fundamental se basa en aproximar la funcién, no por una serie de
potencias (desarrollo de Taylor), sino por una serie de funciones periédicas (senos y cosenos).

En lo que sigue consideraremos que las funciones con las que se trabaja son Riemann integrables
en el intervalo correspondiente (bastaria, por ejemplo, suponer que son continuas salvo en un
numero finito de puntos donde presentan discontinuidades de salto).

4.1. Funciones ortogonales

Definicién 4.1.1. El producto escalar de dos funciones f1 y fa definidas en un intervalo |a,b] es
el nimero

b
<f1,f2>=/ f1(x) fa(x) dx

Entonces la norma que induce este producto escalar de una funcién f definida en el intervalo
[a, b] es el nimero

b 1
1l = (/ £2(x) da) ®

Definicién 4.1.2. Dos funciones f1 y fo son ortogonales en el intervalo |a,b] si

b
(fl,f2>=/ fi(x) fo(x)de =0

3

Por ejemplo, las funciones fi(x) = 22 y fo(x) = 23 son ortogonales en el intervalo [—1,1]

puesto que

<f17f2>=/1 x2x3dx:/_11$5dx: [%176]1_1:0

-1

Definicién 4.1.3. Se dice que un conjunto de funciones {¢,}7>, es ortogonal en el intervalo [a, b]
1

b
(Dms On) = / Gm ()P (z) dz = 0, m#n

Si {¢n 192, es un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo [a,b] con la propiedad de que
|¢n|| = 1 para cualquier n, entonces se dice que {¢,}°2, es un conjunto ortonormal en el intervalo
[a, b].
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Ejemplo 4.1.4. El conjunto {¢,(x) = cos(nx)}>2, es ortogonal en el intervalo [—m,w|. En efecto,

<¢Oa ¢n> — /7r 1 cos(n:L‘) dr = [% sen(nx)] 71“ =0, n 7& 0

—Tr

Sim yn son ambos distintos de 0,

(s On) = /ﬂ cos(mz) cos(nx) dx = ;/ﬂ (cos((m + n)x) + cos((m — n)z)) do =

—T —T

_ Irsen((m+n)z)  sen((m—n)x);r
_5[ m-+n m-—n ]_”_0’ m#n

En este ejemplo, si calculamos las normas de cada funcion, obtenemos:

ool = ([ aa)

—T

N

=V2r

y para n > 0,

N|=

[pnll = (/” cos?(nx) dx)% = (% /7r [1 4 cos(2nz)]dz)? = /7

) { cos(x) cos(237—)
\ﬁ vroloym

Nota 4.1.5. De manera cmciloga puede probarse que el conjunto

De esta forma el conjunto } es ortonormal en [—7,m|.

{ cos(z) cos(2z) sen(z) sen(2z)
\ﬁ N Y SRRy, Sty ST

es ortonormal en [—7, m].

)

Es conocido que, dada una base ortogonal en un espacio vectorial de dimensién finita, cualquier
elemento de dicho espacio vectorial puede representarse como combinacion lineal de los elementos
de esa base. Nuestro objetivo es extender esta propiedad a un espacio de dimensién infinita.

Sea {¢n}72, un conjunto ortogonal de funciones en el intervalo [a,b] y sea f una funcién
definida en ese intervalo. Los coeficientes ¢,,, m = 0,1,2,..., para los que

f(z) = cogo(x) +c1d1(z) + - + cpdn(z) +
se calculan multiplicando esta expresién por ¢y, e integrando en el intervalo [a, b]
b b b b
/ f(@)bm(x)de = co/ G0()pm () dx + 1 / O1(x)pm () de + -+ - + cn/ O ()P () dz + . ..

Por ortogonalidad, cada término del lado derecho de la ultima ecuacion es cero, excepto cuando
n = m. En este caso, se tiene

/fqﬁn /qbnd)n /¢2

f(SC) = Z Cnﬁbn(x)

n=0

Por tanto,

donde los coeficientes ¢, vienen dados por

L6 ds _ (f.60)
" fa¢n BAE
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esto es,

=2 g

Este desarrollo se llama desarrollo en serie ortogonal de f (o también, serie de Fourier genera-
lizada).

n=0

Nota 4.1.6. El procedimiento anterior es formal, es decir, no se ha analizado si el desarrollo en
serie anterior es convergente.

4.2. Series de Fourier

El conjunto
( w

2 2
{1, cos az),cos(ix), e ,sen(zx), sen(—waz), .

es ortogonal en [—p, p]. Sea f una funcién que admite un desarrollo en serie del conjunto anterior,
es decir:

f(z) = % + ;(an cos(%rx) + b, sen(%”x))

donde los coeficientes ag, a1, aso,...,b1,bs,... se determinan del modo que se comentd anterior-
. . ., . ag
mente, excepto en el caso de ag en el que, por conveniencia en la notacion, se escribe 5" Entonces

1 [P
aozp/pf(S)dS

1 [P
an:/ f(s)cos(n—ﬂs)ds, n=12...
pJ, p

1 [P
bn:/ f(s)sen(n—ﬂs)ds, n=12...
pJ, p
La serie

oo
a nm nm
T+ Y (an cos(—a) + by sen(—x))
2~ P p
se llama serie de Fourier de f, y los ntimeros reales a, y b,, coeficientes de Fourier.

Nota 4.2.1. Esta serie no converge para cualquier f. Habrd que imponer condiciones que garanticen
la convergencia de la serie de Fourier de una funcion dada.

Ejemplo 4.2.2. En este ejemplo se calcula la serie de Fourier de la funcion

. 0
0, st —mT<zr<——=
f(x) = s 2

1 st ——<z<T
) 2_

De acuerdo con la definicion de los coeficientes de Fourier:

[ 3
= — d = —
ap 77'/ S B

1 (7 sen(r ("7 ‘ ,
an = / cos(ns) ds = M — e s St noesimpar
mTJ-3 nm 0, sin es par
1 (" —cos cos(™F 1 j ;
b, = / sen(ns) ds — (n) n (%) _ { e . sin es impar
T ) x nm nm (=14 (=1)2), sin es par
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Por tanto la serie de Fourier es

% + %(COS(:E) + sen(z) —sen(2x) — %cos(&’n) + ésen(?)x) +...)

4.3. Desarrollos de series de Fourier de funciones pares e impares

Recordemos que una funcién es par si verifica f(—z) = f(z) para cualquier z, y es impar
si f(—z) = —f(z). En un intervalo simétrico como (—p,p) la gréfica de una funcién par posee
simetria respecto al eje y, mientras que la grafica de una funcién impar posee simetria con respecto
al origen. Estas funciones verifican las siguientes propiedades:

El producto de dos funciones pares es par.

El producto de dos funciones impares es par.

El producto de una funcién par y una impar es impar.

La suma o la diferencia de dos funciones pares es par.

La suma o la diferencia ade dos funcione(sl impares es impar.

Si f es par, entonces f(x)de = 2/ f(x)dx.
—a 0

e Si f es impar, entonces / f(x)dx =0.
—a
Gracias a estas propiedades el cdlculo de los coeficientes de una serie de Fourier se simplifica de
manera importante cuando f es una funcién par o impar.

Si f es una funcién par en (—p, p), entonces los coeficientes de la serie de Fourier se convierten

_;/_I;f(s)ds:;/opf(s)ds
/f cos( /f cos—s)ds n=12...

pues f(z) cos(*Fx) es par.

en:

pues f(z) es par.

1 4
=L [ posen(Tsyds =0, n=1.2....
PJyp P
pues f(x)sen("x) es impar.

De esta forma la serie de Fourier de una funcién par en (—p, p) serd

[ee]
% + ; an cos(%rx)

con los coeficientes calculados anteriormente.

Ejemplo 4.3.1. La funcion f(x) = 22 es par en el intervalo (—2,2) y por tanto su desarrollo de
Fourier serd en serie de cosenos. De acuerdo con la definicion de los coeficientes de Fourier:

2 [? 8
a0—2/0 s dS—g
)

9 2
an 2/0 SQCos(n;s)ds—(,

n2m2
b, =0, n=12...

n=12,...
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FIGURA 1. Simetrfa par para f(z) =22 en z € (0,2)

FEntonces la serie de Fourier es

W

16 o= (—1)"

5+ = (=1) cos(nix)
T 2

n=1

n2

w

De manera similar, cuando f es impar en el intervalo (—p, p),

an =0, n=0,1,2,...

9 [P
by, = — (s) sen(Es) ds, n=1,2,
D Jo
y la serie de Fourier es
oo
Z by, Sen(ﬂx)
n=1

Ejemplo 4.3.2. La funcion f(x) = x es impar en el intervalo (—2,2) y por tanto su desarrollo de
Fourier serd en serie de senos. De acuerdo con la definicion de los coeficientes de Fourier:

an=0, n=0,1,2,...

2 [2 4(—1)n !
bn:/ xsen(ms)dszﬁ, n=12,...
2 Jo 2 nmw

Entonces la serie de Fourier es
4 K (—1)n ! nm
= Z — sen(Ta:)
n=1

Nota 4.3.3. (Desarrollos en semi-intervalos)

En todo lo anterior hemos considerado intervalos centrados en el origen, es decir, de la forma
(—p,p). Sin embargo, en ocasiones seri interesante representar una funcion que se define sélo
para el intervalo (0,p) mediante una serie trigonométrica. Esto puede hacerse de muchas formas
distintas, suministrando una definicion ficticia de la funcion en el intervalo (—p,0). Por brevedad
se presentan los tres casos mds comunes. Asi, si y = f(x) estd definida en el intervalo (0,p),
podemos

1. (Reflexion par) reflejar la grifica de la funcion respecto al eje y, es decir, f(x) = f(—x)

para x € (—p,0) (la funcion es ahora par en el intervalo (—p,p), y por tanto se tendrd un
desarrollo en serie de cosenos).

2. (Reflexion impar) reflejar la grafica de la funcion respecto al origen, es decir, f(x) = —f(—x)

para x € (—p,0) (la funcion es ahora impar en el intervalo (—p,p), y por tanto se tendrd un
desarrollo en serie de senos).
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FIGURA 2. Simetrfa impar para f(z) = 22 en = € (0, 2)
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FIGURA 3. Traslacién para f(z) = 2% en z € (0,2)

3. (Traslacion) definir la funcién mediante f(z) = f(x+p) para x € (—p,0), lo que dard origen
a una serie de Fourier general.

4.4. Convergencia

Fl siguiente teorema expresa las condiciones suficientes de convergencia de una serie de Fourier
en un punto.

Teorema 4.4.1. Sean f y f' continuas a trozos en el intervalo (—p,p), es decir, continuas excepto
en un numero finito de puntos donde presentan discontinuidades de tipo finito. Entonces la serie
de Fourier de f en el intervalo converge a f(x) en los puntos x en los que la funcion es continua.

En los puntos x en los que la funcion es discontinua la serie de Fourier converge al promedio:

fE)+ f@7)
2

donde f(x %) y f(x™) denotan los limites de f en x por la derecha y por la izquierda, respectivamente.
Si la funcién es peridédica de periodo 2p el resultado anterior se tiene para cualquier z € R, no
s6lo para el intervalo (—p, p).
4.5. Transformada de Fourier

Hasta el momento se ha utilizado el sistema ortogonal formado por las funciones reales sen(%x)
y cos(’%x). Se puede considerar un sistema ortogonal de funciones con valores complejos. FEl
producto interior que se considera en este caso es:

(f1, f)c = /_P fi(@) fo(z) da
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El conjunto de funciones {ej %ﬂx} constituyen un sistema ortogonal con respecto al producto

eIt + eIt et — eIt

escalar anterior, teniendo en cuenta que para cada t € R, cos(t) = 5 y sen(t) = —

) J
como consecuencia de la relacién de Euler ¢/ = cos(t) + j sen(t).

La serie
[o¢]
5 o
n=—oo

se llama serie de Fourier compleja de f, donde los coeficientes son:

1 p _jnmg
Cn = — f(s)e?» ds
2p —p

La serie de Fourier compleja de una funcion y la serie de Fourier de una funcion son en realidad
la misma. es decir, dos maneras distintas de escribir lo mismo.
De la definicién de ¢y, a, v b, se tiene que, para cada ntimero n > 0

e, = an — jbn e, = an + jbn
2 ’ 2
Yy
Cco = 5

Las series de Fourier representan funciones definidas en un intervalo de la recta o, equivalen-
temente, funciones periddicas en la recta. Para representar funciones definidas en toda la recta y
no periddicas, se sustituye por la transformada de Fourier. Ahora es conveniente trabajar en forma
compleja, como hemos indicado que se puede hacer para las series. Formalmente se puede deducir
una expresion de la transformada de Fourier a partir de la serie. Supongamos que f es una funcién
periodica de periodo 2p, entonces su serie de Fourier en forma compleja es

> o / U )T ds)I
2p J_,

n=—oo

Llamando w,, = nn y

D .
h(w) :/ f(s)e™7“?ds
-p
la expresién anterior se escribe:

oo

Z (wWn — Wne1)h(wp)e?*®

n=—0oo

que tiene el aspecto de una suma de Riemann. En el limite tendriamos

1
2

1 00 00 ) )
o OO(/OO f(s)e 7% ds)e?™™ dw

que contiene lo que se llama transformada de Fourier

Foe) = [ " p(s)e e ds =

_ / " f(s) cos(—ws) ds + j /_ Z F(s) sen(—ws) ds =

—00
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= /Z f(s) cos(ws) ds — j/z f(s)sen(ws)ds

y la férmula de inversion que dard f a partir de la transformada:

f(z) = 217T/_<><> F(f)(w)e?™" dw =

= % (/Z]—"(f)(w) cos(wx) dw—i—j/z F(f)(w) sen(wz) dw)

Nota 4.5.1. La definicion varia segin los gustos en la aparicion de ciertas constantes, por ejemplo

el exponente puede ser —2jxm&; en ese caso, la formula de inversidn no lleva el factor 1/27 multi-
plicando. Ademds, el exponente casi siempre lleva signo —, pero algunos autores usan signo + (en
este caso, el signo — aparece en la formula de inversion).

Nota 4.5.2. Una condicion suficiente para que exista la transformada de Fourier es que f sea
absolutamente integrable en (—oo,00) y que f y f' sean continuas en todo intervalo finito.

Como consecuencia de la linealidad de la integral, se tiene que
Flaf + Bg)(w) = aF(f)(w) + BF(9)(w)
Ademsds, bajo condiciones suficientes de regularidad se obtiene que

F(f")(w) = Gw)" F(f)w)

La transformada de Fourier de una funcién definida como ffoo f(s)ds es w

Otras propiedades interesantes son:
e Fscalado:

La transformada de Fourier de f(at),a # 0 es ﬁ]—"(f)(%)
e Desplazamiento:

La transformada de Fourier de f(t —t) es e 7“0 F(f)(w).

La transformada de Fourier de e/“0! f(t) es F(f)(w — wo).

La transformada de Fourier de f(t) cos(wot) es i )(wfwo);rf(f Jwotw)

e Convolucién:

La transformada de Fourier de f(t)g(t) es [ F(f)(u)F(g)(w — u)du

La transformada del producto de convolucién [ f(s)g(t — s)ds es F(f)(w)F(g)(w)
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FIGURA 4. Pulso rectangular y su transformada
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FIGURA 5. La funcién g(x) = e >"1? y su transformada

Ejemplo 4.5.3. Sea f el pulso rectangular dado por la funcion caracteristica del intervalo [—%, %],
es decir,

flz) = 1, si—%ﬁxﬁ%
1 0, en otro caso

entonces

Foe) = [ " f(s)e I ds =

F()w) = [ e ds =

1 1
= /2 cos(ws) ds —j/2 sen(ws)ds =

1 1
2 2

1

) — cos(—w=)) =

5 5)) =

La funcion del sequndo miembro se suele llamar seno cardinal y se representa por sinc.

Ejemplo 4.5.4. La transformada de g(z) = e~ >1?| es la funcidn

47

F(9)(w) = 172 + o2
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4.6. Boletin

. Calcula la serie de Fourier de la funcion

_ 1_"73‘7 si |$’§1
f($)_{0, sil< |z <2

. Calcula la serie de Fourier de la funcion

0, si —m<z<0
f(x)—{ T—xz, si0<z<nmw
Calcula las series de Fourier de las funciones | sen(x)| y | cos(z)| en el intervalo (—m, 7).
Se define la funcién f(z) = z(1 — z) para 0 < x < 1. Calcula la serie de Fourier de la

reflexién impar de f.

. Se define la funcién f(x) = 1 — 2z para 0 < z < 1. Calcula la serie de Fourier de la reflexién

par de f.

. Se define la funcién f(x) = z para 0 < x < 1. Calcula la serie de Fourier de la traslacién de

f, definida por f(x) = f(1+ z), para —1 < x < 0.
Calcula mediante integracién la transformada de Fourier de la funcién triangulo definida
por:

1—lz|, sifz|<1

f(x):{o, si 2| > 1

. Calcula mediante integracién la transformada de Fourier de la funcién decaimiento exponen-

cial truncado definida por:
0, sixzx <0

e * siz>0

)= {



