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COORDENADAS POLARES

1. EL SISTEMA POLAR
2. ECUACIONES EN COORDENADAS POLARES
3. GRAFICAS DE ECUACIONES EN

COORDENADAS POLARES: RECTAS,
CIRCUNFERENCIAS, PARABOLAS, ELIPSES, HIPERBOLAS,
LIMACONS, ROSAS, LEMNISCATAS, ESPIRALES.

Objetivos:
e Graficar Rectas, circunferencias, ~pardbolas, elipses,
hiperbolas, limacons, rosas, lemniscatas, espirales en
coordenadas polares
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1 EL SISTEMA POLAR

El plano cartesiano es un sistema rectangular, debido a que las coordenadas
de un punto geométricamente describen un rectangulo. Si hacemos que este
punto esté definido por un vector de magnitud I que parte desde el origen y

que tiene angulo de giro 9, tendriamos otra forma de definir un punto.

Fy

ey ;)D(r,ﬂ]

|
r, i y
i

Seria suficiente, para denotar al punto de esta manera, mencionar el valor

de I y el valor de 6 . Esto se lo va a hacer indicando el par ordenado ('349),
en este caso se dice que son las coordenadas polares del punto.

Se deducen las siguientes transformaciones:

r=+x2+y?

De rectangulares a polares:
= . 6= arctg%

X=1rCcos0
y=rseno

De polares a rectangulares: {

Una utilidad de lo anterior la observamos ahora.

Ejemplo-

Encuentre las coordenadas polares del punto P(1,1)

SOLUCION:

Representando el punto en el plano cartesiano, tenemos:
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(LD

-

r=+12+1% =2

Utilizando las transformaciones -
1

O=arctg;=—

4

Ademas se podria utilizar otras equivalencias polares:

(/2,5) = (2,-7 %) = (—/2,5%) = (/2,-3%) (Analicelas)

Para representar un punto en el plano, conociendo sus coordenadas polares,
no es necesario hallar sus coordenadas rectangulares; se lo puede hacer
directamente. Este trabajo puede ser muy sencillo si se dispone de un plano
gue tenga como referencia angulos y magnitudes.

Un plano con estas caracteristicas se lo llama Sistema Polar o Plano Polar.
Consiste de circunferencias concéntricas al origen y rectas concurrentes al
origen con diferentes angulos de inclinacion.

T

Al eje horizontal se lo llama “Eje Polar”, al eje vertical se lo llama “Eje
El punto de interseccién entre estos dos ejes se lo llama “Polo”.
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tjercicioy propuestos 1
1. Construya un plano polar y marque los puntos cuyas coordenadas polares son dadas.
Exprese dichos puntos con r >0 ycon r<0.

T
a. (4, E) b. (3,0)
c (4,72—;) A (L7
3n
e. (—2,7)

2. Construya un plano polar y marque los puntos cuyas coordenadas polares son dadas. Luego
encuentre las coordenadas cartesianas de dichos puntos.

a (12,7) e. (43n)
2n
b. —1,E f (2,5~
( 3) ( 3)
n 51
c. (4—— (2=
( 6) g ( 3)
3 3n 5n
d (=,— h, (-4,
(2 2) ( 4)
3. Encuentre las coordenadas polares de los siguientes puntos.
a (=11 b. (24/3,-2)
c. (-1-+/3) d. (3.4)

4. (INVESTIGACION) Encuentre la distancia entre los puntos dados en coordenadas polares.
Verifique su respuesta hallando la distancia, utilizando coordenadas cartesianas.

b 3n T T T
a (L )-G7) b. (+/2 )~ (L4n) ¢ (L3)-@y)
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2 ECUACIONES EN COORDENADAS POLARES

Una ecuacién en coordenadas polares la presentaremos de la forma
r=f(0). Por tanto para obtener la grafica, en primera instancia, podemos

obtener una tabla de valores para ciertos puntos y representarlos en el sistema
polar; luego seria cuestion de trazar la grafica siguiendo estos puntos.

tjercicio-Propuesto-2

1. Encuentre la ecuacion cartesiana de la curva descrita por la ecuacion polar dada.

a. rsen(0)=2 b. r=2sen(0)
r= ot d. r2 =sen(20)
1-cos(6)
e. r2 =0 f.r :$
2—4cos(0)
2. Encuentre la ecuacion polar de la curva descrita por la ecuacion cartesiana dada.
ay=>5 e.y=x+1
b. x2+y2=25 f. x2=4y
c. 2xy=1 g. x2—y2:1
2
d. b2x2+a2y2 =a2p2 h. y:x—
4p

3. Realice una tabla de valores y trace punto a punto en un plano polar, la gréfica de:

6

r =
cos O
6
r=——
sen o
r=6coso
r=3+3cos6
r=6+3cos0
r=3+6c¢co0s0
9
f=——
3+3c0s0
9
fr=————
6+3c0s0
9
fr=—
3+6c0s0

N

o~ w
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3 GRAFICAS DE ECUACIONES EN COORDENADAS
POLARES

Se trata ahora de presentar ecuaciones polares tipicas que permitan por
inspeccién describir su lugar geométrico.

3.1 RECTAS

3.1.1 Rectas que contienen al polo.

Y =mx

La ecuacion cartesiana de una recta tal que el origen pertenece
a ella, es de la forma 'y = mx

Realizando las transformaciones respectivas:

y = mx
rsen®=mrcoso
seno

=m

coso
tgo=tg¢d

Resulta, finalmente:

0=¢

Ejemplo-

Graficar 0 = r
4

Por inspeccion de la ecuacion dada concluimos rapidamente que el lugar geométrico es
una recta, que pasa por el polo con un angulo de 7 . Es decir:
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3.1.2 Rectas que NO contienen al polo y se encuentran a una
distancia "d" del polo.

Observemos la siguiente representacion grafica:

Del triangulo tenemos: cos(6 —¢)=

=|a

Por tanto, la ecuacion del mencionado lugar geométrico seria:

S
cos(6—¢)

tjemplo-

Graficar r = 4
cosie—%i

SOLUCION:
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Por inspeccion de la ecuacion dada concluimos rapidamente que el lugar geométrico es
una recta, que se encuentra a una distancia de 4 unidades del polo y la medida del

angulo de la perpendicular a la recta es ¢ . ES decir:

-+~

Ahora veamos casos especiales:

. ; L d
1. Si ¢=0° entonces la ecuacion resulta r=——. Una recta

cos 6
vertical. +
—-r = d
4 cos 8
P S,
Al despejar resulta rcos0=d es decir x=d.
2. Si ¢=7 entonces la ecuacion resulta:
d d d

r

cos(6—7) cosOcosZ+senBsent  send

Una recta horizontal.

-
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3. Si ¢ == entonces la ecuacion resulta:

d d d
cos(6-m) cosOcosm+senfsenn —cosO

r

Una recta vertical.

4. Si =37 entonces la ecuacion resulta:

d d d

r = =
cos(9—3g) cosOcos37+senOsen3; —seno

Una recta horizontal.

3.2 CIRCUNFERENCIAS

3.2.1 Circunferencias con centro el polo.

La ecuacion cartesiana de una circunferencia es:

Aplicando transformaciones tenemos:

X2+y2=a2

(rcos6)” +(rsen6)’ = a?
r’cos’0+r’sen’0=a’
r*(cos® 0 +sen?0)=a’
r2 :aZ

Resultando, finamente:
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tjemplo

Graficar r=2

SOLUCION:

Por inspeccion de la ecuacion dada concluimos que el lugar geométrico es una
circunferencia con centro el polo y que tiene radio 2.

dhY
NI

3.2.2 Circunferencias tales que contienen al polo y tienen
centro el punto (a,¢)

Observemos el grafico:

-

De alli obtenemos el triangulo:

FY

(r.a)

i =2 acos(B-¢

o

-

10
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Aplicando la ley del coseno y despejando, tenemos:

a’ =r?+a’—2arcos(6—¢)
r? = 2arcos(0—¢)

Resultando, finalmente:

r =2acos(6—¢)

Ejemplo-

Graficar r =4 cos(e = g)

SOLUCION:

Por inspeccion de la ecuacién dada concluimos que el lugar geométrico es una
circunferencia tal que el polo pertenece a ella y su centro es el punto (2, %) Por tanto su

F

gréfico es:

Casos especiales, serian:
1. Si ¢$=0" tenemos r =2a cos(e—O" )= 2acos6

Que transformandola a su ecuacion cartesiana, tenemos:

r=2acos0

X
r=2a—
r

r? = 2ax
X2 +y? = 2ax
(x? —2ax+a?)+y? =0+a

(x—a)’+y? =a’

11
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Una circunferencia con centro el punto (a,0) y radio r=a

F=2acosd

w

e

2. Silp=n tenemos r = 2acos(0— )= —2acosO

Una circunferencia con centro el punto (-a,0) y radio r=a

F

F=-2acos8
+ .

3. Si¢g=73 tenemos r =2a cos(e—g)z 2asen6

Una circunferencia con centro el punto (0,a) y radio r=a

F

r=2asens

-

12
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4. Si¢=37 tenemos r :Zacos(e—3g)=—2asen9

Una circunferencia con centro el punto (0,—a) y radio r=a

s

b
L4

r=-Z2asenf

3.3 CONICAS tales que el foco es el polo y su recta
directriz esta a una distancia "d" del polo

Observe la figura.

y £j€ polar

F /\c{ns(e— ) \
d

Se define a la pardbola (e=1), a la elipse (0<e<1) y a la hipérbola
(e>1) como el conjunto de puntos del plano tales que:

d(P,F)=ed(P,1)

13
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Entonces:

d(P,F)=ed(P,I)
r =e[d —rcos(6-¢)]
r =ed —ercos(6 - ¢)
r+ercos(6—¢)=ed
rfL+ecos(6—¢)] = ed
[ ed
1+ecos(0—¢)

Casos especiales son:

) ed
1. Si¢=0"tenemos| r=———
1+ecos0
) ed
2. Si¢g=mtenemos| r=———
1-ecosO
. ed
3. Si ¢=f tenemos| r=——
2 1+esenB
. oL ed
4. Sig=3— tenemos| r=————
2 1-esen®
Eje lo-1
Graficar r = g
1+cos0
SOLUCION:

En este caso "e=1" (el coeficiente del coseno) por tanto tenemos una parabola con
foco el polo (el origen) y directriz con ecuacion cartesiana "x=6" (a la derecha y

paralela al eje g ). Pardbola céncava a la izquierda.

p——
1+cos®
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Ejemplo-2

Graficar r =

1-cos6

Como el ejemplo anterior, es una parabola; pero ahora como hay un signo negativo en
la funcion trigonométrica, la recta directriz tendra ecuacion cartesiana “x=—-6" (a la

izquierda y paralela al eje g ). Coéncava hacia la derecha.

tjemplo- 3

Graficar r =

1+sen®

Es una parabola con foco el polo y recta directriz 'y =6 (paralela y arriba del eje polar).
Concava hacia abajo.

15
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tjemplo-4

Graficar r =

1-sen®

Es una parébola con foco el polo y recta directriz y = -6 (paralela y abajo del eje polar).
Concava hacia arriba.

Ej lo-5

Graficar r =

1
1+ 2cose

SOLUCION:

En este caso "e = % " (el coeficiente del coseno), por tanto tenemos una elipse con un foco el

polo y el otro foco a su izquierda en el eje polar.

NOTA: La ecuacion de esta conica pudo haber sido dada de la siguiente forma también:

r= ;Por qué?
2+cose(' a
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tj lo-6

Graficar r =

_1
1 2cose

SOLUCION:

Es una elipse con un foco el polo y el otro a su derecha en el eje polar.

-

fi

l—lcose
1

/\{
| F\_)K |

tjemplo-7

Graficar r =

1+%sene
SOLUCION:

Es una elipse con un foco el polo y el otro en el eje % hacia abajo.

=%

1+ —sen®

-

17
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Ejemplo-8

Graficar r =

_1
1 2sene

SOLUCION:

Es una elipse con un foco el polo y el otro en el eje % hacia arriba.

v, po 0
1-—sen®

E

T ¥

4

tj lo-9

Graficarr=———
1+2cosO

SOLUCION:

En este caso "e = 2" (el coeficiente del coseno), por tanto tenemos una hipérbola con un foco el
polo y el otro foco a su derecha en el eje polar.

F

6
F=—
1+ 2cozd
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Ejemplo-10

Graficarr=———
1-2cosO

SOLUCION:

Es una hipérbola con un foco el polo y el otro foco a su izquierda en el eje polar.

&
=
1-ZcosB
V\

&

Ejemplo-11

Graficar r= ———
1+2sen0

SOLUCION:

Es una hipérbola con un foco el polo y el otro foco en el eje

g hacia arriba.

19
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tj lo-12

Graficar r=————
1-2sen6

SOLUCION:
Es una hipérbola con un foco el polo y el otro foco en el eje % hacia abajo.

~_

Fr=——
1-2sen@

3.4 CARACOLES

Los caracoles tienen ecuacién polar de la forma: r=axbcos6 o de la forma
r=axhseno

Consideremos tres casos:

1. Sila=|b se llama CARDIOIDES

Ejemplo-1
Graficar r =6+ 6c0s 0

r=6+6cos8
6 "

La 12

Esta gréfica presenta simetria al eje polar, es decir: f (0) = f (—0)

20
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Ejemplo-2

Graficar r =6-6c0s6

r=6-fcosh
LT

Ejemplo-3

Graficar r =6+ 65sen 0

r=6+6zend

N '

Ejemplo-4

Graficar r =6—-65sen 0

/-—\m_;:zﬁi—ﬁisene

21



Moisés Villena Mufioz Coordenadas Polares

2. Sila/>|b| se llaman LIMACON O CARACOL SIN RIZO

lo-1

Graficar r =6 +3c0s 0
/f\ 6+3cos 0

lo-2

Graficar r =6—-3c0s0
K_\\/ £ - 30056

lo-3

Graficar r =6+3sen 0 Fy
r=f+3zent

Esta gréfica presenta simetria al eje g ,es decir: f(m—0) = f(0)

22
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tjemplo-4

Graficar r =6 —3sen 0

F=6—Tzeng
\ T

3. Sila<|b| se llaman LIMACON O CARACOL CON RIZO

tjemplo-1

Graficar r = 3+6cos 0

S
. r=3+6cos8
N 3 N
-
.
“
3 14
~
e
/
e -3
e

Nota: Determine los angulos de formacion del rizo.

tje lo-2
Graficar r =3—-6c0s0
3 //
s
/‘\60"
E
NIy
<
3 \\
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Ejemplo-3

Graficar F =3+ 65en0

s

>

f[i\fv/ - /30"

Ejemplo-4

Graficar'r =3 —6sen 6

Jh.})

- .-i/

S ~7

207 T "’;30\}

-

3.5 ROSAS

Estos lugares geométricos tienen ecuacion polar de la forma
r=acos(n®) o r =asen(n®) para n>1aneN

De aqui consideramos dos casos:

1. Siin es PAR esunarosade 2n petalos

24
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Ejemplo-

= 4sen(20)

Graficar "
SOLUCION:

Por inspeccion concluimos que es una rosa de 4 pétalos

-

2. Siln es IMPAR es una rosa de in petalos

tj lo-

Graficar 'r = 4 cos(30)

SOLUCION:

Por inspeccion concluimos que es una rosa de 3 pétalos

|

120°

)

25
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3.6 LEMNISCATAS

Tienen ecuacion polar de la forma r®=acos20 o de la forma
r’ =asen 20

tjemplo-1

. 2
Graficar F° = 4cos 20

Ej lo-2

Graficar r? = —4cos 260

26
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tj lo-3

. 2
Graficar F° = 4sen 26

45°

3.7 ESPIRALES
Consideramos dos tipos:

3.7.1 ESPIRAL DE ARQUIMEDES.

Su ecuacion polar es de la forma r = af

tjemplo

Graficar r = 20

)
Y

27
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3.7.2 ESPIRAL DE LOGARITMICA.
Su ecuacion polar es de la forma r = ae™
tjemplo

Graficar 'r = 2¢3°

»
*

7
&

-

N

tjercicioy propuestos 3

1. Trace la gréfica representada por la ecuacion polar dada.

1. r=5 11. r=2-4sen0® ; 0<0<n
R 12. r =3(1-cos(0))
4 13. r=2+4sen(0)
3. r=2sen(9) 14. r—2+5sen(0)=0
4. r=-cos(0) 15. r =sen(36)
5 r=-3cos(6) 16. r=sen(50)
6 r— 2 17. = 2co0s(40)
1-sen(0)

8. r? = 4c0s(20)
2

7. r=——— 2 _
2_sen(0) 19. r“ =3sen(20)
) 20. r=-6c0s(30)
8. r=—— 21. =—
1-2sen(0) r 4sen 30

2. r=06,0>0
23.  r =sen(0) + cos(0)
24. sen(0) +cos(0) =0

9. r=1-2cos(0)
10. r=3+2sen(6)

2. Graficar en un mismo plano

3. Graficar en un mismo plano

4. Graficar en un mismo plano

5. Graficar en un mismo plano

6.  Represente en el plano polar la regién comprendida en el interior de 1 = 4005(20) yexteriora r =2

28
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r <2sen36
r>1

7. Sea p(r,H):{

, determine Ap(r,6)

8. Sea R={(I’,9)/I’S4SEH(9)/\%S9S3T”} , bosqueje R

29



