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DEMOSTRACION DE LIiMITES

EJERCICIO 1:
Demostrar que lin31(3x -1)=28
xX—

Tenemos que demostrar:
Ve>0,36>0, Vx #3:|x—3|<d = |Bx—1)—-8| <¢
A través de un Analisis Previo, observamos:

|(3x — 1) — 8| = |3x — 9| = 3|x — 3]|. Entonces, se puede notar que § = §

La Demostraciéon Formal:

Seae>0,cond = g,entonces:

Sivx #3: [x—3]<§ = |Bx—-1)-8| =

Perocomo6=§ = |Bx—1)—-8| < 3-2
=>|Bx—-1)—-8|<¢elg.qd

3x — 9| =3|x—3| <36

EJERCICIO 2:
Demostrar que lim x2 =4
X—

Tenemos que demostrar:

Ve>0,36 >0,Vx #2: |x—2| <6 = |x?—4|<¢
A través de un Analisis Previo, observamos:
|x? — 4] = [(x —2)(x + 2)| = | x — 2| x + 2]

Como el factor | x — 2| < & es muy pequefio, convenimos en tomar § < 1, con lo que
buscamos una cota superior para | x + 2| de la siguiente forma:

|x+2|=|(x—2)+4| < |x—2|+ |4|<1+4=5

Por lo que se requiere que § < 5/5 entonces | x — 2||x+ 2| < ¢
La Demostracidon Formal:

Seae > 0yelegimos § = min{l, 5/5}, entonces:
SiVx #2: |x=2|<é6=|[x>—4|=|x-2||x+2| <56
Perocomo6=§ = [x% — 4| <§-5

= x> —4| <elqgq.d
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EJERCICIO 3:
Demostrar que linsg(Zx2 -3x)=9
X—

Tenemos que demostrar:

Ve>0,36>0,Vx #3:|x—3| <6 = |(2x?2 —3x) —9| < ¢

A través de un Analisis Previo, observamos:

|(2x? —3x) — 9| = |(x = 3)(2x + 3)| = |2x + 3]||x — 3|
Como el factor |x — 3| < § es bastante pequefio, convenimos en tomar 6 < 1 con lo
que buscamos una cota superior para |2x + 3|, de la siguiente forma:
12 +3|—2| +3|—2| 42 9+9|—2| 3 +9|<2(| 3|+9)<2(1+9)—11
¥¥3l=2 g =2ty oty =2 =D g = 2(lx 2 2) =

Por lo tanto se requiere tomar § < % = [2x+3||lx—3| < ¢

La Demostraciéon Formal:
Sea & > 0y elegimos § = min{1,€/;}, entonces:
Sivx #3:|x—-3|<8= |(2x2 —=3x) =9 = |2x + 3||x = 3| < 116
Pero como § = % = |(2x?2-3x)—-9| < 11 i
= |(2x?> —-3x) — 9| < ¢ l.g.q.d

EJERCICIO 4:
Demostrar que lin51 vx+4=3
x—

Tenemos que demostrar:
Ve>035>0,Vx#5|x—-5<d= |Vx+4—3| <e

A través de un Analisis Previo, observamos:

— 4-3 443 4)-9 -5 -5
NETE-3 = (Vx+ )(Vx+4+ )‘z (x+4) ‘: x |S|x |
Vx+4+3 Vx+4+3 Vx+4+43 3

Para hacer esta ultima expresién menor que &, hacemos que |x — 5| < 3¢

La Demostracion Formal:

Sea € > 0, tenemos que § < 3¢, entonces:
|x — 5]
3

1
SiinZ:Ix—5|<8=>|\/x+4—3|S <§-6
Perocomo § = 3¢ = |\/x+4—3|<§-3£

= |\/x+ 4 — 3| <¢lg.qd
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EJERCICIO 5:

x2—2x—3__

Demostrar que lim 4

x—»3 x-3

Tenemos que demostrar:

x?>—2x-3
A través de un Analisis Previo, observamos:
x?—2x-3 x2—2x—3—4x+12 x2—6x+9 (x — 3)?
x—3 x—3 x—3 x—3

Entonces se puede notar que § = ¢

La Demostracion Formal:

Sea ¢ > 0, tenemos que 6 = &, entonces:

x?>—2x—-13
Sivx+3: |x—-3|<d6=> T_L} =|x—3|<6
2_9a
Perocomod = = %—4|<£
x2-2x-3
T_4| <E&g Iqqd

EJERCICIOS PROPUESTOS 1

Calcular los siguientes limites:

x%2-9

1. lim= R =2
x—3 x“—3x
3_,2
. x°=x“-x—1
2. llm— tR=0
x—1 X34+x2—x-1
3
. x°—=1000
3. lim —— = 0
x—10 x3—20x2+100x
. Vx+4-2 1
4. lim :R=-
x—0 X 4
5
. 1+x)3-1 3
5. 11m¥ :R=-
x—-0 X 5
. Vitx+x2—V1-x+x2
6. lim > tR=-1
x-0 X“—=X
1-cos5x 25
7. 1 :R=—
x—-0 x2 2
tan5x 5
8. R =-
x—0 sen2x 2
. V1+xsenx—1 1
9. lim——— :R=-
x—0 x 2
. tanx—senx 1
10. im ——— tR=-
x—0 x3 2
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11. Bosquejar la grafica de:
1—-x ; x<1
f(x)={x2—1 ; 1<x<2
4 —x x> 2
Después determine cada uno de los siguientes enunciados o establezca que no

existen:

i f()
i, lim f(x)

x-1"

i.  f(2)

iv. lim f(x)
X2~

v. limf(x)
xX—2

12. Bosquejar la grafica de:

x?—4

f(x)=|2_x|

Luego determine o establezca que no existen, los siguientes enunciados:

i f(2)
ii. lim f(x)

xX—-2"

iii. ,}L%L f(x)

iv. f(3)
v. limf(x)

x—3

13. Bosquejar la grafica de:
f(x) = sgn(senx)

Luego determine o establezca que no existen, los siguientes enunciados:

- £ ()

i.  f(m)

i. £ ()

iv. lim f(x)

X—>TT
V. il_)r% f(x)

vi. xl_}glr Ri{ey)
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14. Bosquejar la grafica de:

f(x) = sgn(x* - 1)

Luego determine o establezca que no existen, los siguientes enunciados:

f(0)
f(=1
f(2)

iv. lim f(x)
x-1"
v. limf(x)
xX—2
15. Bosquejar la grafica de:
f(x) =x—[x]
Luego determine o establezca que no existen, los siguientes enunciados:
i f()
i. f(2)
3
iii. f (E)

iv.  lim f(x)

x—0
v. lim f(x)
x—1"
16. Demostrar que si F y G son funciones tales que 0 < F(x) < G(x) en una vecindad
Bs(c)ysilimG(x) =0= limF(x) =0
X—C X—C
17.Sea f una funcion tal que lim f(x) = L existe. Entonces f es acotada en alguna
X—C

vecindad de c.
18. Demostrar en términosde £ — §

a. lim(2x? —3x) = 20
xX—4

b. lim 3x+2) = —1
x—--1

c. limv2x+1=3

x—4
2x2-3x-2 5
d. —_— ==
x-2 2x—4 2
3
. x°—-1
e. lim =3
x—1 x—1

19. Esbozar un grafico y dar la definicidn formal de:
a. limf(x) =4
xX—2
b. lim f(x) =3
X—>=2"

c. lim f(x) = —2

x—3t
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EJERCICIOS DE CALCULO DE LIMITES

EJERCICIO 1:
C|f0) :
Si |T| <Lyx=#0. CaIcuIarllr%f(x)
X—

Resolucion:

De la condicién |@| < 1 se tiene que |f(x)| < |x] = —lx| < f(x) < |x]| y por el
teorema del valor del emparedado, se tiene como lirr(1)(—|x|) =0y linélxl =0,
X— X—

entonces podemos concluir que lin& f(x)=0
X—

EJERCICIO 2:
Calcular lim 1_COZS 2
x—0 X
Resolucion:
y 1 —cos2x I 1 —cos2x (1+ cos2x) ) 1 — cos?2x
im———— = lim . = lim
x>0  x? x>0  x2 (14 cos2x) x>0x2(1+ cos2x)
. sen?2x 1 i sin2x sin2x 1 P 1_2
~ 0 x2 T+cos2x 90 x x 1+cos2x 2
EJERCICIO 3:
Calcular lim w
x—-0 X
Resolucion:
. cosx—cos4x  cosx—cos4x+1—-—1 = —(1—cosx)+ (1—cos4x)
lim ————— = lim = lim
x-0 x2 x—-0 x2 x—0 x?2
. 1—cosx . 1-—cos4x
= —-lim ———+Ilim ———
x—0 x2 x—0 x2
. (@ =cosx)(1+cosx) . (1—cos4x)(1+ cos4x)
= —lim + lim
x-0 x?(1 4+ cosx) x—0 x?(1 + cos 4x)
_ sen®x i sen’4x 1 a4 1 15
=T x2(1 + cosx) 50 x2(1+cos4x) 2 2 2
EJERCICIO 4:
X
Calcular lim (x—+8)
x—oo \x—2
Resolucion:
x 8\* . 8\*
x + 8\* 1+§ (1+}) llm(1+}) 8
lim ( ) = lim| —= = lim = = X2 = = = 10
xX—00 \X — X—00 2 X—00 ) 3_2
1‘} ( - = llm(l——)
X—00

X

k
Como lim (1 +;) = ek, vk e R — {0}

X—00
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EJERCICIO 5:

2 X
. x“+5x+4

Calcular lim ( > )
x—o00 \Xx4—=3x+7

Resolucion:

Primero luego de la divisidn del coeficiente de polinomios tenemos:

x*>+5x+4 N 8x —3

x2—3x+7 x2—3x+7
De esta forma cuando x — oo nuestra funcion tiene la indeterminacion de 1®. Entonces
nuestro limite se lo puede resolver de la siguiente forma:

x(8x—3)
xX%2-3x+71x2-3x+7

y x2+5x+4x_l_ <1+ 8x —3 >8x—_3
i \x2 —3x+7) x50 x2—3x+7

1 1 8x —3 8x—3 1 x ' x2
= lim +—— =%
x—00 < xZ——3x4-7)
x2-3x+7 3
_ 8x—3 8x-3 _ 8-
como Ym 1+ 5= ) BRI T A
X x2
>x= e8
EJERCICIO 6:
Calcular lim x[In(x + 1) — In(x)]
X—00
Resolucion:
_ _ x+1
lim x[In(x + 1) — In(x)] = lim xln( )
X—00 X—00
. 1 . 1\*
= lim xln(1+—> = lim 1n<1+—) =lne=1
X—00 X X—00 X
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EJERCICIO 7:

a*-1

Calcular lim
x-0 X

Resolucioén:
Hacemos primero la sustituciéon y = a* — 1

limy=0ysetienequey=a*—1 =a*=y+1

x—0
In(1+y)
X — =
>ha*=In(1+y)=>x In@)
Entonces,
i a*—1 I y
0 x Y% +y)
In(a)
1 1
—lnalmg)1 =lnalirr(1) 1=1na-m=lna
g v (1+y) "In(1 +y)y

EJERCICIOS PROPUESTOS 2

1. Demostrar que lim cos x = cosa
xX—a

2. Demostrar que si existe lim f(x)y lim g(x), entonces lim(f(x)g(x)) =
x—a xX—a xX—a
lim g(x) lim f(x)
x—-a xX—a

3. Esbozar en cada caso un grafico y dar la definicién formal de los siguientes
limites:
a) lim f(x) = 4o
x—-a
b) lim f(x) = +o
x—-a

c) lim f(x)=1

d) lim f(x)=1

xX—+00
e) lim f(x) = o
X—00

f) lim f(x) =—o

X—+o00
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4. Sea f:X — R unafunciény sea a € X. Suponga que existe lim f(x) = [ > 0.
xXx—a

Demostrarque: 3§ >0,Vx€e€X:0<|x—a| <d= f(x) <é

5. Construir la grafica de una funcidn de variable real tal que:
a)
i fO=fAD)=f5)=0
i. Ve>036>0VxeR:0< [x+2|<d =|fx)—-1|<¢e
iii. Ve>038>0VxeRO<x—-1<d§ =|f(x)+1]|<e
iv. Ve>03I5>0VxeRO0<K1-—x<d§ =|f(x)+2|<e
v. VN>03§>0,VxeR:0< |[x—3|<d = f(x)<-—-N
vi VYVN>03IM>0,VxeER:x>M = f(x)>N

viih Ve>03IM>0,VxeRx<-M = |f(x)|<e

. Ve>03I8>0,VxeR0< |x|<d = |f(x)—3|<e¢
i. VN>036>0,VxeER:0< x+3<d =f(x)>N
iii. VN>03§>0,VxeR:0< —x—3<§ = f(x)<-—-N
iv. Ve>03IM>0,VxeRx>M=|f(x)—(1+x)|<e¢

V. Ve>0IM>0VxeRx<-M=|f(x)|<e

6. Hallar los valores de a y b para que:

lim (\/xz—x—l—ax—b)z 0

X—+00
R. a=1, b=-1/2
7. Hallar la asintota oblicua de las siguientes funciones de variable real

3x3+4x2—x+1
x2+1

a) f(x) =

xe*

b) f(x) = 2
c) f(x) =vx®+x

a) Si|lg(x)+5|<3(4—x)yx€R,calcular lirrig(x)
xX—
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. / 1
b) Calcular lim x [cos—-
x—0 X

9. Calcular los siguientes limites:

. x sinx
a) lim ——
X—-0t 2—-2cosx

1+sin3x

b) lim

¢) lim(1—x)tan=x
x—1 2

T
cot{=—x
d) tim <G
X—0 tan2x
T
)i cosox
e m
x—1 1—Vx
. xX+2
f) llmxln(—)
X—00 xX—5
e*¥—1
lim
g) lim—
. eax_ebx
h) lim
x—0 X
ax+h+ax—h_2ax
i) lim ,a>0
h—0 h

i) lim(1 + tanx)°s¢*
x—0

k) lim(4 — 3x)®"2"
x—0

In(cos ax)
x—0 In(cosbx)

x—1 x+2
m) lim (—)
x—oo \X+3

10. En cada una de las siguientes proposiciones califique como verdadero o falso.
En caso de ser verdad demostrar y en caso de ser falso de una contingencia.

a) Si lim [f(x) — g(x)] existe = existen lim f(x)y lim g(x)
X—+00 X—+00 X—+00

b) Si f(x,) no estd definida = lirréf(x) no existe

xX—
c) Sif(x) estadefinida = lir‘%f(xo) existe

X—

d) Sif(x)# g(x),vx € R= lim f(x) # lim g(x)

X—X X=X,

e) Si f — esuna funcién talque lirréf(x) = 0 ysi g esotra funcion
xX—

cualquiera = lirréf(x)g(x) =0
X—

f) No existe funcion f y g talque limg(x) =0y limf(x) =0y limZ2 =5
x-0 x-0 x—0 g(x)
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g) }Ci_rgu(ln(l — x)) =0

11. Calcular

sinx

a) lim :R=NO EXISTE

x-0 |x|

b) lim —:R =1

X207 11 ex

c) lim 11:R=0

X207 14 ex

| Término 2016 — 2017

Pagina 11 de 11



