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1. Matrices y determinantes

1.1 Notacion y definiciones

Una matriz es una tabla de m xn elementos dispuestos en m filas y n columnas.
Se suelen representar por letras maytsculas A, B, ..., etc. y a sus elementos
de la forma a,;; donde el primer subindice indica la fila a la que pertenece y el
segundo la columna en la que se encuentra dicho elemento.

Asi pues, una matriz A = (a;;) con 1 <i<m 1<j<n esdela forma:

a1; Q12 - Aip

Q21 Q22 - Q2n
A=

Am1 Am2 - Amp

Una matriz de m filas y n columnas se dice que tiene dimension o que es de
orden m xn, y al conjunto de todas las matrices de orden m xn lo denotaremos
por R™*™ (en el supuesto de que los elementos de la matriz A sean elementos

de R).

Dos matrices A, B € R"™*" se dice que son equidimensionales.

Dos matrices A, B € R"™*"  se dice que son iguales si:

aij:bij VZ:L 2,..., ?TLYVJIL 2,..., n
e Se denomina matriz fila a aquella que consta de una tnica fila.

A:(al Ao - an)ERIX”
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Se denomina matriz columna a aquella que consta de una tinica columna.

ay
A=| ? | erm
Qn

Se denomina matriz cuadrada de orden n a aquella que tiene n filas y n

columnas.
@11 Q12 - Aip
Q21 Q22 ~--° A2p
A= ) L ] AeR™"
ap1 Qp2 *°° App

Se denomina diagonal principal de una matriz cuadrada a la formada
por los elementos a; =1, 2,..., n.

a1
a22

ann

Se denomina matriz diagonal a aquella matriz cuadrada cuyos elementos
no diagonales son todos nulos. Es decir a;; =0si ¢ # j

aip 0 0
p=| Tl
0 0 - an,

Se denomina matriz escalar a aquella matriz diagonal cuyos elementos
diagonales son todos iguales.

a 0 --- 0
0 a --- 0
0 0 -+ «

Se denomina matriz unidad de orden n a aquella matriz escalar cuyos
elementos diagonales son todos unos. Es decir,

10 -0
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e Se denomina matriz triangular superior (inferior) a aquella matriz cua-
drada cuyos elementos situados por debajo (encima) de su diagonal prin-
cipal son todos nulos.

11 a2 @13 -+ Qip a1 0 o .- 0
0 ax ay - ap 21 A22 0 ce 0
0 0 as - azy az; aszp agz --- 0
0 0 O s Qpp Ap1 Ap2 Ap3 - Qpp

Triangular superior: a;; =0 si 7 > j.

Triangular inferior: a;; =0 si ¢ < j.

1.2 Aritmética de matrices

1.2.1 Suma de matrices

Sean A, B € R™*", se denomina matriz suma de Ay B ala matriz C € R™*"
tal que
c,-j:aij—l—bij ’i:l,...,m jzl,,n

Se denota por C' = A+ B.

Propiedades:
a) Asociativa: VA, B, C e R™"" = (A+ B)+C=A+(B+(C).

b) Conmutativa: VA, Be R™" = A+ B =B+ A.

c) Elemento neutro: 30 e R™" : VAe R™" = A+0=0+A=A.

La matriz 0 es aquella que tiene todos sus elementos nulos.

d) Elemento opuesto: ¥ A € R™*" existe una matriz — A € R"™*" tal que
A+ (-A)=-A+A=0.

Por tanto, (R™*" +) es un grupo conmutativo.
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1.2.2 Producto por un escalar

definida por:

Sean A € R"™*" y «a € R, se define producto por un escalar a la aplicacion
del tipo R x R"™*" — R™*" tal que al par (a, A) le asocia la matriz oA

aA = a(a;) = (aa;y)

1
1

IAIN

<i<m
<j<n
Es decir, la matriz resultante de multiplicar por a todos los elementos de la
matriz A.

Propiedades:

a) Asociativa: Vo, € R y VA € R™" = a(fA) = (af)A.

b) Distributivas: {

Va,BERyVAeR™ = (a+ B)A=aA+ BA.

Voe RyVA BeR™ = oA+ B)=aA+aB.
c) Elemento unidad: VA € R™" = 1-A = A.

Por tanto, (R™*" +,-) es un espacio vectorial sobre el cuerpo R de los
nimeros reales.

(Si se trabaja con matrices complejas, a;; € C, (C™*", +, ) serfa un espacio
vectorial sobre el cuerpo C de los niimeros complejos).

1.2.3 Producto de matrices

tal que:

SiAe R™" y B e R"™P (ntmero de columnas de A igual al nimero de
filas de B), se define la matriz producto de A por B como la matriz C' € R"™*?

k=1

Propiedades:

a) Asociativa: A € R™" B e R (C € R = (AB)C = A(BC).

b) Distributiva: A € R™" B,C € R"*? = A(B+ C) = AB + AC.
¢) No conmutativa: en general, es AB # BA.
d) No cancelativa: AB = AC == B =C.

Para el caso de matrices cuadradas de orden n:
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e) Elemento neutro: 31, e R"" : VA e R"V" —= [,A = Al, = A.

Si A € R™" diremos que es reqular o no singular si posee matriz inversa, es
decir, si existe A™! € R™" tal que A7'A = AA1 =1,.

1.2.4 Trasposicion

Sea A € R™". Se denomina matriz traspuesta de A y se denota por A' a la
matriz resultante de cambiar, ordenadamente, las filas por las columnas de la
matriz A de tal manera, que si llamamos A = (a;;) y A" = (aj;) tenemos:

a;=a; 1<i<m 1<j<n

por lo que si A € R™*" = A! ¢ R™™,

Propiedades:
a) (AN = A.

b) (A+ B)' = A"+ B' o generalizando, (Z At = Z AL

i=1 i=1

n 1
¢) (AB)! = B'A" o generalizando, (H At = HAf

=1

1.2.5 Otras definiciones.

e Una matriz cuadrada A se dice que es simétrica si coincide con su tras-
puesta. (Es simétrica respecto a su diagonal principal).

A simétrica <= A = A’
e Una matriz cuadrada A se dice que es antisimétrica si coincide con la

opuesta de su traspuesta. (Los elementos simétricos respecto de la dia-
gonal principal son opuestos y su diagonal es de ceros).

A antisimétrica <— A = —A?

e Una matriz cuadrada y no singular se dice ortogonal si su traspuesta
coincide con su inversa, es decir, si A* = A~ o lo que es lo mismo:

A ortogonal <= AA' =1,
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e Sea A € R™™. Se define traza de Ay se denota por Tr(A) o tr(A) como
la suma de los elementos de su diagonal principal.

TI'(A) = Zn: Q4
=1

Propiedades:

a) Tr(A+ B) = Tr(A) + Tr(B).
b) Tr(aA) = aTr(A).

1.3 Transformaciones elementales.

Se denominan transformaciones elementales a ciertas transformaciones que
se realizan en una matriz y que nos seran de gran utilidad en la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales asi como en otras operaciones con matrices que
estudiaremos en temas posteriores.

Estas transformaciones modifican, de determinadas formas, los elementos de
una fila o una columna de la matriz o intercambian dos filas o columnas de
ésta. Las clasificaremos en dos grupos:

e Transformaciones elementales fila.

e Transformaciones elementales columna.

1.3.1 Transformaciones elementales fila.

Pueden ser de tres tipos:
a) Intercambiar las filas ¢ y j: la denotaremos por Fj;.

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por
la matriz F;;, siendo ésta el resultado de intercambiar las filas ¢ y j de
la matriz 1,,.

Ejemplo 1.1 Consideremos la matriz

21
A=1 4 2
10

N — W
W Ot =~
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Para intercambiar las filas 2% y 3% aplicamos Fb3 cuya matriz es

1 00
Eys=1| 0 0 1 | (en I3 se han permutado las filas segunda y tercera).
010
100 21 3 4 21 3 4
010 10 2 3 4 2 15

observandose que han quedado permutadas las filas segunda y tercera
de la matriz A. dJ

Multiplicar la fila ¢ por un nimero « # 0: la denotaremos por Fj(«).

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por
la matriz F;(«), siendo ésta el resultado de multiplicar por « la fila i de
la matriz I,,.

|
1 00
plo|1.1)), aplicamos F3(3) cuya matriz asociada es E5(3) = | 0 3 0
0 01

(se ha multiplicado por 3 la segunda fila de I3).
1 00 21 3 4 213 4
E;x(3)A=| 0 3 0 4 215 |=(126 3 15
001 1 02 3 102 3

pudiéndose ver que ha quedado multiplicada por 3 la segunda fila de la
matriz A. O

Sumar a la fila ¢ la fila 7 multiplicada por a # 0: la denotamos por
Fij(a).

Este efecto se produce al multiplicar, por la izquierda, la matriz A por la
matriz E;;(«), siendo ésta la resultante de sumar a la fila ¢ de la matriz

I,,, su fila j multiplicada por «, es decir, la matriz resultante de sustituir
el elemento a;; = 0 por «.

Ejemplo 1.3 Si queremos restar a la segunda fila de A (véase el Ejem-
plo el doble de la primera, aplicamos Fy;(—2) cuya matriz asociada
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1 00
es Fo1(—=2)=| —2 1 0 | (se ha sustituido el elemento ay; de I3 por
0 0 1
—2).
1 00 21 3 4 2 1 3 4
En(-2)A=| -2 1 0 4215 ]=|00 -5 -3
0 0 1 1 0 2 3 10 2 3

observandose que se ha producido en la matriz A el efecto deseado. [

1.3.2 Transformaciones elementales columna.

Son las mismas que las transformaciones elementales fila pero operando por
columnas:

a) Intercambiar las columnas i y j: la denotaremos por Cj;.

Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz E;;, siendo ésta el resultado de intercambiar las columnas i y j
de la matriz I,.

Ejemplo 1.4 Si deseamos intercambiar las columnas primera y cuarta
de lamatriz A (véase el Ejemplo(l.1]), aplicamos C}4 cuya matriz asociada

0 0 01
~ 0100
es By = 0010 (se han permutado las columnas 1 y 4 de la
1 000
matriz Iy).
3 21 3 4 8 (1] 8 (1) 4 1 3 2
AE,=14 2 1 5 0010:5214
1 0 2 3 100 0 3021

donde puede verse que se han permutado las columnas 1 y 4 de la matriz
A. O

b) Multiplicar la columna i por un nimero o # 0: la denotaremos por
C,L(Oé)
Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz F;(«), siendo ésta el resultado de multiplicar por « la columna @
de la matriz I,.
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Ejemplo 1.5 Para multiplicar por 2 la tercera columna de la matriz A
(véase el Ejemplo aplicamos C3(2), cuya matriz asociada es F3(2) =

1 0 00
01 00 o
0020 (se ha multiplicado por 2 la tercera columna de Iy).
00 01
3 2 1 3 4 (1) (1) 8 8 21 6 4
AE;(2)=| 4 2 1 5 0020 |7 4 2 2 5
1 0 2 3 000 1 1 0 4 3

habiendo quedado multiplicada por 2 la tercera columna de la matriz
original A O

Sumar a la columna ¢ la columna j multiplicada por a # 0: la denotamos
por Cjj(a).

Este efecto se produce al multiplicar, por la derecha, la matriz A por la
matriz E;;(«), siendo ésta la resultante de sumar a la columna i de la

matriz I,, su columna j multiplicada por «, es decir, la matriz resultante
de sustituir el elemento a;; = 0 por «.

Ejemplo 1.6 Para sumar a la tercera columna de A (véase el Ejem-
plo el doble de la primera aplicamos Cs;(2) cuya matriz asociada es

1 0 2 0
~ 01 00 L )
Es(2) = 00 10 (se ha sustituido el elemento a3 de la matriz
0 0 01
I por 2).
3 21 3 4 (1) (1) g 8 2 1 7 4
ABp2)=[4 21 5 co1ol=la2905
1 0 2 3 000 1 1 0 4 3

donde puede observarse que se ha producido en A el efecto deseado. [
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1.4 Algoritmo de Gauss-Jordan.

Se denomina matriz escalonada a una matriz en la que las filas posteriores
a una fila cuyos elementos son todos ceros, tienen todos sus elementos igual
a cero, y el nimero de elementos nulos al comienzo de cada fila no nula es
estrictamente menor que en la siguiente.

Teorema 1.1 Dada una matriz cualquiera A € R™ ™ existen matrices F y
U tales que FA = U siendo U una matriz escalonada.

Demostracién. Probaremos el teorema de forma constructiva.

a) Si ap; # 0, mediante transformaciones elementales filas Fj;(«) podemos
anular todos los elementos de la primera columna, salvo el a;;. Estas

. ; ;1
transformaciones serfan de la forma Fj;(——).
an
b) Siaq; =0y algun elemento de la primera columna es no nulo, podemos
llevarlo al lugar (11) mediante una transformacién Fj; y proceder después
como en el caso anterior.

c) Siap =0 Vi=1,..., m, la primera columna es de ceros y por tanto,
a;1 =0 Vi > 1, es decir, se trata de una columna del tipo de las matrices
escalonadas.

Procedemos después con as (el elemento ayy resultante de las transformaciones
anteriores) al igual que procedimos con a;; anteriormente, es decir, si agy # 0
lo utilizamos para hacer ceros por debajo de él en la segunda columna. Si
fuese asy = 0 vemos si existe por debajo de él algin elemento a;s # 0y, en
caso de haberlo, realizamos la transformacion Fy;, etc.

Reiterando el proceso, llegamos a una matriz escalonada U. La matriz F
no es mas que el producto de las matrices de las transformaciones elementales
filas realizadas para pasar de A a U. [

El siguiente organigrama, muestra el algoritmo de escalonamiento de una
matriz A € R™*", mediante transformaciones elementales filas. Cuando se
alcanza la condicién de parada, la nueva matriz A es escalonada.
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11

A=E -A k=i+1
T %Ey
i Sl &8 N0 E“(aﬂ.)A
k=k+1
|
Algoritmo de escalonamiento de una matriz.
Ejemplo 1.7 Consideremos la matriz A del Ejemplo[1.1
b (2103 AN, /2 1 3 4
A o0 =5 3] o 0 -5 -3 |2
1o 2 3 0 =1 b 1
2 1 3 4
0 =% 1 1 | =U
0 0 -5 =3
siendo U una matriz escalonada. Dado que
1
E23E31(—§)E21(—2)A - U — FA - U
con
1 1 00 1 00 1 0
F:E23E31(—§)E21(—2): 0 01 010 -2 1
010 —15 0 1 0 0



12 Matrices y determinantes

10 0
F=| —1% 0 1
—2 10

O

Se denomina forma escalonada candnica a una matriz escalonada con la
propiedad de que el primer elemento no nulo de una fila es un uno y ademas,
es el unico elemento no nulo de su columna.

Teorema 1.2 Toda matriz puede ser reducida mediante transformaciones ele-
mentales fila a una escalonada canonica.

Demostracién. Basta con observar que una vez obtenida la matriz U, si en
una fila hay algtin elemento no nulo, la dividimos por el primer elemento no
nulo de ella mediante F(«) y lo utilizamos para hacer ceros todos los de su
columna (que se encontrardn por encima de él). [ |

Ejemplo 1.8 En el Ejemplo [1.7] se vi6 que

2 1 3 4 1 1 3 2
Fi(3 H(—
A—U=|0 —1h 1 1 ALEN 11| P
0 0 -5 =3 0 0 -5 =3
1/, 3
1 Yo 3h 2 Fia(-1) 10 2 3 ) 10 2 3
0 1 -1 -2 — 01 -1 -2 — 01 -1 =2
0 0 -5 -3 0 0 -5 -3 00 1 3k
1 0 0 9 1 00 9
o1 -1 2 |29 (010 -4
00 1 3% 0 0 1 3}
que se trata de una escalonada canonica. 0

Los elementos que utilizamos para anular a los demas elementos de una
columna se denominan pivotes. Si en un determinado paso del proceso de
pasar de A a U alguna columna es de ceros, diremos que el correspondiente
pivote es nulo.

Teorema 1.3 Toda matriz A € R™*™ puede, mediante transformaciones ele-
mentales, transformarse en una del tipo

)
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teniendo en cuenta que para ello es necesario realizar tanto transformaciones
fila como transformaciones columna.

Ejemplo 1.9 Sinos fijamos en la matriz del Ejemplo [1.7] que transformamos,
mediante transformaciones elementales fila (ver Ejemplo en la escalonada
candnica

9/5

0
0 =7
00 1 3}

podemos ahora, mediante la composicién de las transformaciones columna
1000

041(_§)C4Q(§)C43(_§) llevarla a 01 00 = ( I3 | 0 ) ]
0010

Teorema 1.4 Una condicion necesaria y suficiente para que una matriz cua-

drada posea inversa es que su forma escalonada candnica sea la matriz unidad.

Demostracion. Si su forma escalonada candnica es I, existe F' € R™"™ tal
que FA=1,=— F =A%

Si existe A7! tal que A™'A =1, = 3 F = A! tal que FA = I,, y por
tanto, I,, es la forma escalonada canodnica de A. [ |

Este teorema nos permite calcular la matriz inversa, de una matriz dada,
mediante transformaciones elementales (filas o columnas, pero no ambas si-
multdneamente), es decir, aplicando el Algoritmo de Gauss-Jordan to-
mando como matriz inicial(A | I,,)

130
Ejemplo 1.10 Consideremos la matriz A= | 0 1 1
120
13 0(1 00\, /1 30 100\,
Al)=[o011]01 0] 0o 11| 010 |
120001 0 -1 0/-1 0 1
10 =3 1 =30\ /10 -3 1-30\,
o 1 10 1o |™®Pfo1 1] 0 10|
0 -1 0/-1 01 00 1|-1 11
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100/-20 3 100/-20 3
011, 010]™% (010 10 -1]=
00 1|-1 1 1 00 1]-11 1
920 3
At = 1 0 —1
11 1

ya que: F23<—1)F13<3)F32(].)F12(—3)F31(—].)(A) = Ig -

-2 0 3
-1 1 1
-2 0 3
ATl = 10 -
-1 1

1.5 Determinante de una matriz cuadrada.

Los determinantes nos proporcionan un método para el calculo de la matriz
inversa de una dada (en caso de existir) y un criterio para estudiar si una
matriz es o no invertible.

Sus aplicaciones son multiples en todas las ramas de las ciencias que tratan
problemas lineales en los que necesariamente aparecen matrices y por tanto,
determinantes.

1.5.1 Definiciones.

Sea A = (a;;) una matriz cuadrada de dimensién n. A cada matriz cuadrada
A se le asigna un numero real que llamaremos determinante de A y represen-
taremos por det(A) o |A|. Su cdlculo se obtiene mediante la siguiente férmula
recurrente sobre el tamano n:

e paran=1 — A= (ay), se define det(A) = an

e paran >1 — det(A) = Z ki A

i=1
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para k fijo, con 1 < k < n, donde Ay; se define como el adjunto del ele-
mento ay;, siendo Ay; = (—1)*"det(My;) vy My; es la matriz resultante
de eliminar en A la fila k-ésima y la columna i-ésima; su determinante
se denomina menor complementario del elemento ayg;.

Obsérvese que mediante esta férmula recurrente, el calculo de un deter-
minante de una matriz de orden n se traslada al calculo de n determinan-
tes de otras tantas matrices de orden n—1, los menores complementarios
de todos los elementos de la fila k-ésima.

Ejemplo 1.11 (Caso n = 2).

. a11 Qa2
Sea A una matriz cuadrada de orden 2: A = ( o
21 22

det(A) = 11022 — Q12021

Ejemplo 1.12 (Caso n = 3).

aix G2 13
Sea A una matriz cuadrada de orden 3: A= | ag; a ass

31 Aaz2 ass

det(A) = (11022033 + A12023031 + Q13021032 — G13022031 — (12021033 — 011023032

(denominada regla de Sarrus).

1.5.2 Propiedades

a) el valor de det(A) no depende del valor £ (fila) elegido.
b) det(A") = det(A).

Como consecuencia de esta propiedad, podemos dar una definiciéon equi-
valente del determinante cambiando el papel de las filas por el de las
columnas:

=1

con k fijoy 1 <k <n.
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Si la matriz A posee una linea (fila o columna) de ceros, su determinante
es nulo.

Si se intercambian dos lineas de A, el determinante cambia de signo.
Si la matriz A tiene dos lineas paralelas iguales, su determinante es nulo.

Si todos los elementos de una linea se multiplican por un nimero «, todo
el determinante queda multiplicado por dicho ntmero.

Si la matriz A posee dos lineas paralelas proporcionales, su determinante
es nulo.
Si descomponemos una linea en suma de dos, podemos descomponer el
determinante en suma de dos determinantes de la forma:
a1 12 s Qin
det a;1 + bil ;0 + biQ cee Qp bm =
an1 (p2 T Qpn
ajp Qi - Q1 @11 Q12 - Qip
=det | an app - am | +det| by b -+ by
Ap1 Ap2 -+ App Ap1 Ap2 *** Qpp

que denotaremos por det(C') = det(A) + det(B).
NoTa: No confundir con det(A + B) = det(A) + det(B).

El determinante de una matriz no varia si a una linea se le suma una
combinacion lineal de lineas paralelas.

Si una linea de la matriz A es combinacién lineal de otras paralelas, su
determinante es nulo.

Teorema 1.5 Si A, B € R™*" se verifica que:

det(AB) = det(A)det(B)
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1.6 Factorizacion triangular.

El Teoremall.I]nos garantizaba la existencia de una matriz F' tal que FA = U
siendo U una matriz triangular superior.

Ampliaremos ahora ese resultado mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.6 Dada una matriz cuadrada A cualquiera, existen matrices P, Ly U’
tales que PA = LU’ siendo L triangular inferior y U’ triangular superior.

Demostracion. La matriz I es el producto de intercambios del tipo Fj; y
transformaciones del tipo Fj;(«). Dado que:

FijF(a) = F(a)Fy
FijFrj(a) = Fii(a)Fy;
Fiijk(Oé) = Fhk(Oé)Fz'j
FijFri(a) = Fij(a)F;
FijFy(a) = Fy(a)Fy;

podemos llevar en F todas las transformaciones a la izquierda y todos los
intercambios a la derecha:

F = (Matriz de las transformaciones)-(Matriz de los intercambios)

llamando P a la matriz de los intercambios y L~! a la de las transformaciones,
tenemos:

L 'PA=U"= PA=LU

L' es una triangular inferior con unos en la diagonal principal y su inversa L
es una matriz del mismo tipo.

U’ es una matriz triangular superior con los pivotes en la diagonal principal.m

OBSERVACION:si las transformaciones realizadas fueran sélo del tipo Fj;(«)
tendriamos que: A = LU’.

21 3
Ejemplo 1.13 Considérese la matriz A= | 4 2 5 O
6 5 4
(o 2 1 3 e 2 1 3 2 1 3
A o0 1 | o0 1| 2202 5| =0
6 5 4 0 2 =5 00 —1
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que es una matriz triangular sup.

F = Ey3E51(—3)Exn(—2) = Ey1(—3)Ea3En(—2) = Eoi(—3)Es52(—2)Egs =

100
F=L"'"P con L'=Ey(-3)Eux(-2)=[ -3 10 |=
2 0 1

Se comprueba que:
PA=LU

Como P es un producto de matrices del tipo Ej;; (intercambios) y dado que
det(E;;) = —1, tenemos que det(P) = £1.
Por otra parte, sabemos que L es triangular inferior y su diagonal esté for-

mada por unos, entonces

det(L) =1 = det(A) = £ det(U")

U’ es triangular superior y tiene a los pivotes en su diagonal = det(A) =
+ producto de los pivotes

Por todo ello, tenemos que:

det(A) = £ producto de los pivotes

1.7 Inversa de una matriz cuadrada

Dada una matriz cuadrada A habiamos visto que era invertible si y sélo si
su forma escalonada candnica era la matriz unidad. Esto era posible si y solo
si todos los pivotes eran no nulos.

Al ser det(A) = % producto de los pivotes =
A es invertible si y sélo si det(A) # 0

Teorema 1.7 Una matriz es singular (det(A) = 0) si y sdlo si tiene una linea
combinacion lineal de las paralelas.
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Demostracidn.

a) Si det(A) = 0 = algtn pivote es nulo, por lo que su forma escalonada
canonica tiene una fila de ceros. Deshaciendo las transformaciones efec-
tuadas, esa fila era necesariamente combinacion lineal de las demas.

b) Si una fila es combinacién lineal de las demés, por la propiedad i) de los
determinantes se tiene que det(A) = 0 y por tanto, A es singular. [ |

Propiedades:

a) La matriz inversa A~!, en caso de existir, es tinica.
En efecto:

Supongamos que existieran dos inversas A; y A, de la matriz A. Enton-
ces,

(AlA)Ag = Al(AAQ) = [Ag = All = Al = AQ.
b) Si AB posee inversa, A y B también las tienen y se verifica que

(AB)™' = B~1A~!

En efecto:
AB invertible = det(AB) # 0 = det(A)det(B) # 0 =

det(A) #0=3 A!
{ det(B) #0=3 B!

(ABY'AB=1= (AB)'ABB' =IB™' = (AB)'A=B"'=
(AB)'AA™ = B'AT = (AB) ' = BATL

c) Si A posee inversa A~! se verifica que

1
det(A)

det(A™) =

En efecto:

ATTA =T = det(A7A) = det] = det(A ')det(A) =1 = det(A™!) =
1

det(A)
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1.7.1 Calculo de la matriz inversa.

a)

La suma de los productos de los elementos de una linea por los adjuntos
de una paralela es cero.

n

Zaij,-j:() si k??éZ

J=1

Este sumatorio corresponderia al desarrollo de un determinante con las
filas k e i iguales.

Se denomina matriz adjunta de A y se denota por Adj(A) a la matriz
resultante de sustituir cada elemento de la matriz cuadrada A por su
adjunto.

A-Adj(A)" = det(A) - I. En efecto:
Sea C' = A - Adj(A)". Entonces, ¢;; = Zaikbkj con by; = Aj,. Por

k=1
tanto,

n
Cij = g @ik Aji
k=1

Sii# j = ¢;; =0 (suma de los productos de los elementos de la fila ¢
por los adjuntos de los de la fila 7).

k=1

A - Adj(A) = det(A) - I.

d) Al ser A invertible = det(A) #0= A - Lt Adj(A)f =1 =

det(A)

1

ATt =
det(A)

- Adj(A)".
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1.8 Ejercicios propuestos

Ejercicio 1.1 Demostrar que el producto de dos matrices diagonales es otra
matriz diagonal. ;Es conmutativo este producto?

Ejercicio 1.2 Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2 cuyo cuadrado
sea nulo.

0 —1 1
Ejercicio 1.3 Se considera la matriz A= 0 1 —1
o 0 1

Hallar una féormula para A”, siendo n un entero positivo.

Ejercicio 1.4 Hallar las potencias n-ésimas de las matrices
111 .
A=| 111 B= ( 0 )
111 “

Ejercicio 1.5 Decidir cudles de las siguientes afirmaciones son verdaderas y
cuales falsas, dando en cada caso una demostracién o un contraejemplo, segin
corresponda:

a) Si Ay B son simétricas, entonces A - B es simétrica.

)

b) Si A es simétrica y P es cuadrada, entonces P - A - P! es simétrica.

¢) Si A es una matriz cualquiera, entonces A - A' y A - A son simétricas.
)

d

Si A - B es simétrica, entonces A y B también lo son.

Ejercicio 1.6 Demostrar que una matriz cuadrada de orden n puede des-
componerse de forma tinica como suma de una matriz simétrica y otra anti-
simétrica. Realizar la descomposicion de la matriz

-2 70
A= 5 41
2 =5 5

Ejercicio 1.7 Sea A una matriz antisimétrica. Demostrar:

a) A? es simétrica.
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b) Si B es simétrica, entonces A- B es simétrica si, y slosi A-B = —B- A.

Ejercicio 1.8 Hallar todas las matrices que conmutan con A = ( b =2 )

-3 4
1
1
Ejercicio 1.9 Dada la matriz A = I, — % . . ( 11 --- 1 ), probar
1

que:

a) Es simétrica.
b) A2 = A.

c) La traza de A esn — 1.

Ejercicio 1.10 Calcular los siguientes determinantes:

13 0 z 1 1 x+1 1 1
-1 2 —4 1 = 1 1 r+1 1
11 2 1 1 =z 1 1 r+1

Ejercicio 1.11 Calcular los siguientes determinantes por dos procedimientos:
desarrollando por los elementos de la primera fila y mediante triangularizacion
por transformaciones elementales.

1 -3 1 5 76 85
4 0 3 =2 6 7 10 6
1 2 4 =2 78 89
3 3 4 1 8 7 9 6

Ejercicio 1.12 Demostrar que el determinante del producto de una matriz
2 x 1 por otra 1 X 2 es siempre cero.

Ejercicio 1.13 ;Es cierto que el determinante de una matriz antisimétrica es
siempre cero?

Ejercicio 1.14 Demostrar que el determinante de una matriz de orden n > 2
con todos sus elementos iguales a 1 es siempre un nimero par.
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Ejercicio 1.15 Sabiendo que los nimeros 23715, 23529, 21359, 19437 y 17453
son multiplos de 31, probar que el determinante de la matriz

23715
235 29
A=121 3 5 9
19437
1 745 3

es divisible por 31, sin calcular el determinante.

Ejercicio 1.16 Hallar los posibles valores del determinante de una matriz A
en cada uno de los casos siguientes:

a) A es idempotente, es decir A? = A.
b) A es ortogonal, es decir A- A* = 1.

c) A es nilpotente, es decir existe k tal que AF = 0.

Ejercicio 1.17 Calcular los siguientes determinantes:

1 a a - a a 1 23 --- n-—1 n
0 2 a --- a a 1 33 -+ n-—-1 n
o0 3 --- a a 1 25 --- n-—-1 n
000 --- n—1 a 1 2 3 --- 2n—3 n
O 00 - 0 n 1 2 3 n—1 2n-1

Ejercicio 1.18 Resolver la siguiente ecuacion:

I+ 1 1 1
I 14z 1 1 _ 0
1 1 I+z 1
1 1 1 I+x

2100 --- 00 L1l 11
1210 ---00

0121 --00 -1 0 00
o 0 -1 2 0 0 0
0000 2 1 :

00 0 0 P 0 00 0 —1 2
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Ejercicio 1.20 Calcular los siguientes determinantes:

a bb - b b
b ab - b b
a b c bboa - b b
c a b )
b ¢ a :
bbb - a b
bbb - b a

Ejercicio 1.21 Los determinantes de Vandermonde son de la forma:

1 1 1 o1
3] a2 a3 R 7
2 2 2 2
ay as as oag
1 P | n—1
a; Qg as Qay

Demostrar que el valor de este determinante es

I (¢ —a)

1<i<j<n



2. Sistemas de ecuaciones linea-
les. Espacios vectoriales.

Uno de los problemas fundamentales del Algebra Lineal es la resolucién si-
multanea de ecuaciones lineales, siendo el caso mas simple aquel en el que el
nimero de incégnitas coincide con el nimero de ecuaciones.

Desde los textos de secundaria se proponen dos métodos para resolver tales
sistemas de ecuaciones lineales: eliminacion y determinantes.

El primer método, eliminacion, consiste en sustraer multiplos de la primera
ecuaciéon de las restantes, de tal manera que sea posible eliminar una misma
incognita en el resto de las ecuaciones, con lo que se obtiene un sistema con una
ecuaciéon y una incégnita menos. El proceso se repite una y otra vez hasta que
so0lo queda una ecuacién con una incognita, que se resuelve inmediatamente.
No es dificil recorrer los pasos seguidos en sentido contrario y calcular el resto
de las incognitas. El procedimiento permite ademas detectar aquellos casos en
que no existe solucién o, por el contrario, existe infinidad de ellas.

El segundo método, determinantes, mas complicado, introduce la idea de
los determinantes y mediante la regla de Cramer se obtienen las soluciones
como cocientes de dos determinantes. Su estudio no serda abordado en esta
asignatura. El coste de calculo de dicho método lo hace viable para tamano
n = 2 o 3, pero cuando se trata de resolver sistemas con un niimero grande de
incognitas, se utiliza el método de eliminacién, de coste bastante inferior.

Esta primera parte corresponde al Algebra Clasica que se ocupa, fundamen-
talmente, de la resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones. La segunda
parte corresponde al Algebra Moderna, que estudia las llamadas estructuras
algebraicas. Estas se pueden interpretar como sistemas de elementos entre los
que se definen operaciones similares a las que podemos realizar con nimeros.
El estudio abstracto de tales estructuras permite su aplicaciéon casi inmediata

25
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en numerosos areas donde aparecen estructuras particulares de forma natu-
ral, lo que pone de manifiesto la unidad profunda entre los diversos campos
de la matematica. Una de las estructuras algebraicas mas relevantes, dentro
del algebra lineal, es la estructura de espacio vectorial, intimamente ligada al
estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales.

2.1 Notacién y definiciones

e Se denomina sistema de m-ecuaciones lineales con m-incégnitas a un
sistema de ecuaciones de la forma:

a11T1 + 129 + + - + ATy = bl
a211 + A929T9 + -+ aonTy — b2

@5)
Il

Am1T1 + A2l + -+ + Gpp Ty = bm

siendo  @1,%9,...,%, las incognitas del sistema y todos los a;; y b;
representan valores escalares pertenecientes a un cuerpo de nimeros, K,
que para nuestros propoésitos en esta asignatura correspondera con el
cuerpo de los nuimeros reales, R.

e Una solucion del sistema consiste en la asignacion de valores de R a
cada una de las incégnitas de tal forma que se verifique cada una de las
ecuaciones que componen el sistema.

e Sea §(5) el conjunto de todas las posibles soluciones de un sistema S.
Se pueden presentar los siguientes casos:

a) Si S(S) = 0= Sistema Incompatible

S(S) unitario = Determinado
S(S) no unitario = Indeterminado

b) SiS(S) # 0 = S. Compatible {

e Dos ecuaciones se dicen equivalentes cuando las soluciones de la primera
lo son también de la segunda y viceversa. Por extensién, dos sistemas se
dicen equivalentes cuando sus conjuntos de soluciones son idénticos.

Propiedades:

a) Sise multiplican los dos miembros de una ecuacién por un escalar (real)
no nulo, la ecuacion resultante es equivalente a la primitiva.

b) Sise suman, miembro a miembro, dos ecuaciones con soluciones comunes,
la ecuacién resultante conserva las soluciones comunes.
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Los sistemas lineales admiten una sencilla representacion matricial. Asi,
podemos denotar Ax = b siendo:

a1; Q2 - Aip T by

Q21 Q22 - Q2p X2 by
A= x = y b=

Am1 Am2 **° Amp Tp bm

gracias a la definicion dada para el producto entre matrices y la de igualdad
entre matrices. Es importante observar que en esta notacion matricial se esta-
blece un orden para las variables del sistema ya que los coeficientes asociados
a una variable se corresponden con una columna de la matriz A, llamada por
ello matriz de los coeficientes del sistema; x es la matriz columna de las varia-
bles del sistema y b es la matriz columna de los términos independientes del
sistema.

Para hacer mas operativa la notacion a la hora de resolver sistemas lineales,
podemos prescindir de la matriz columna de las variables del sistema y en
su lugar representar el sistema mediante una tnica matriz ampliada, (A|b),
que consiste en anadir a la matriz A una ultima columna correspondiente a la
matriz b. De esta forma, una vez ordenadas las variables del sistema podemos
identificar visualmente cada fila de la nueva matriz con una de las ecuaciones
del sistema. Las propiedades enunciadas anteriormente pueden expresarse
ahora en términos de las transformaciones elementales fila.

Propiedades:

a) Si se aplica a la matriz ampliada de un sistema una transformacién
elemental fila Fj(«), con a no nulo, la matriz resultante representa un
sistema lineal equivalente al anterior.

b) Si se aplica a la matriz ampliada de un sistema una transformacién
elemental fila F};(1), la matriz resultante representa un sistema lineal
equivalente al anterior.

Evidentemente, la combinacién de ambos tipos de transformaciones elemen-
tales, nos permite aplicar transformaciones fila del tipo Fj;(«), obteniéndose
sistemas equivalentes. Finalmente, la transformacién elemental F;; tan solo
representa una permuta entre las ecuaciones i-ésima y j-ésima, por lo que re-
sulta un sistema equivalente.

Estamos en condiciones de abordar el primer método para la resolucién de
sistemas de ecuaciones lineales.
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2.2 Meétodo de eliminacién gaussiana

Este método de resolucion de sistemas de ecuaciones admite una facil pro-
gramacion, lo que permite resolver un sistema con la ayuda del ordenador.

La idea del método consiste en aplicar a la matriz ampliada del sistema trans-
formaciones elementales sobre las filas (no pueden realizarse transformaciones
columna) obteniendo, de esta forma, sistemas equivalentes al dado pero cada
vez mas manejables. Mediante transformaciones, se consigue obtener un sis-
tema equivalente al dado que tiene por matriz de los coeficientes una matriz
escalonada. La notacion quedara simplificada empleando matrices ampliadas
para representar en todo momento a los sistemas lineales equivalentes que
resultan tras las transformaciones.

Vamos a iniciar el método con un ejemplo de orden tres.

Ejemplo 2.1 Sea el sistema:

2r + y + z = 1
S = de + y = -2 (2.1)
—2r + 2y + 2z = T
y nuestro problema es determinar los valores de x, y, z. 0

En primer lugar, tomaremos la matriz ampliada del sistema, siguiendo el
orden natural para las variables de mismo:

2 11 1
A= 41 0 -2
221 7

Este método, también conocido como de eliminaciones sucesivas o método de
escalonamiento comienza restando multiplos de la primera ecuacién (fila) a las
restantes, con el fin de eliminar una incégnita, la x de las iltimas ecuaciones.
Para ello:

e Sumamos a la segunda ecuacion la primera multiplicada por -2.

e Sumamos a la tercera ecuacién la primera multiplicada por 1.

PPN T U U D N S I
Ap) 25 0 -1 —2 4 | W o 1 2 4

-2 2 1 7 o 3 2 8
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El resultado es un sistema equivalente al dado:

2 + Yy + z = 1
S = —y — 22 = —4
3y + 22 — 8

El coeficiente de x en la primera ecuacién se denomina pivote.

En el segundo paso, ignoramos la primera ecuacién y aplicamos el proceso a
las dos ecuaciones restantes, donde las incognitas son y v z. En este caso, el
pivote es -1 (coeficiente de y en la segunda ecuacién).

e Sumamos a la tercera ecuacién la segunda multiplicada por 3

2 1 1 1\, /2 1 1 1
0 -1 -2 —4 | =9 ¢ 1 —2 _4
0 3 2 8 0 0 —4 —4

y llegamos al sistema equivalente:

2 + y + 2z = 1
S" = -y — 2z = —4
— 4z = -4

Ahora, el proceso de eliminacion esta completo.

Hay un orden evidente para resolver este sistema: de la ultima ecuacién ob-
tenemos z = 1. Sustituyendo este resultado en la segunda ecuaciéon obtenemos
—y —2 = —4 = y = 2 y por ultimo, sustituyendo ambos resultados en la
primera ecuacion, se obtiene 2z +2+1=1= 2= —1.

Este proceso para obtener los valores de las incognitas, se conoce con el
nombre de sustitucion regresiva.

Es facil entender como podemos extender la idea de la eliminacién gaussiana
a un sistema de n-ecuaciones con n-incognitas:

a) En un primer paso, utilizamos multiplos de la primera ecuacién para
anular todos los coeficientes bajo el primer pivote.

b) A continuacién, se anula la segunda columna bajo el segundo pivote, etc.
c¢) La ultima columna contiene sélo a la tltima de las incégnitas.

d) La sustitucién regresiva conduce a la solucién en sentido contrario, es
decir, comenzando por la ultima incégnita hasta llegar a la primera.
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Cabe preguntarse, sin embargo, si este proceso de eliminacién gaussiana con-
duce siempre a una soluciéon y bajo qué condiciones puede fallar el proceso.
Veamos dos ejemplos mas.

Ejemplo 2.2 Resolver el sistema:

8

I
[\
&

+ + +
(\]

< =
-

ISJR

S

I
DO
~~
N
b
SN—

8

<

|
—_

Procedemos a escalonar la matriz ampliada del sistema:

111, 11 11
29212 | ™5 00 -1 0 |™EY
1101 11 01
11 11 11
00 —1 2ED g0 —1 0
00 -1 0 00 00

La presencia de la ultima fila de ceros indica que existian dos ecuaciones
proporcionales en el ultimo paso (la segunda y tercera ecuaciones son idénticas)
por lo que puede ser eliminada del sistema equivalente:

r + y + 2z =1
-z = 0

La sustitucién regresiva, proporciona los valores z = 0 y x = 1—y. Obsérvese
que en este ejemplo existe una relacion de dependencia entre las variables x
e y. Si tomamos un valor cualquiera para y, éste determina otro para la
x. Existen infinitas soluciones en este caso, que podemos expresar de forma
paramétrica comox = 1— X, y = Ay 2z = 0. Se dice que y acttia como variable
independiente y {x,z} son variables dependientes. Estamos ante un sistema
compatible indeterminado.

Ejemplo 2.3 Resolver el sistema:

r — 2y + 22 = 3
S = xr — by + 4z =
2¢c — 3y + 2z =1

—_

(2.3)



Método de eliminacion gaussiana 31

Una vez mas procedemos a escalonar la matriz ampliada del sistema:

L2023\ /1 -2 2 3
3 -5 41 |28 (0 1 2 —s | ™5
2 -3 2 1 2 =3 2 1

1 -2 2 3 1 -2 2 3

0 1 -2 -8 |™8 [0 1 —2 _8

0 1 -2 -5 0o 0 0 3

La tultima fila representa la ecuacién Ox + Oy + 0z = 3 lo que produce un
sistema incompatible ya que 0 # 3. Por tanto no hay soluciones para nuestro
sistema original.

Tras estos tres ejemplos, podemos analizar el comportamiento del método de
eliminacion gaussiana en relacion con los pivotes del método de escalonamiento
de Gauss-Jordan. El caso de sistema incompatible (tercer ejemplo) se identifica
facilmente por el hecho de que existe un pivote en la tdltima columna de la
matriz ampliada. En caso contrario, el sistema resulta compatible, siendo
determinado si el nimero de pivotes coincide con el nimero de variables y
compatible indeterminado si el nimero de pivotes es menor que el nimero de
variables.

,Cuantas operaciones aritméticas requiere el algoritmo de eliminacién para
resolver un sistema n x n 7.

En el primer paso, una por cada término de la primera ecuacién para cada
una de las n — 1 ecuaciones que hay debajo: n(n — 1) = n? — n.
En el segundo paso (n—1)? — (n — 1), etc. hasta (2—1)*— (2 —1). Es decir,
en total:
nn+1)2n+1) (m+1n n®>-n

124922 0 o) (1424 .. = — =
(1P 4+2°+---4+n?) —(14+2+---+n) G 5 3

por lo que es de orden O(n?).
(n+1)n
2

Por lo que en total, podemos decir que el método de eliminacién gaussiana

La sustitucién regresiva requiere 1 +2 4 --- 4+n =

= O(n?).

es de orden O(n?). Aunque no incluiremos aqui su demostracion, el orden
del método de Cramer es O(n n!), si para resolver los determinantes sélo
empleamos su definicién por permutaciones. Resulta evidente el considerable
ahorro de calculo que supone el método de eliminacion gaussiana frente a la
regla de Cramer.
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2.2.1 Sistemas de ecuaciones lineales homogéneos

Un sistema de ecuaciones lineales se dice que es homogéneo cuando todos sus
términos independientes son nulos, es decir, es un sistema del tipo:

a1 + a12T9 + - + A1nTn =0

a91T1 -+ 999 + -+ AonTn =0
S =

Ap1T1 + Am2T2 + 0+ Gpptp =0

Del apartado anterior se deduce que si aplicamos el método de eliminacion
gaussiana, puesto que la matriz ampliada tiene su tultima columna nula, por
mas transformaciones elementales fila que hagamos, siempre resultara otra co-
lumna nula. En conclusion, nunca habra un pivote en esa columna y por tanto
el sistema siempre es compatible. Si el niimero de pivotes es igual al niimero
de variables, el sistema es compatible determinado con solucién tnica trivial
(todas las variables toman el valor nulo) mientras que si el nimero de pivotes
es menor, habrd infinitas soluciones y el sistema es compatible indeterminado.
En estos casos, los sistemas homogéneos se definen como sistemas homogéneos
incompatibles (solucién unica trivial) y sistemas homogéneos compatibles, con
infinitas soluciones.

Al resolver un sistema homogéneo compatible mediante eliminacién gau-
ssiana, las variables asociadas a las columnas que contienen a los pivotes se
denominan wvariables dependientes, siendo todas las demas variables indepen-
dientes. Podemos despejar, mediante sustitucion regresiva, las variables de-
pendientes en funcion de las independientes. Las infinitas soluciones pueden
expresarse mediante una serie de parametros, tantos como variables indepen-
dientes haya. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2.4 Resolver el sistema homogéneo:
2c + y — z + t =0

S = r + 2y 4+ z —
3r. — vy — 2t =0

|
o

(2.4)

O

Como ya comentamos, la matriz ampliada tiene su ltima columna llena de
ceros y éstos permaneceran por muchas transformaciones elementales fila que
hagamos. Asi pues, para resolver sistemas homogéneos mediante escalona-
miento se prescinde de emplear la matriz ampliada y en su lugar tomamos
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simplemente la matriz de los coeficientes. Procedemos a escalonar dicha ma-

triz:
2 1 -1 1 (2 1 -1 1 L,
T T R I (L R T T 2
3 -1 0 -2 3 -1 0 -2
201 -1 LY 1 -1 1
0 3 3303 1
0 —2 2 -1 00 4 —6

Aunque el proceso de escalonamiento ha concluido, podemos simplificar al-
gunas ecuaciones aplicando ahora

21 -1 1 1 -1 1
2 L (L
POl 1 201 1 -1
00 4 -6 00 2 -3
con lo que resulta el sistema equivalente
2c +y — 2z 4+ t =0
S = y + z — t =0

22 — 3t = 0

Los pivotes se encuentran sobre las tres primeras columnas por lo que toma-
remos como variables dependientes {x, y, z}, resultando ¢ la tnica variable
independiente. El sistema homogéneo es compatible; presenta infinitas solu-
ciones que podemos expresar, paramétricamente, como r = %A, Yy = —%)x,
z = %)\, t= A\

Habitualmente, cuando los calculos se realizan a mano, con objeto de reducir
la cantidad de anotaciones, se realizan transformaciones elementales paralela-
mente a varias filas a la vez. Por otra parte, también es deseable evitar, en la
medida de lo posible, la manipulacién de fracciones. Para ello, realizaremos
transformaciones entre las filas que denotaremos a F; — b F y que represen-
tan el equivalente a dos transformaciones elementales filas consecutivas: F;(a)
seguida de Fj;(—b). Asi, el procedimiento de escalonamiento de la matriz de
coeficientes, puede expresarme mas abreviadamente

2 1 -1 1 — 2 1 -1 1
1 2 1 -1 2F, — I 0o 3 3 =3 —
3 -1 0 =2 2F; — 3F 0 -5 3 —7 3F5 + 51
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21 -1 1
03 3 -3
00 24 -36

Aunque no se sigue el método de Gauss-Jordan en sentido estricto, los sistemas
resultantes también son equivalentes. En nuestro ejemplo, las dos tltimas filas
son proporcionales a las obtenidas anteriormente.

2.3 Espacios Vectoriales

El estudio de los sistemas de ecuaciones lineales y del conjunto de sus solu-
ciones nos llevara a definir la estructura algebraica de espacio vectorial. Para
ello, vamos en primer lugar a interpretar los sistemas bajo otra notacion, de
tipo vectorial.

Dado un sistema de ecuaciones lineales

a11T1 + "+ ATy = bl

N
Il

11+ *° + Qpp Ty, = bm
podemos escribirlo de la forma:
an a2 Q1n by
T : + 29 : + -t x, : = : A
Qm1 Am?2 Qmn bm
101 + Tolg + -+ Tpa, = b
donde a;, be R™'Vi=1, 2,---, n
En definitiva, a;, b € R™ y se denominan wvectores, mientras que a los z;
1=1,---, n se les denomina escalares.
En la expresion anterior existen dos tipos de operaciones:
* Producto de escalar por vector.

* Suma de vectores.

Dichas operaciones verifican las siguientes propiedades:

Suma;:

a) Ley de composicién interna: Vz, y € R" = = +y € R™.
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b) Asociativa: (z+y)+z=x+(y+2) Vz, y, z€R"

d

)

c) Elemento neutro: 30 e R":0+z=2+0 V2o e R"
) Elemento opuesto: Yz € R* 3 —z € R" : 4 (—z) = (—z) + 2 =0.
)

e) Conmutativa: t+y=y+2z Vz, y e R"

Se define (R", +) como un Grupo Conmutativo.

Producto por un escalar:

f) Ley de composicién externa: VA € R, Ve € R" = -z € R".
g) VaeR, Vz, ye R"= a(z+y) = azx + ay.
h) Va, R, Ve e R" = (a+ )z = ax + [r.

i) Va, R, Vo e R" = o(fz) = (af)z.
)

VeeR'"=1-z=uzx.

Se define (R", 4, ) como un Espacio Vectorial.

La definicién anterior se puede extender a cualquier conjunto V', diferente de
R"™. Dado un conjunto V en el que se han definido dos operaciones, una
interna, la suma, y otra externa, producto por un escalar, verificando las diez
propiedades anteriores, se dice que (V, +, -) es un espacio vectorial real (o
sobre R). Asi, por ejemplo, son espacios vectoriales:

a) El conjunto de las matrices cuadradas de orden 3, R3*3, junto a las ope-
raciones de suma de matrices y producto de un escalar por una matriz.

b) Los polinomios en una variable x, P[z|, junto a las operaciones de suma
de polinomios y producto de un polinomio por un escalar.

c¢) El conjunto de las sucesiones de nimeros reales, R*, junto a la suma
de sucesiones (término a término) y producto de una sucesiéon por un
escalar (que se realiza, igualmente, término a término).

d) El espacio de las funciones, f(z), reales de una variable real, z, definidas
en el intervalo [0, 1], junto a la suma de funciones, definida como
(f+9)(x) = f(z) + g(x), y al producto de una funcién por un escalar,
definido como (af)(z) = a f(z).
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/ / /
e) Sien R? consideramos: (z.y) + (@ "z )=lz+y+y)
a(w,y) = (’z, a%y)

(R?, +, -) es un espacio vectorial sobre R.
/ /
Sin embargo, si en R? consideramos: { (@.y) +(@y) = (@+ 2"y +3)
a(z,y) = (az,0)

(R?, + -) no es un espacio vectorial sobre R

ya que 1 - T 3& X, pues 1 : (xlaxQ) = (1 : .ZUl,O) = (xl,()) 7é (xl,l'2)-

La definicion formal de espacio vectorial nos permite pensar en otros entes
como vectores, siempre y cuando la suma y el producto por un escalar cumplan
las 10 propiedades exigidas. Asi, por ejemplo, pueden tratarse como vectores
las matrices, las sucesiones, los polinomios y las funciones, entre otros muchos.

Propiedades:

Un espacio vectorial real (V, +, -) cumple las siguientes propiedades:

a) Unicidad de los elementos neutro y opuesto.

b) a-0=0 VaeR.

0-z=0 VzeV.

C

e) arx=a-yy aFzF0=zr=y.

f

)
)
)

d)arz=0=a=0 o z=0.
)
Ja-x=p-zy #£0=>a=0.
)

g) (—a) r=a-(-1)=—(a )
Demostracidn.

a) Sean 0y 0’ elementos neutro:

0=0+0" por ser 0/ neutro .
0’ =0+ 0" por ser 0 neutro }:>O_O

Sean 2’ y 2" opuestos de x.

(@ +z)+2" =2+ (@+2")=0+2"=2"4+0=2"=2".
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2)

a-z=a(rz+0)=a-z4+a-0=a-0=0.
a-z=0+a)-2=0-24+a-2=0-2=0.

a-z=0y a#0=3Ja?! : ala=1= a'ltar = a0 =
l-z2=0=2=0.

ar=ayy atl=>ar+(—ay)=0=alar+a(—-ay)=0=
r+(—y)=0=z=y.

a-x=0zy rFo=>a-x—F-2x2=0= (-0 2=0=
a—pF=0=a=0.

a-(—x)=a-0—z)=a-0—a-z=0—a-z=—-a-2x.

(—a) - z=0-a) - z2=0-z—a-2=0—a-2=—a-. |

2.4 Dependencia lineal

Los siguientes conceptos son fundamentales para el estudio de los espacios
vectoriales, ya que la idea de independencia lineal nos llevara a las definicio-

nes de base, rango, dimension, etc., de capital importancia para dicho estu-
dio. A partir de estos conceptos podremos profundizar en el andlisis de estas
estructuras algebraicas, encontrando formas alternativas de representacion y

caracterizando los posibles subconjuntos del espacio vectorial que conservan

las mismas propiedades. En lo sucesivo consideraremos un espacio vectorial
real cualquiera, (V, +, -).

Dados los vectores x; € V' 1 < i < nylos escalares o; € R 1 <1 < n,
se denomina combinacion lineal de los vectores x1, z9,..., x, € V a
toda expresion del tipo:

n
a1y + aTo + -+ - + a,x, O en notacion abreviada E oG

=1

Se dice que = € V es una combinacién lineal de los vectores {z1,..., ©,}
de V si existen oy, as,..., o, € R tales que:

n
Tr = E oG5
=1
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e Un conjunto finito de vectores H = {x1, x,..., zx} siendo H C V se
dice linealmente dependiente o que forman un sistema ligado, si
existen aq, ao,..., ai € R, no todos nulos, tales que

n
E x; = X1 + oo + -+ + oy = 0
=1

Teorema 2.1 Un conjunto finito de vectores H = {xy1, xa,..., Ty} es lineal-
mente dependiente si y solo si, al menos, uno de ellos depende linealmente de
los restantes.

Demostracién. Si {x;, za,..., x;} son linealmente dependientes existe z;
con i = 1, 2, e k tal que r; = a1 +r T+ Q1541 + -+ apTg.
En efecto:
Por ser linealmente dependientes existen A, Ag,..., Ax € R no todos nulos
tales que A\jxy + Ao + -+ + Az = 0. Sea \; #0 1 <4 < k. Entonces
[ )\Z 1 )\1 i—1 )\@ i+1 )\Z k

Ty =0nTy + -+ QGaTi—1 + Q1T + 0+ T =
xz; es combinacion lineal de los demés.

Reciprocamente, si algin x; es combinacién lineal de los demas, el conjunto
de vectores {x, xo,..., o1} es un sistema ligado. En efecto:

Si x; es combinacién lineal de los demas, implica que
Ty =o0qT1 + - Qo1 + Q1T + 0+ T =

oy + o — L+t + o oy =0 =
k
Z ajz; =0 con a; = —1 y por tanto {z1,..., 3} es un sistema ligado. m
j=1

e Se dice que H C V depende linealmente de H' C V si cualquier
vector de H depende linealmente de los vectores de H'.

Teorema 2.2 Propiedades de la dependencia lineal.

a) Siun conjunto de vectores H = {xy, xa,..., x} contiene al vector nulo,
es un sistema ligado.
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b) Si en un conjunto de vectores H = {x1, xa,..., xy} hay dos proporcio-
nales entonces, H es un sistema ligado.

c) Si H={xy, xo,..., x.} es un sistema ligado y H = {1, xa,..., x1}
es tal que H C H', entonces H' es también un sistema ligado.

d) Siun vector x es una combinacidn lineal de los vectores {x1, xa,..., Ty}
y cada uno de estos depende linealmente de {y1, yo,..., yr} entonces,
x depende linealmente de {y1, y2,..., Yr}
Demostracion.

a) 0y +0xe+---4+1-0+ -+ 0xp =0 siendo 1 # 0.
b) Sea x; = kz;. Entonces,
O0zy + -+ 0z;1 + kxj + 0z + -+ (—Kk)z; + -+ 02, =0
con k # 0, por lo que {x1, xa,..., Tx} es un sistema ligado.
c) \ixy+ -+ Nax, =0 con algin \; # 0 =
Mry+ -+ Na, + 000 + -+ 0z = 0 con \; # 0.

m m k k m k
d) z =Y Nwi=> N> gy => O Nagly; =Y By "
i=1 i=1 j=1 =1

j=1 i=1

e Se dice que un conjunto finito de vectores H = {x1, za,..., xx} CV es
linealmente independiente o que constituye un sistema libre si no
es un sistema ligado, es decir, si de cualquier combinacion lineal de ellos
igualada a cero, se deduce que todos los coeficientes han de ser nulos.

k
E ar;i=0=a=ay=---=qa; =0.
i=1

En el caso particular del espacio vectorial (R", +, -) esta definicién es equiva-
k

lente a decir que el sistema homogéneo E a;x; = 0 es incompatible, es decir,
i=1
solo admite la solucién trivial. Por tanto, para comprobar si un conjunto de

vectores {x1, Ta,..., ,} C R™ es un sistema libre o ligado, se plantea el
n

sistema de ecuaciones E a;x; = 0 y al resolver,
i=1
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- si sOlo admite la solucién trivial < sistema libre.

- si admite solucién distinta de la trivial < sistema ligado.

También se puede estudiar la dependencia o independencia lineal mediante
escalonamiento o triangularizacion.

Teorema 2.3 Propiedades de la independencia lineal.

a) Un conjunto formado por un inico vector no nulo, es un sistema libre.

b) Si H = {x1, xa,..., x,} es un sistema libre, cualquier subconjunto no
vacio de H es también un sistema libre.

c) Ningin sistema libre puede contener al vector nulo.

Demostracidn.

a) Six #0y ar =0= a=0= {z} es un sistema libre.

b) Sea {zy,..., x.} C{x1,..., zx}. Si{xy,..., x,} fuese ligado entonces,
{z1,..., x} serfa ligado en contra de la hipdtesis (ver el apartado c) del

Teorema .

c) Si contuviese al 0, seria un sistema ligado (ver el apartado a) del Teo-

rema . |

2.4.1 Espacios vectoriales de tipo finito

Un espacio vectorial V' se dice de tipo finito si posee un sistema finito de
generadores es decir, si existe un conjunto finito {uy, us,..., u,} de vectores
de V tales que

n
VeeV=ax= g ou; con oy € K
i=1
donde K es el cuerpo de definicién de V; a efectos préacticos K = R.
Evidentemente, el conjunto de generadores de un espacio vectorial no es
unico.
Existen numerosos espacios vectoriales que no estan engendrados por un

niumero finito de generadores, por ejemplo, el espacio vectorial de los polino-
mios, pues cualquier conjunto finito de polinomios {p;(x), p2(x),..., pa(z)},
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cualesquiera que sean sus grados, generan a un subconjunto de Plx| pero no
a todo P|x].

Otros espacios vectoriales estan generados por un numero finito de genera-
dores, como por ejemplo R, R™*"™ § P,[x], el espacio de los polinomios de
grado menor o igual que n en la variable x.

2.4.2 Bases de un espacio vectorial

Un conjunto B = {uy, us,..., u,} de vectores de un espacio vectorial V' de
tipo finito y definido sobre un cuerpo K se dice que constituye una base si
cumple:

a) B es un sistema generador de V.

b) B es un sistema libre.

Teorema 2.4 Todo espacio vectorial V' finito y no nulo posee, al menos, una
base.

Demostracion. Por tratarse de un espacio vectorial de tipo finito, existe un
sistema generador finito H = {uy, ua,..., u,} tal que V.= L(H) y como
V' # {0} uno, al menos, de estos vectores generadores es no nulo, es decir,
existen subconjuntos de H formados por vectores linealmente independientes.

Entre todos estos subconjuntos de H elegimos uno cuyo nimero de vectores
sea maximo. Sea este {uy, ua,..., u,} con 1 <r < ny veamos que constituye
una base.

a) Es un sistema libre por construccién.

b) Veamos que es un sistema generador de V. En efecto: como el conjunto
de vectores {uj, us,..., u,} es un sistema generador de V', cualquier
vector x € V' es combinacion lineal de ellos.

Como por otra parte, todos ellos son combinaciéon lineal de los vectores
{uy, ug,..., wu,}, cualquier vector x € V puede ser expresado como
combinacién lineal de {uy, us,..., u,.} (ver el apartado |4 del Teorema
, por lo que es un sistema generador de V.

Al ser {uy, us, ..., u,} un sistema generador y libre, constituye una base de
V. [

Teorema 2.5 Todas las bases de un espacio vectorial V' poseen el mismo
numero de vectores.
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Demostracién. Sean B = {uy, uz,..., u,} y B ={v1, va,..., v,} dos bases
de un mismo espacio vectorial V.

a) Supongamos que n > p

Por ser B’ una base de V, existen «;; € K tales que

U] = QU1 + -+ Q1pUp
Up = Qp1V1 + - - + QppUp

n

Entonces, como Z)‘iui =0=X\=0 Vi=1, 2,..., npor ser Bun
i=1

sistema libre se tiene que

Al(allvl + -+ OélpUp) +--+ )\n(anlvl +- anpvp) =0=

los coeficientes de vy, vg,..., v, han de ser nulos por ser B’ otra base,
)\1a11 +---+ )\nanl =0

y por tanto : y como n > p el sistema ho-
My + 4 Ay =0

mogéneo es compatible, por lo que admite solucién (A, Ag,..., A,) dis-

tinta de la trivial, en contra de que \; =0 Vi=1, 2,..., n. Deducimos

pues que n ¥ p o lo que es lo mismo, que n < p

b) Supongamos que p > n

Un razonamiento analogo al anterior nos conduce a que p ¥ n es decir,
aquen>p

Como hemos llegado a que n < p y n > p tenemos que necesariamente es
n=np. [

e Se define dimension de un espacio vectorial V' de tipo finito y se denota
por dim V' como el nimero de vectores que posee una base cualquiera
del mismo.

Hay que destacar que si B es una base de V significa que cualquier vector
x € V puede ser expresado como combinacién lineal de los elementos de B, es
decir

n
VIGVﬁszxiui:xlul—l—xQuQ—l—---—i—xnun con z; € K
i=1
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e A los escalares (z1, xa,..., x,) se les denomina coordenadas o com-
ponentes del vector x respecto de la base B. Para no confundir el vector
con sus coordenadas o incluso un elemento de R"™ con sus coordenadas
respecto de una determinada base B, denotaremos las coordenadas de la
forma (z1, z2,..., z,)B. A veces se prescinde del subindice cuando por
el contexto se sobreentiende que en todo momento nos referimos a las
coordenadas respecto de una base fijada previamente.

Teorema 2.6 Las coordenadas de un vector respecto de una base son unicas.

Demostracion. Sea V un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K y
consideremos una base B = {uy, ua, ..., u,} de dicho espacio.

n
VeeV o= E x;u; donde (zq, xo,..., ,) son unas coordenadas de x

i=1
respecto de la base B.

Supongamos que existieran otras coordenadas (y1, va, ..., yn) de x respecto
de la misma base B, es decir

n
Tr = E YiU;
i=1

Entonces, r —x = szul—z Yill; = Z(xz—yz)uz =0yalser {u;}iz1 2. n

i=1 =1 =1
un sistema libre, z; —y; =0 Vi, porloque z; =y; i =1, 2,..., n. Es decir,
las coordenadas de un vector respecto de una base son tunicas. [ |

e De entre todas las bases del espacio vectorial (R”, 4, -) hay una que
recibe el nombre especial de base candnica y suele denotarse por

C={ey, e3,..., €,}, siendo
€1 = (1,0,0,...,0)
€9 = (0,1,0,...,0)

en = (0,0,0,...,1)

La demostracién de que realmente constituye una base es trivial, dada
la sencillez en la estructura de sus elementos:

— se trata de un sistema generador ya que cualquier vector
(x1, 2,23, ...,2,) puede obtenerse como
Trie1 + Toes + xzesz + ... + The,
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— es un sistema libre de vectores pues
n
g xie; = (r1,29,...,2,) =0 17 =0,20=0,...,2, =0
i=1

Obsérvese que las coordenadas de un vector respecto de la base candnica
coinciden con los n valores que componen el vector.

e Dado un espacio vectorial V' de dimensién finita, dim V' = n, una vez ele-
gida una base B para dicho espacio, podemos establecer un isomorfismo
entre el espacio V' y el espacio R™. Es decir, podemos asociar (iden-
tificar) cada vector de V' con un unico elemento de R™ que representa
sus coordenadas respecto de la base elegida. Con esta idea, podemos
prescindir de trabajar con los vectores originales (matrices, polinomios,
funciones, etc.) y trabajar con sus coordenadas.

Teorema 2.7 Fijada una base B en un espacio vectorial V de dimension n,
el congunto de vectores {xy,xs,...,Tm} es un sistema libre si y solo si lo es el
conjunto de sus coordenadas como vectores de R".

Demostracién. Sean (1, Z,...,Zym), para i = 1,...,m, las coordenadas
del vector z; € V respecto de la base B = {vy,vs,...,v,}. Nétese que

m m n
ZO./Z'ZL'Z' =0& ZO&,(Z fL‘ijUj) =0&
i=1 i=1 j=1

n m
Z(Z a;x;;)v; = 0 & por ser B base
1 i=1

j=

T+ emer + ...+ ATy = 0
a1tz + QT + ...+ pTpe = 0
<~
1T, + Qoop + ...+ QpTmn = 0
11 T21 Tm1 0
T12 T22 Tm2 0
oy . + ) + ot a, . =
Lin Lon Lmn O
por tanto, los vectores {xy,xs,...,z,} son linealmente independientes si y
solo si lo son los vectores de R™: {(z11, %12, ..., Z1n), (To1, T2, ..., Tap), ...,

(xml,me,...,xmn)} "
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2.4.3 Rango de un conjunto de vectores

Llamamos rango de un conjunto de vectores al mayor ntimero de ellos li-
nealmente independientes.

., Qué operaciones o modificaciones se pueden realizar en un conjunto de vec-
tores de forma que no se altere la dependencia lineal, es decir, sin que se altere
su rango?

a) Sien un conjunto de vectores {x;, za,..., x,} se aplican transforma-
ciones elementales, su rango no se altera. La transformacién Fj; con-
siste simplemente en cambiar de orden dos vectores; la transformacién
F;(«) (para o # 0) consiste en reemplazar el vector x; por un miltiplo
de él, ax;. Obviamente este reemplazamiento no cambia el nimero de
vectores linealmente independientes que existe en el conjunto. Final-
mente, la transformacién Fj;(a) reemplaza el vector x; por el nuevo vec-
tor v = x;+ax;. Veamos que esto tampoco cambia el nimero de vectores
linealmente independientes:

n
e Si x; es combinacion lineal de los restantes vectores, x; = g ATk,
k=1
ki
n
entonces resulta v = z;+az; = E Aex +oaxj, de donde v también
k=1
ki
es combinacion lineal de los restantes.
e Si z; es linealmente independiente de los demads, necesariamente
n
v también pues en caso contrario, si v = x; + ax; = g ATk,
k=1
ki
n
despejando z; resulta x; = g AkTr — ax; con lo que tendriamos
k=1
ki

que x; es combinacién de los demas también, lo cual es imposible.

b) La dependencia o independencia lineal del conjunto {x1, xs,..., x,} de
vectores, equivale a la compatibilidad o incompatibilidad del sistema de
ecuaciones lineales homogéneo dado por ayxy + asxs + - - + apx, =0

o111 + -+ Ty = 0 T11 o Tim Qaq
& oo, : < Ar =0

Q1Tp1 + 0+ T = 0 Tn1 *°° Tpm (8779
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donde las columnas de A son las componentes de los vectores x; € R™
con 1 <i<m.

Como el rango de {x1, 2,..., =, } no varia al hacer transformaciones elemen-
tales, esto equivale a que el rango de A no se altera al hacerle transformaciones
elementales. Mas especificamente, si consideramos una matriz cuyas colum-
nas las forman los vectores x1, Ts,..., x,, € R", el rango de dicho conjunto
de vectores no varia si en la matriz A (cuyas columnas son dichos vectores)
realizamos

e Transformaciones columnas, como consecuencia de a).

e Transformaciones filas, como consecuencia de b).

Por tanto, el rango de un conjunto de vectores se puede calcular escalonando
la matriz A mediante transformaciones filas o columnas. Sin embargo, los
subespacios generados por las filas o las columnas son distintos.
Uy
Sea L = L({uy, ug,..., u,})ysea A= : la matriz cuyas filas son los
u’f’

vectores uy, U, ..., Up.

Triangularizando por filas obtenemos otros vectores {x1, xs,..., x,} y consi-
deremos Ly = L({x1, ©a,..., 2,}). Realizando el mismo proceso por columnas
obtenemos Lo = L({y1, Y2,---, Yr})-

En general se cumple que L = Ly y L # L,. Comprobémoslo con un ejemplo:

Ejemplo 2.5 Consideramos los vectores u; = (1,1,1,1) y ug = (2,1,1,1) de
R' y sea L = L({uy, us}).

Si realizamos transformaciones filas tenemos:
1 1 1 1 . 1 1 1 1
21 11 0 -1 —1 -1

L= £({(1,1,1,1),(0,1,1,1)}

de donde

Mientras que realizando transformaciones columnas obtenemos:

1111_}1000
2111 2 -1 00
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es decir
Ly = L£({(1,0,0,0),(2,—1,0,0)}

obteniéndose que Ly = L'y Ly # L. O

2.4.4 Rango de una matriz

Sea A € R™ ™. Se define rango fila de A y lo denotamos por r7(A) como el
rango del conjunto de vectores de R"™ formado por las filas de la matriz A.

Anélogamente, se define rango columna de A y se denota por r.(A) como el
rango del conjunto de vectores de R™ formado por sus columnas.

Teorema 2.8 [TEOREMA DEL RANGO| En toda matriz se verifica que los
rangos fila y columna coinciden.

r7(A) =1.(A)
Demostracidn.

a) Sabemos que el rango no se altera si realizamos transformaciones filas o
columnas.

b) Sabemos que mediante transformaciones elementales podemos reducir la

I, 0
( 0 0 ) =D
Z((ﬁ)) _ Ej(%))>:: } =17(A) =1(A) =1

matriz A a una de la forma

Podemos entonces hablar de rango de una matriz sin especificar si se trata
del rango fila o del rango columna y lo representaremos por r(A). Por otra
parte ha quedado demostrado que el rango de una matriz coincide con el
numero de pivotes en cualquier forma escalonada obtenida a partir de dicha
matriz.

Corolario 2.9 Cualquiera que sea la matriz A € R™ ™ se verifica que r(A) =
r(AY).
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Demostracién. Dado que 17(A) =r1.(A") y r.(A) =1p(A") y que rp(A) =
r.(A) =r(A) se tiene que

rp(A") = r(A") = r(A") = 1(A).

Teorema 2.10 Dadas las matrices A € R™*P y B € RP*™ se cumple que
r(AB) <r(A)r(B)
verificandose ademds que

r(AB) < min{r(A), r(B)}.

Demostracién. Cualquier columna de la matriz C' = AB es una combinacién
lineal de los vectores columna de la matriz A.

P p
Dieg @uibin e DT anibin
AB = :
p p
Zizl amibil T i=1 amibin
Fijandonos ahora en la primera columna de C' = AB observamos que
a11b11 + a12bor + - - - + a1pbp ai a1p
: =bn : + -+ b

amlbll + am2621 +-+ ampbpl Am1 Qmp

es decir, las columnas de C' = AB son combinaciones lineales de las de A, por

lo que
1.(AB) <r.(A) < 1(AB) <r1(A) (2.5)

Andlogamente, fijindonos en la k-ésima fila de C' = AB observamos que
(aklbll +- 4+ akpbln e aklbln 4+ akpbpn) =

a1 (b1 - bin) + - Farp(bpr - bpn)
es decir, es una combinacién de las filas de B y por tanto,

r7(AB) <r¢(B) <= r(AB) <r1(B) (2.6)
Fijandonos ahora en las ecuaciones ([2.5)) y (2.6) deducimos que
r(AB) < min{r(A),r(B)}.

Ademds, observando que r(AB) < [r(AB)]* = r(AB)r(AB) < r(A)r(B) pode-
mos asegurar que

r(AB) <r(A)r(B)
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2.5 Variedades lineales

Sea (V, +, -) un espacio vectorial y L C V. Decimos que L es un subespacio
vectorial o variedad lineal de V si L tiene estructura de espacio vectorial
para las mismas operaciones de V' y sobre el mismo cuerpo (R), es decir:

1.Vx,ye L = x+yel

L subespacio vectorial de V<:>{ 2.Vzel y VaeR = azcl

2.5.1 Caracterizacién de los subespacios vectoriales

De la propia definicién de subespacio vectorial se deduce que L es un subes-
paciode VsiysdlosiVz,ye L y Va,f € R se verifica que

ar+ Py el
Teorema 2.11 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) L es subespacio vectorial de V.
b)Va,0eER y Va,ye L= ax+ Py € L.

r+yel

c)VaeR y Vx,yELj{axEL

Demostracién.

VaoeR VeelL=axelL

1=2: yaqueporserLespaciovectorial{VBER VyeL=fyeclL

ar + Py € L.

2=3:pwaa=0Ff=1=x+ye€ L yparaf=0= ax € L.

3=1: yaqueal ser z +y € L (interna), todas las propiedades de la suma se
verifican por ser z, y € V, y analogamente ocurre con la ley externa. m

Ejemplo 2.6
a) Sea LCR?, L={x=(r1, 22, 0) : 1,75 € R}
L es subespacio vectorial de R3.

b) Sea LCR? L={z=(-0q, a) : a € R}
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L es subespacio vectorial de R?2.
c) Sea LCR? L={r=(a, 30) : a €R}

L es subespacio vectorial de R?

2.5.2 Variedad engendrada por un conjunto finito de
vectores

Sean V' C R"™ un espacio vectorial real y H C V. Se denomina variedad
lineal engendrada por H y la denotamos por L£(H) al conjunto de vectores
de V' que son combinacion lineal de los vectores de H. Al conjunto H se le
denomina sistema generador de L(H).

Teorema 2.12 L(H) es una variedad lineal de V.

Ti,eeey Thy Yiy-oo, Yp € H
Demostracién. z,y € L(H) = existen
apy ...y O, ﬁla"w 5p€R

k p
r=> amwi y=Y By
i—1 j=1

tales que:

de donde

k

k p p
ar+By=a ami+BY By =Y (aa)r+ Y (88,
i=1 Jj=1

i=1 j=1
es decir, aw + By es combinacién lineal de x1,..., 2k, vy1,..., yp € H, por lo
que ax + By € L(H) y por tanto, L(H) es una variedad lineal de V. [
Propiedades:

Sea V' € R™ un espacio vectorial y sean H, H' C V. Se cumplen:

a) HC L(H).

b) Si HC H' = L(H) C L(H').
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En efecto:

a) VeeH comoleR=1-ve€L(H)=xec L(H)=HCL(H).

k k
b)Vl‘GC(H)éx:ZaixiconxiEHCH’ix:Zaixicon

=1

i=1
v,e H =xe L(H)= LH)CLH.

c) HC L(H)= L(H) C L(L(H)).
Veamos ahora que L(L(H)) C L(H).
k P
x € LL(H)) = x = Zaixi con x; € L(H) = x; = Zﬁz’j%’ con
=1 =1
k

p Pk P
T; € H=z= ZaiZ@jxj = Z(Z Oﬁﬁz‘j)wj = Zﬁ)/jxj con x; €
J=1 J=1

i=1 j=1 i=1

H=xeL(H)= L(L(H)) C L(H) y por tanto,

2.6 Operaciones con variedades lineales

2.6.1 Interseccién

Sea V' un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K y sean L; y Lo dos
variedades lineales de V.

L = LN Ly es otra variedad lineal de V. En efecto:

x,yEL1:>/\$+,uy€L1

x,y € Ly = \v + py € Lo VApe K= Ar+puy e LiNLy

Vx,yGL:>{

Por tanto, Ly N Ly es una variedad lineal de V.
Si L; © € I es un conjunto de variedades lineales de V' entonces, L = ﬂ L; es
iel
también una variedad lineal de V. Este resultado es facil probarlo utilizando
para ello el método de induccién.

2.6.2 Union

La union de dos variedades lineales no es, en general, otra variedad lineal.
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En efecto: sean L; y Lo dos variedades lineales de un espacio vectorial V'
definido sobre un cuerpo K.

IELl (0} IELQ

vx’yELlLJLQ:}{yELI o ye L

Supongamos x € Ly ey € Ly (y € Ly, * ¢ Lo). Entonces, x +y & Ly y
x4y & Ly porloque x+y & Ly U Ly y por tanto, Ly U Ly no es una variedad
lineal.

2.6.3 Suma

Sean Ly y Lo dos variedades lineales de un espacio vectorial V' definido sobre
un mismo cuerpo K. Consideremos el conjunto

L:L1+L2:{$1+I2 cxp €Ly A JIQELQ}

El conjunto L de vectores de V' tiene estructura de espacio vectorial sobre K
y recibe el nombre de subespacio suma. En efecto:

r=x14+x9 con x4 € Lq x9 € Lo

Ve,ye L=1L1+ L, =
Y ' 2 {?J:Z/1+y2 con y1 € Ly y2 € Lo

VA 1€ Kes Ax + py = AMa1 + 22) + p(y1 + y2) = (A1 + pyn) + (Aza + p1ys)

Ty, Y1 € Ly = Awy + pyr € Ly
Como { Ta, Y2 € Lo = Axy + pyanly

Por lo que Az + py = (Ax1 + pyr) + (Axe + pye) € Ly + Lo = L
Es decir, L = L; + L es una variedad lineal de V.

Propiedades:
a) Toda variedad L que contenga a Li y a Lo, también contiene a L + Lo

y viceversa.
b) L1+ Ly es la variedad lineal mas pequena que contiene a las variedades
L1 y LQ.

En efecto:

a) Sea L una variedad que contenga a Ly y a Ls.

reli=x€l

VZEL1+L2:>z:x+y{y€L2:>y6L
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y como L es una variedad lineal
r,2yeEL=>z2=c4+yel=>L+L,CL

Reciprocamente si Ly + Lo C L
Veeli=r=x+0conxel 1 0€ly=L, CL +LyCL
Vy€L2:>y:O+yconO€L1y€L2:>L2CL1+L2CL

b) Sea L = Ly + Ly y sea L' una variedad lineal de V' tal que Ly, Ly C L'
Veamos entonces que L C L'.

Veel=x=x+axyconx €Ly, 29 € Ly =21 €L, 29 € L'y por
ser I una variedad lineal x1 + 2o € L' =2 € L' = L C L. [

2.6.4 Suma directa

Si dos variedades lineales L; y Lo de un espacio vectorial V' son disjuntas,
es decir, si Ly N Ly = {0} su suma se denomina suma directa y se denota por
L, ® Ly

Teorema 2.13 5i la suma de dos variedades es directa, cualquier vector de
dicha suma se puede expresar de manera unica como suma de un vector de
cada una de las variedades. Es decir: ¥ x € L = L1 @ Ly = existen unos
unicos vectores x1 € Ly, xo € Lo tales que x = x1 + x».

Reciprocamente si la descomposicion es unica, la suma es directa.

Demostracién. Supongamos que x € L ® Ly admitiese dos descomposiciones

T=x1+ 2Ty : 1 € L1 29 € Lo

$:y1+ygiy1€L1y2€L2} 1 2 =Y1 T Y2 1— U 2 — Y2

Como 1 —y1 € Ly yxg —ys € Lo, 11 —y1 = 29 —ys € L1 N Ly = {0} =
T1—=22—yY2=0=2x1 =11, T2 =Y
y por tanto, la descomposicion es Unica.

Reciprocamente si la descomposicion es tnica, como

r=x+0 con x€ L; 0€ Lo

V:L"EL1HL2:>3::$+O:O+$:>{ r=04+x con 0€ Ly x € Ly

y al ser dnica la descomposicién x = 0 = L; N Ly = {0}, por lo que la suma
es directa. [ |
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2.7 Ecuaciones de los subespacios.

Sean V' un espacio vectorial de dimensién n, B = {v;,vs,...,v,} una base
de V', L un subespacio de V' de dimensién r < n 'y B = {uy,us,...,u,} una
base de L.

Se llaman ecuaciones paramétricas de L a las relaciones que ligan las
coordenadas de un vector cualquiera x € L respecto de las bases B de L y B
de V.

V£L'€L<:>[E:Z)\ZUZ VZEELCV$ZE:ZJ]jUj

i—1 j=1
U1, Ug, ..., u, €V = u; = a1;01 + agVa + -+ - + apity, 221, 2,..., r
T = AMup + Aug + -+ AU, = 2101 + vy + - - - + TR0, =
A(anvr + - 4 apvy) + - F A (@101 F - F Appy) = 20+ T, =
(/\1a11 + -+ )\ralr)vl + - ()\lanl + -+ /\Tanr)vn =T + -+ TpUn
y al ser unicas las coordenadas de un vector respecto de una base, se tiene:
T = )\1@11 + -+ )\Talr
: Ecuaciones paramétricas de L.
Ty = )\lanl + -+ Aranr
Se trata pues, de un sistema de n ecuaciones con r incégnitas siendo r < n.
Si en el sistema anterior eliminamos los parametros A;, Ao,..., A, se obtie-
nen las denominadas ecuaciones implicitas de la variedad lineal L. Visto
de otra forma, un vector (xy, s, ..., x,) pertenece a la variedad L si y solo si
el sistema anterior es compatible determinado en los pardmetros {Ay,..., A }.
Por tanto, si escalonamos la matriz ampliada del sistema, no debe haber pi-

votes en la tdltima columna. Al igualar a cero esos pivotes obtenemos las
ecuaciones implicitas de L.

Ejemplo 2.7 Para hallar las ecuaciones paramétricas e implicitas de la varie-
dad L de R® engendrada por los vectores

(1,2,1,0,0),(0,-1,1,1,0), (1,0,—1,0,1),(1,1,2,1,0).

Determinamos, en primer lugar, una base de L.

1 2 100 . 1 2 100

0 -1 110 0 -1 110 s
1 0 =10 1| Fs(-1) [0 =2 =2 0 1| Fp(-2)
1 1 2 10) Fa(=1) \0o =1 1 1 0/ FEpn(-1)
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1 2 1 00
0 -1 1 120
0 0 -4 -2 1
0O 0 0 00

por tanto, una base de L es B = {(1,2,1,0,0),(0,—1,1,1,0),(1,0,—1,0,1)}
y dim L = 3. Debido a ello, cualquier vector x € L puede expresarse de la
forma:

r = (.%'1,%'2, s, .134,.1‘5) = /\1(1, 2, ]_, O, 0) + )\2(0, —]_7 1, 1, 0) + )\3(1, 07 —1, 0, ].)
de donde

I = /\1 + /\3

To = 2)\1 — )\2

T3 =M+ X — A3 Ecuaciones paramétricas de L.
Ty = Ay

T5 = A3

Obsérvese que las ecuaciones paramétricas no son unicas, dependen de las
bases elegidas. Por ejemplo, otra base de L esta formada por las filas no nulas
y finales de la matriz escalonada resultante:

B =1{(1,2,1,0,0),(0,—1,1,1,0),(0,0, —4, —2,1)},

por lo que podemos elegir libremente la base que mejor nos convenga. Vamos
a hallar ahora unas ecuaciones implicitas a partir de las anteriores ecuaciones
paramétricas:

1 0 1 = — 1 0 1 T
2 —1 0 i) Fgl(—Q) 0 -1 -2 To — 21‘1 —
1 1 -1 T3 Fgl(—l) 0 1 -2 T3 — X1 Fgg(l)
0 1 0 Ty 0 1 0 Ty F42(1)
0 0 1 zs 0 0 1 Ts
10 1 1
0 -1 -2 To — 271
0 0 —4 —31’1 + 29 + X3 —
0 0 2 —25(71 + o + x4 2F4+F3
0 0 1 T5 4F5 + F3
1 0 1 1
0 -1 =2 Ty — 214 —Tx1 4+ 3x9+ 23+ 224 =0 }
0 0 —4 —3x1 + X9 + 23 =
0 0 0 —7v;+3wy+ 33+ 21y =321 + oy + w3+ 45 =0

0 0 0 —333'1 + X2 +33'3+4.1'5

Estas dos ultimas son unas ecuaciones implicitas de L. 0]
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Analicemos una forma alternativa de resolver el ejercicio anterior. Puesto que
el objetivo del primer escalonamiento en el ejercicio es sélo determinar vectores
linealmente independientes en L, podemos ahorrar esfuerzos y pasar directa-
mente al segundo escalonamiento para hallar simultdneamente las ecuaciones
implicitas y una base de L. Basta tomar desde el principio todos los vectores
generadores de L:

1 0 11 = — 10 1 1 1
2 —1 01 ) le(—2> 0 -1 -2 -1 Tog — 2371 —
1 1 -1 2 T3 Fgl(—l) 0 1 -2 1 T3 — I F32(1)
0 1 01 x4 0 1 0 1 Fia(1)
0 0 1 0 =5 0O 0 1 0 Ts
1 0 1 1 i
0o -1 -2 -1 To — 21’1
0 0 —4 0 —35171 + 29 + 23 —
0 0 2 0 —2$1+3§'2+l’4 2F4+F3
0 0 1 0 T5 4F5 +F3
10 1 1 T
0 -1 -2 -1 Tog — 21’1
0 0 —4 0 —31’1 + X9 + X3
0 0 0 0 —7$1+3$2—|—5L’3+2$€4

0 0 0 0 —3271 + X9 + T3 +4l’5

Como puede observarse se han obtenido las mismas ecuaciones implicitas para
L. Por otra parte, puesto que los pivotes del escalonamiento se encuentran
en las tres primeras columnas de la matriz, una base de L esta formada por
los tres primeros vectores del sistema generador inicial. Esto nos llevaria a
construir las mismas ecuaciones paramétricas que en la resolucion anterior.

2.7.1 Ecuaciones del subespacio suma

Sean dos subespacios vectoriales L; y Lo de un mismo espacio vectorial V.
Supongamos que disponemos de una base para cada uno de los subespacios:
{uy,ug,...,u,} base de Ly y {vy,vq,...,vs} base de Ly. Queremos caracterizar
el subespacio suma L, + Ls, proporcionando sus ecuaciones.

Sea x € L1 + Lo = x = x1 + x5 con x; € L;. De donde resulta que

r s
r =2 + To = E o U; —+ E ﬁjvj
i=1 j=1
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es una combinacién lineal de los vectores {uy, us, ..., U, v1, v, ..., vs}. Tene-
mos por tanto un sistema generador de L;+ Ly sin mas que juntar las dos bases.
A partir de este sistema generador podemos eliminar vectores linealmente de-
pendientes y obtener una base de L; + Ly. Con esa base, ya sabemos cémo
obtener las ecuaciones paramétricas e implicitas que caracterizan al subespacio
suma.

2.7.2 Ecuaciones del subespacio interseccion
Sean dos subespacios vectoriales L; vy Ly de un mismo espacio vectorial V.

Supongamos que disponemos de unas ecuaciones implicitas para cada uno de
los subespacios, referidas a una misma base del espacio V:

a1y + apry + ... apr, = 0

211 + Goxe + ... QopX, = 0
Ll :

amr1 + aury + ... apr, = 0

biizy + biare + ... bz, = 0

b21$1 + ngZL‘Q + ... bgnl‘n =0
LQ . . . . .

bslxl + bSQ.ﬁEQ + ... bsn.ﬁlfn =0

Queremos caracterizar el subespacio interseccion L; N Lo, proporcionando sus
ecuaciones.

Sea x € L1 N Ly. Como = € L;, i = 1,2 entonces ha de verificar las ecuacio-
nes implicitas de ambos subespacios. Tenemos entonces un nuevo sistema for-
mado por la unién de los dos sistemas de ecuaciones anteriores. Si obtenemos,
mediante escalonamiento, un sistema equivalente al anterior, las nuevas ecua-
ciones no nulas del sistema resultante constituyen unas ecuaciones implicitas
del subespacio interseccion L; N Ly. A partir de tales ecuaciones implicitas
podemos obtener, resolviendo el sistema, una base del subespacio y con ésta,
unas ecuaciones paramétricas.

Ejemplo 2.8 Sean los subespacios vectoriales Ly = £({(1,1,0,1),(0,1,1,0)})
y Ly = L£({(1,0,0,0),(0,1,0,1)}). Hallar bases, ecuaciones paramétricas y
ecuaciones implicitas de las variedades: Ly, Lo, L1 N Ly y Ly + Lo.

Calculamos en primer lugar unas ecuaciones implicitas de Ly:

10 T - 10 T

11 i) Fgl(—l) 01 To — I1 —

0 1 3 01 a3 Fip(—1)
1 0 x4 Fu(-1) 0 0 z4y—u2



58 Sistemas de ecuaciones lineales. Espacios vectoriales.

1 0 T

01 To — X1 . I — X9 + T3 =0
0 0 x3—a2+ 21 — Ll'{—azl + x4 = 0
0 0 T4 — X1

Como los pivotes se encuentran sobre las dos primeras columnas, los dos vec-
tores del sistema generador de L; son linealmente independientes y por tanto
constituyen una base de L;. A partir de esta base obtenemos las ecuaciones
paramétricas

r = At

To = A+ A . oy
Ecuaciones paramétricas de L4

I3 = Ao

Ty = >\1

De manera analoga, para Lo tenemos:

—_

0 1 zy — 0 1 ) —
00 T3 0 0 I3
01 Ty F42<—1) 00 Ty — T2
. T3 =0
LZ.{ — X9 + Ty = O

Como los pivotes se encuentran sobre las dos primeras columnas, los dos vec-
tores del sistema generador de Lo son linealmente independientes y por tanto

constituyen una base de Ls. A partir de esta base obtenemos las ecuaciones
paramétricas

T = A

To = /\2 . Jr
Ecuaciones paramétricas de Lo

r3 = 0

Ty = A

El subespacio interseccién, L N Ly, viene determinado por las ecuaciones
1 — X9 + X3 =0

L Ly —I1 . + @4 i

— X2 + x4 =

o O O

Si escalonamos dicho sistema resulta:

1 -1 10 - 1 -1 10

1 0 01| Fu@») [0 -1 1 1 =
0 0 10 00 10

0 -1 01 0 -1 0 1) Fu(-1)
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1 -1 1 0
0 -1 1 1
0 0 1 0
0 0 —-120
rr —
leLQ : -

59

-1 1 0
-1 11 N
0 1 0
0 00

=0
+ 14 = 0

= 0

que constituyen sus ecuaciones implicitas. Resolviendo el sistema, tenemos
x3 =0, z9 = x4 y 1 = x4. Una base de L; N Ly estd formada (para z4 = 1)
por el vector (1,1,0,1) y sus ecuaciones paramétricas son:

T
T2
T3
Ty

I
> O > >

Ecuaciones paramétricas de Ly N Lo

Finalmente, un sistema generador de L; + Ls esta formado por la unién de

las bases de Ly y Lo. A partir de éste, obtenemos las ecuaciones implicitas:

0

1
0
1

I —
) Fgl(—l)
T3
Ty F41(—1)
T1
T2 — X1

—1 lL'g-ZEg—f-l’l

1 01
1 10
010
1 00
10 1 0
01 -1 1
0 0 1
00 -1 1

Ty — I

o O O

—

F43(1)

o O O

—> ecuacion implicita de Ly + Ls :

—_— o = O

o O = O

T
Ty — X7 -

x3 Fgg(—l)
Ty — I
1 0 T1
—1 1 To — X1
1 —1 [E3—JZ2+ZL‘1
0 0 T4+ Tz — To

—To+ a3+ x4 =0

Como los pivotes se encuentran en las tres primeras columnas de la matriz,
una base de L; 4+ Lo esta formada por los tres primeros vectores del sistema
generador: {(1,1,0,1), (0,1,1,0), (0,1,0,0)}. Las ecuaciones paramétricas

son:
T
X2
Z3
Ty

AL+ A3
AL+ Ao
A
A1

Ecuaciones paramétricas de L1 + Lo
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2.8 Propiedades de los espacios vectoriales de
tipo finito.

Sea V' un espacio vectorial de tipo finito con dim V' = n.

Teorema 2.14 Todo subespacio propio H de V. (H C 'V siendo H # V') tiene
dimension menor que la de V.

Demostracion. dim H < dim V' ya que si V tiene dimension n, no podemos
encontrar n + 1 vectores linealmente independientes. Veamos entonces que si
H es un subespacio propio de V' es dim H # dim V.

H subespacio propio de V.= 3 2 € V : = & H. Si{u, ug, ..., u}
es una base de H, H' = L({uy, ug,..., ug, x} es otro subespacio de V' con
dmH' =k+1
dimV >dimH' > dimH = dimV > dim H
Por tanto, la dimensiéon de H es estrictamente menor que la de V. [

Teorema 2.15 Dado un conjunto de vectores linealmente independientes

{Ul, Uy ..., uk}

siendo k <n =dimV, se pueden encontrar n — k vectores ugi1, Ugia, .., Un
tales que el conjunto {uy, ..., ug, Ugi1,..., Uy} constituya una base de V.
Demostracién. {u;, us,..., ux} genera un subespacio de V' de dimensién
k <mn Hy = L({uy, us,..., ug}) es decir, H; es un subespacio propio de V
por lo que existe, al menos, un vector ug,q € V tal que ugy1 & Hi.

{uy,..., ug, ugi1} es un sistema libre (ya que ugy1 ¢ H) que genera a
la variedad Hy = L({u1,..., uk, uri1}), que es otro subespacio de V de

dimension k + 1.

Si k 4+ 1 = n queda probada el Teorema. Si k+ 1 < n, Hs es un subespacio
propio de V por lo que existe otro vector uyo € Hs y hacemos un razonamiento
analogo al anterior.

Este proceso podra continuarse n — k veces, por lo que podran encontrarse
los n — k vectores indicados. [ |

Teorema 2.16 Si {uy,..., u,, v1,..., vy} es un sistema libre, los subespa-
cios Hy y Hy dados por Hy = L({u1,..., u.}) y Hy = L({v1,..., v,}) son
disjuntos, es decir, Hy N Hy = {0}.
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T
$€H1:>:U:Zaiui

=1

Demostracion. x € Hy N Hy = p
.TEH2:>.Z':ZﬁjUj
j=1

T p
O=z—x= E Qi — E Bjvj y como {us,..., U, v1,..., Up} €s un sistema
i=1 =1

= ‘]:
libre, y = =a, =0 =---=0,=0=2=0= H N Hy,={0}. [

Teorema 2.17 St H, y Hy son dos subespacios de V', se verifica que

dim(H; + Hs) = dim Hy + dim Hy — dim(H; N Hy)

Demostracién. Sea {ui, us,..., u,} una base de Hy N Hy y ampliémosla
hasta obtener una base {uy, ug,..., u,, ai,..., a,—.} de Hy y otra base de
H2 {Ul, U2,y Up, b17 LR bm—r}‘

Veamos que {uy, ug,..., Up, a1,..., Gp_p, b1,..., by_,} es una base de
H, + H,.

a) El conjunto {uy, ug,..., Up, a1,..., Gy_p, b1,..., by} €s un sistema

libre ya que {uy, ug,..., 4., ai,..., a,_,} lo es por ser una base de

H, y los vectores by, ..., b,_, son linealmente independientes con ellos,

pues si algin b; dependiera de ellos seria b; € Hy, y como b; € Hy se
tendria que b; € Hy N Hy, por lo que b; seria combinacion lineal de los
Uly .oy Uy y {us, U, ..., Uy, by, ..., by} n0 seria un sistema libre, en
contra de que constituye una base de Hs.

b) {u1, ug,..., Up, @1,..., Ay, b1,..., by_,} generan a Hy + Hy. En
efecto:

VeeH +Hy=x=u+v con u€ H ve Hy,=

v = ﬁlul + - +ﬁrur +ﬁr+1b1 + - +5mbm—r

T = (al + Bl)ul + -+ (ar + 67"),“7‘ + Qrq107 + oy + /6T+1b1 +
et mem—r =

U= QU + -+ Uy + Qp1Q1 + -0 Ay }:>

{ug, ..., Uy, ay,..., Gypp, b1,..., by} genera a Hy + H.

Por tanto, dim(H; + Hy) = n+m—r = dim H; +dim Hy —dim(H; N H,).
|
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Teorema 2.18 St Hy y Hy son dos subespacios complementarios de un espa-
cio vectorial V', es decir tales que Hy + Hy =V 'y Hy N Hy = {0}, se verifica
que

dimV = dim H; + dim H,

Demostracién. Hy + Hy, =V = dim V = dim(H; + H>)

Por el Teorema anterior nos queda entonces que:

dimV = dim H; + dim H,

2.9 Cambio de bases

Sea V' un espacio vectorial finito y consideremos dos bases cualesquiera
B={uy, ug,..., u,} y B ={v1, va,..., v,} del espacio V.

Se llaman ecuaciones de cambio de bases en V' a las relaciones que ligan
las coordenadas de un mismo vector & € V respecto de las bases By B'.

T = Z Aty = (A1, ..., Ap)g  coord. de x respecto a B
VeeV= it
T = Z/M}i = (p1,.. ., “")B' coord. de x respecto a B’
i=1

Como B = {vy, va,..., v,} C V podemos expresar cada uno de los vec-
tores de B’ en funcién de la base B, es decir, (ai;, agj, ..., anj)R seran las
coordenadas de v; respecto de la base B.

T = Z ANl = Z/Lj'l)j = ZIUJ (Z aijui) = Z <Z &m’/ij) U; =
=1 7=1 7=1 =1 =1 7j=1

n

/\i:Zaij,uj Z:L 2,...771

j=1

o en forma matricial,

Al aipr - Qip M1

= es deCir xB:PBleB,
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donde PB/ B € R™™ es la matriz del cambio de bases, llamada también matriz
de paso, xg es el vector de coordenadas referido a la base B y x B el vector
de coordenadas referido a la base B’. Obsérvese que las columnas de la matriz
PB' B estdn formadas por las coordenadas de cada vector de B’ respecto de la
base B. Veamos dos propiedades interesantes de las matrices de paso:

¢ Ppp es una matriz regular ya que sus columnas son las coordenadas de
los vectores de una base y éstos son linealmente independientes.

o (P B)_l = Ppp. Puesto que las coordenadas de un vector respecto de
una base son unicas, tenemos:

rg = Pgprg = v = (Pgpg) 'zg por ser matriz regular _
TR = PBB/x B ecuacion del cambio de B a B’

-1
(Ppp)™ =g
Ejemplo 2.9 Dadas las bases de R*

B = {u1, ug, us, us}

y
B/: {Ulu V2, U3, U4}

donde vy = uy — 2us +uz , Vg =U; — U3, U3 = U + Uy , Vg = U + U3
se desea conocer:

a) Ecuaciones del cambio de bases.

b) Si  tiene de coordenadas (1,2,0,—1)g, ;qué coordenadas tendra res-
pecto a B'?

c¢) Si z tiene de coordenadas (0,0, —1,1) B> Lqué coordenadas tendrd res-
pecto a B?

Para resolverlo, nos basta con:

a)

vy =uy —2uy +ug — v =(1,-2,1,0)g
Vg = U1 — U3 — U2:<1,0,—1,0>B
U3z = U + Uy — Vs = (0, ]_, 0, 1)6
Vg4 = U + U3 - 042(0,1,1,0)6

y estamos en condiciones de escribir la ecuacién matricial del cambio de

base IB = PB/BJ;B':
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zo | | -2 0 11 )
I3 B 1 -1 0 1 ZL‘g
T4 0O 010 )

1 1 100 )

2| | -2 o011 A

Dl oo [T 121001 o |7

~1 010 x|
! 1 100\ '/ 1
o | | -2 o011 2
o |7 1 -1 01 0
x| 0 010 —1

de donde obtenemos una vez resuelta la matriz inversa:
/ / / /
ry=-1/2 | 2,=3/2 |, xy=—-1, 2, =2

Es decir, las coordenadas de x respecto de la base B son x = (—%, %, —1, 2)8'

71 1 100 0 0
N | _[ -2 011 0| _ 0
T3 1 -1 01 1 1
T4 0 010 1 ~1

Es decir, las coordenadas de x respecto de la base Bsonz = (0,0,1,—1)p3.

O

2.10 Espacios fundamentales asociados a una
matriz.

Generalmente los subespacios vectoriales pueden ser descritos de dos formas:
dando un conjunto de vectores que generen a dicho subespacio, tal como sucede
con el espacio columna (o el espacio fila) de una matriz, donde se especifican
las columnas (o filas) o dando una lista de restricciones que debe cumplir
el subespacio, es decir, en lugar de dar los vectores que lo generan, dar las
propiedades que deben cumplir. Por ejemplo, el espacio nulo de una matriz
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A consta de todos los vectores que verifican Ax = 0 donde cada una de las
ecuaciones de este sistema representa una restriccion.

En el primer tipo de descripcion puede haber filas o columnas combinacio-
nes lineales de las demas y por ello, no seria necesario darlas para definir al
subespacio. En la segunda, pueden existir restricciones a las que les ocurra lo
mismo, es decir, que puedan evitarse por estar implicitamente exigidas en las
demés. En ambos casos es dificil dar una base a simple vista, siendo necesario
un procedimiento sistematico.

La idea consiste en dar una base para cada uno de los subespacios asociados
a una matriz A a partir de una matriz escalonada U, obtenida por eliminacién
gaussiana.

2.10.1 Espacio fila de A: [R(A")].

Al aplicar la eliminacién gaussiana a una matriz A se produce una matriz
escalonada U. El espacio fila de U o espacio generado por las filas de U, se
obtiene directamente. Su dimensién es el nimero de filas linealmente indepen-
dientes y las filas no nulas constituyen una base.

El espacio fila de A tiene la misma dimensién que el de U asi como la misma
base, ya que ambos espacios fila son el mismo, pues las transformaciones ele-
mentales filas no alteran el espacio fila, ya que cada fila de U es una combi-
nacién lineal de las de A por lo que el nuevo espacio fila estd contenido en
el primitivo. Como cada paso puede anularse al mismo tiempo mediante una
transformacion elemental inversa, el espacio original esta contenido en el nuevo
espacio fila.

2.10.2 Espacio nulo de A: [N(A)].

Se denomina espacio nulo de una matriz A a la variedad formada por todos
los vectores x € R" tales que Az = 0.

El propésito original de la eliminaciéon gaussiana es el de simplificar un sis-
tema de ecuaciones lineales haciéndolo mas manejable y sin alterar sus solu-
clones.

Dado el sistema Az = 0 y mediante eliminaciéon obtenemos Uz = 0 siendo el
proceso reversible y por tanto, el espacio nulo de A es el mismo que el de U.

Dado el sistema con m-ecuaciones, de las m-aparentes restricciones de Ax = 0
suponemos que sélo r son independientes (r < m) y estaran especificada por
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cualesquiera r-filas de A que sean independientes, o lo que es lo mismo, por
las r-filas de U no nulas.

El espacio nulo de A, N(A) tendrd dimensién n — r y podemos obtener una
base mediante la reduccién al sistema Uz = 0 que tiene (n —r)-variables libres
correspondientes a las columnas de U sin pivotes. Dando alternativamente los
valores 1 y 0 para cada una de las variables libres y resolviendo Uz = 0 para
las restantes variables, mediante sustitucién regresiva obtenemos los (n — r)-
vectores que forman una base de N(A).

Ejemplo 2.10 Para hallar una base del espacio nulo de la matriz

1 3 3 2
A=100 3 1
00 0O
133 2 il
dadoque U=A, Uxz=0= | 0 0 3 1 x2 =0
0000 3
T4
1+ 3x2+ 323+ 224 =0 Ty = —323
31’3—}-1‘420}¢> $1:—3$2+3I’3 }:>

To=1 23=0 = x1=-3 24=0 (—3,1,0,0)
To=0 z3=1 = x2,=3 Ty=—3 (3,0,17—3)

BN(A) = {(_37 1,0, 0)7 (37 0,1, _3)}

2.10.3 Espacio columna de A. [R(A)].

Es frecuente denominarlo recorrido de Ay se denota por R(A), siendo con-
sistente con la idea usual de recorrido de una funciéon f como el conjunto de
todos los posibles valores de f(z). Si f(z) estd definida, x estd en el dominio
y f(z) es el recorrido.

En nuestro caso, el dominio de la funcién f(z) = Az consta de todos los
vectores x € R" y su recorrido, de todos los posibles valores Ax. En definitiva,
los valores b para los que puede resolverse Ax = b.
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El problema que pretendemos resolver es encontrar una base de R(A) asi
como su dimensién. Una idea razonable es calcular el espacio fila de A’ que
coincide con el espacio columna de A pero vamos a relacionarlo a continuacién
con la eliminacién gaussiana.

Hay que destacar que los espacios columnas de A y de U no coinciden. La
eliminacion gaussiana no altera ni el espacio nulo ni el fila, pero las columnas
son completamente diferentes. Si por ejemplo

1 3 3 2 1 3 3 2
A= 2 6 95 = U=10031
-1 -3 3 0 0000

es cierto que, cada vez que ciertas columnas de U forman una base del espacio
columna de U, las correspondientes columnas de A forman una base del espacio
columna de A. La razon es que el sistema Ax = 0 es equivalente al Uz = 0,
teniendo por tanto las mismas soluciones.

Encontrar una base de R(A) consistird en encontrar una base del espacio
columna de U y como sabemos que al ser linealmente independientes las r-
filas distintas de cero de la matriz escalonada U también lo son las r-columnas
que contienen a los pivotes no nulos, podemos asegurar que una base de R(U)
esta constituida por las r-columnas de U que contienen a los pivotes no nulos.

Conclusién:

La dimensién del espacio columna de A es igual a la dimension del espacio fila
R(A"), el ntimero de columnas independientes es igual al nimero de filas inde-
pendientes, es decir, una base de R(A) estd formada por aquellas r-columnas
de A correspondientes en U a las que contienen a los pivotes no nulos.

El hecho de que tanto el espacio fila como el espacio columna tengan la misma
dimension, expresa uno de los teoremas mas importantes del Algebra Lineal
denominado teorema del rango: el rango fila es igual al rango columna.

2.11 Teorema de Rouche-Frobenius

Consideremos el sistema de ecuaciones lineales no homogéneo

1121+ + ATy = bl

S S Arx =0

Am1T1 + * F QnTy = bm
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donde A € R™", x € R™! b R™*!,
Se denomina matriz ampliada con los términos independientes y se denota
por (Alb) a la matriz
apg v by
(Alb) =

m1 = Qmnp bm
Teorema 2.19 [TEOREMA DE ROUCHE-FROBENIUS.|

a) El sistema Ax = b es compatible, es decir, tiene solucion si y sélo si

r(A) =r(Alb).
a.1) Si b =0 el conjunto de soluciones de Ax = 0 constituye un subes-
pacio vectorial L de R".

a.2) Sib+# 0 el conjunto de soluciones, si existen, es de la forma x1+ L
donde x1 es una solucion particular de Ax = b y L es la variedad
lineal de los vectores soluciones de Ax = 0, es decir, del espacio

nulo de A.

b) Sir(A)=r=dimL=n—r.
Demostracién.

a) Si Ax = b tiene solucién, equivale a que b es una combinacion lineal de
las columnas de A, es decir, al anadir a la matriz A la columna b, no se
altera su rango y por tanto r(A) = r(A|b).

a.1) Six, yverifican que Ar =0, Ay =0=,V\, pe€ R, ADz+uy) =
Max + pAy = A0+ p0 =0 = Az + py € L = el conjunto L de las
soluciones de Az = 0 es una variedad lineal de R™.

a.2) Six, zy verifican Ax = b, Ax; =b = A(x — 1) = Az — Az, =
b—b=0=zx—0,€L=>x€x+L.

b) r(A) = r equivale a decir que el sistema Az = 0 posee n — r variables
libres, es decir, que dim L = n — r. [ |

Observaciones:

e De a) se deduce que Az = b es incompatible si y solo si r(A) # r(A|b)
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e De b) se deduce que si r(A) = r = n entonces dim L = 0 y por tanto
el espacio nulo estd formado sélo por la solucién trivial. El sistema
homogéneo Ax = 0 es incompatible.
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2.12 Ejercicios propuestos

Ejercicio 2.1 Resolver, utilizando el método de reduccién de Gauss, el si-

guiente sistema:

T
—2x
2x
3x

+

_I_
+

2y
4y
4y
6y

2t
3t

t
4t

qu = 4
6bu = —6
qu = 4
Tu = 8

Ejercicio 2.2 Resolver, utilizando el método de reduccién de Gauss, el si-
guiente sistema homogéneo:

o O O

Ejercicio 2.3 Discutir, y resolver en su caso, segin los valores de a, los sis-

temas:
r — Yy
3z + 2y
dr + y

W

8

8 8
+ + +

S &
+ 4+

ISR

I

IS

<
o
I
|
S

Ejercicio 2.4 Discutir, y resolver en su caso, segin los valores de a y ¢, el

sistema:

Ejercicio 2.5 Estudiar, segin los valores de m,

8 8 8 8

6x + 18y
Tr — 2y
4z + 10y

_I_

+

NS SIS

+ o+
IS SRS R S RN

at

t
t
t

2mz

4z
6z

Ejercicio 2.6 Estudiar, y resolver el sistema:

dr + 2y +
2 + 4y +
2v + 4y + 8z

z

2z

= c
= 0
= 12
= -8

el siguiente sistema:

= 0
=0
= 0
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. 1 2 .
Ejercicio 2.7 Sea A = ( 3 m ) Se pide:

a) Encontrar m para que existan matrices cuadradas By no nulas tales que
A-B=0.

b) Probar que el conjunto de todas estas matrices B, es una variedad lineal
de las matrices cuadradas de orden 2.
Ejercicio 2.8 Se dice que una matriz M € R3*3
siguientes son iguales:

es magica si las ocho sumas

3 3

Zaij (J=12.3) Zaij (i=1,2,3) Z%’ a13 + G2 + a3

i=1 j=1 =1

Designando por s el valor de estas sumas y por M(s) a las matrices corres-
pondientes:

a) Probar que las matrices mégicas M(s) cualquiera que sea s € R consti-
tuyen una variedad lineal de R3*3.

b) Construir todas las matrices mégicas antisimétricas, asi como todas las
simétricas.

Ejercicio 2.9 De un sistema de tres ecuaciones lineales con tres incégnitas se
sabe que admite las soluciones (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1) y que ademds uno de
los coeficientes del sistema es no nulo. Hallar, en funcién de los pardmetros
que sean necesarios, todas las soluciones del sistema.

Ejercicio 2.10 Factorizar A en LU y escribir el sistema triangular superior
Ux = c que aparece después de la eliminacion, resolviéndolo, para:

2 3 3 2
A= 0 5 7 b=1 2
6 9 8 )

Ejercicio 2.11 En R? se considera el sistema de ecuaciones lineales:

dr + (a+8)y = 3a—6
ar — 2 + 3z = 0
2z + 8y — 2z = 2a-14

Discutirlo y resolverlo segin los valores del parametro «.
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Ejercicio 2.12 Dados los vectores v; = (—1,0,4,1), vy = (3,-2,0,2) y v3 =
(2,a,—2,0) de R, determinar qué condicién ha de verificar a para que
v =(2,—3,—2,3) sea combinacién lineal de vy, vs y v3.

Ejercicio 2.13 Determinar si los vectores del espacio vectorial R*:
v =(0,1,-2,1), vo = (-1,7,2,-4), v3 = (1,3,2,—1) y v4 = (1,0,0, 1)

son linealmente independientes. En caso de no serlo, encontrar la relacién de
dependencia.

Ejercicio 2.14 Sean u, v, y w tres vectores, linealmente independientes, de
un espacio vectorial. Demostrar que los vectores u 4+ v, u —v, y u — 2v + w,
también son linealmente independientes.

Ejercicio 2.15 Estudiar, segin los valores de m y n, la dependencia, o inde-
pendencia, lineal de los siguientes vectores:

a) u=(1,1,0,m), v=(3,-1,n,—1) y w=(-3,5,m, —4)

b) (1,-2,1,0), (1,-3,-2,2), (0,—2,1,-5), (2,0,7,1) y (4, —5,6,m)

Ejercicio 2.16 Sea {uq,...,u,} un conjunto de vectores linealmente indepen-
dientes de un espacio vectorial V.

Demostrar que el conjunto de vectores {vy, ..., v, }, donde v; = uy, vo = Uy —us,
V3 = Up — U — U3,. .., Uy = U] — Uz — +++ — Up, €S linealmente independiente.

Ejercicio 2.17 Sea V un espacio vectorial, L un subespacio de V'y {uy, ..., u, }
un sistema generador de L formado por vectores linealmente independien-
tes. Demostrar que si x es un vector de V que no pertenece a L, entonces
{uy, ..., un, x} es un conjunto de vectores linealmente independientes.

Ejercicio 2.18 Calcular el rango de las siguientes matrices:

-1 1 =2 -1 2 3 45 _1 ? :f
A= 11 0 B = 1 21 3 2 = 3 3 5
21 1 04477 03 4

Ejercicio 2.19 En R3, consideremos el subconjunto A = {(0,z,y) : z,y €
R}. Se pide:
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a) Demostrar que A es un subespacio vectorial de R?.

b) Probar que si B = {(0,1,0),(0,1,1)} y C = {(0,1,1),(0,1,2),(0,2,1)}
entonces A = L(B) = L(C).

Ejercicio 2.20 En R?3 se consideran los conjuntos:
A=A{(1,0,1)}, B={(1,0,0),(0,1,1)} y € ={(1,0,0),(0,0,1)}

Sean U = L(A), V =L(B)y W = L(C). Se pide:

a) Estudiar si U y V son subespacios suplementarios. Andlogamente, para

VyW.

b) Expresar, si es posible, (2,1,2) como suma de un vector de U y otro de
V. {La descomposicion es tnica?

c) Expresar, si es posible, (3,0, 3) como suma de un vector de V' y otro de

W. ;La descomposicién es unica?

Ejercicio 2.21 Sea P, [z] el conjunto de los polinomios de grado menor o igual
que n con coeficientes reales.

a) Demostrar que P,[z] es un R-espacio vectorial.
b) Demostrar que {1, x, x?} es una base de P[z]. Generalizar a una base

de P,[z].

Ejercicio 2.22 En R* se consideran los vectores {u1, us, us, u4}, siendo:
Uy = (17 27374)7 Ug = (273747 1)a Uz = (3747 17 2) Yy uqg = (47 17 27 3)
Probar que forman una base de R* y hallar, respecto de ella, las coordenadas

dev=1(1,1,1,1).

Ejercicio 2.23 Probar que el conjunto de las matrices de orden m xn, con ele-
mentos reales, es un R-espacio vectorial. Determinar una base y la dimensién
de dicho espacio vectorial.
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Ejercicio 2.24 Sea B = {uy, uy, us, us} una base del R-espacio vectorial V.
Se consideran los conjuntos B’ = {vy,vs,v3,v4} y B" = {wq,wq, w3, wy},

donde:
v1 =(0,1,0,3), v = (—1,1,0,0), v3 = (—2,0,—1,2), vy = (—1,—1,—1,1)
wy = (2,-2,0,1), wy = (1,1,1,0), wy = (3,0,1, —1), wy = (0, -2, —1,1)
respecto de la base B. Se pide:
a) Probar que B y B’ son bases de V.
b) Hallar la matriz del cambio de base de B’ a B”.
¢) Determinar las coordenadas respecto de B’ del vector x cuyas coordena-

das respecto de B” son (2,1,0,—1).

Ejercicio 2.25 Sea B = {u,v,w} una base del espacio vectorial V. Sean
v=2u—v+w, V=ut+wyw =3u—v+3w.

a) Probar que B’ = {v/,v’,w'} es una base de V.
b) Establecer las ecuaciones del cambio de base de B a B’.

c) Hallar las coordenadas respecto de B del vector z = —2u’ + 30" + w'.

Ejercicio 2.26 Sea V' un R-espacio vectorial y B = {ej, ey, €3, €4} una base
de V. Para cada uno de los subespacios engendrados por los vectores que se ex-
presan calcular, la dimension, una base contenida en el sistema de generadores
dado y la expresion de los restantes vectores respecto de la base.

v = 261 — 362 + €3
Ll . Vg = 661 - 562 + 264
V3 = 261 + €y — 263 + 264

Uy = €1 — €2 + ez — e4
L2 : Uy = €1 + € + e3 + e4
us = — €9 + €3 + €4
U = € + ey + €4

Ejercicio 2.27 En R? se consideran los vectores, u; = (1,-2,1,3), uy =
(2,—4,0,2), u3 = (3,—6,1,5) y uy = (2,—4,—4,—6). Se pide:

a) Ecuaciones implicitas de L = L(uq, ug, us, uy).
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b) Dimension y base de L.
c) Coordenadas de los vectores dados respecto de la base formada.

d) Prolongacién de la base de L a una de R* .

Ejercicio 2.28 Determinar en R? un subespacio suplementario de cada uno
de los subespacios engendrados por los siguientes vectores:

a) u=(—3,1,0)
b) u=(-1,2,1), v=(2,—4,3)

C) U = (_1727 1)7 v = (27 17 _2)7 w = (17 17 _1>

Ejercicio 2.29 Construir en R® , un subespacio suplementario del subespacio:

2ry — wmy + xy — x5 = 0
L: 4ZL‘1 + 21’4 + x5 = 0
3ry — Ts + 225 = 0

Ejercicio 2.30 Sea V un R-espacio vectorial de dimensién 5 y B una base
de V
B = {uy, up, uz, ug, us }

Se consideran los subespacios:

F- r, + To -+ r3 — T4 =0
' 200 + 13 + 224 — x5 = 0
respecto de B, y
G =< U1, V2, U3, Vg4 >
donde los vectores vy, v, v3 v v4 vienen dados por:
V1 = (170707_17())3 Vo = <07_17_1747_]->B
v3=(1,1,0,—4,0)p vy =(3,-2,4,—1,4)p

Determinar la dimension, una base, ecuaciones implicitas y paramétricas de
F., G, FNGy F + G, respecto de la base B.

Ejercicio 2.31 Dados los siguientes subespacios de R* por sus ecuaciones
paramétricas, obtener sus ecuaciones implicitas:

ry = a + r = 20 — [

L. - To = ﬂ + 1% Lo Lo = a + Qﬁ
Y 25 =« + u Y x3 = —a + f
Ty = o + [ + p Ty = 5
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Ejercicio 2.32 Se consideran en R* los subespacios F' y G engendrados res-
pectivamente por < uy,us,uz >y < vy, vs,v3 >, siendo:

up = (3,3,1,1) us = (1,-3,1,1) us = (3,1,—1,3)
v =(2,2,0,1) ve = (2,0,1,1) vg = (1,1,-1,-1)
Hallar las ecuaciones de FNG y de F 4+ G.
Ejercicio 2.33 Dar una condiciéon necesaria y suficiente para que:
L(Ul,'UQ,"‘,Un) Yy E(Ul,U27"',Un71U)

sean las mismas variedades lineales.

Ejercicio 2.34 Sean F, L, y Lo, variedades lineales de R", vy F' C Ly + L.
;Es siempre cierto que F' = (F N Ly) + (F N Ly)?

. Qué se puede decir acerca de esta relacién, en el caso particular en que L; C
F?

Ejercicio 2.35 Sean F'y (G variedades lineales de R™. ;Existe alguna con-
dicion para que F'U G sea variedad lineal?

Ejercicio 2.36 En R* se consideran las variedades lineales:

Ly =< (1,-1,2,0),(1,2,-1,3),(2,2 + o, 3 + 2a, 3) >

1 + v + (B—1Dxs + x4 = 0
LQ . Ty + T2 + + 14 = 0
ry + X9 — 26%3 = 0

Estudiar, en funcién de los valores de v v 3, L1 + Lo v L1 N Lo, dando sus
ecuaciones, dimensiones y bases.

Ejercicio 2.37 En R* se consideran las variedades lineales:

L1 =< (1,-1,0,2),(0,2,1,-1),(2,0,1, ) >

ry — To — Ty — Ty = 0
L2 : 2131 — 3273 — Ty = 0
209 — bxs + axy = 0

a) Hallar o para que L; N Ly esté engendrado por un unico vector. | Existe
algiin « para el cudl Ly N Ly tenga una base de dos elementos?



Ejercicios propuestos 7

b) Para los valores anteriores de «, hallar tres bases By, By y By de LN Lo,
Ly v Ly + Lo, respectivamente, de modo que By C By C Bs.

Ejercicio 2.38 Dadas las variedades lineales de R*:

L.xl—i-xg = 0 L'xl — axy = 0
L ro + x3 = 0 2 ro + x4 = 0

Hallar, en funcién de «, una base de L; N Ly y unas ecuaciones de Ly + Ls.
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3. Aplicaciones lineales.

A menudo el concepto de aplicacién se confunde con el de funciéon. A di-
ferencia de una aplicacién, no todos los elementos del conjunto de partida

de una funcién tienen necesariamente una imagen en el conjunto de llegada.

2

Por ejemplo, la funcién f : R — R / x —— z* es aplicacién, sin embargo

frR—R/z+— % no lo es pues el 0 no tiene imagen.

En otras palabras, una aplicaciéon de un conjunto en otro es cualquier regla
mediante la cual a cada elemento del conjunto de partida se le asocia un tnico
elemento del conjunto de llegada.

Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo K (nor-
malmente trabajaremos en R) y sea f: U — V una aplicacion.

Se dice que f es una aplicacion lineal u homomorfismo entre los espacios
vectoriales U y V' si cumple:

a) Voe,yeU fle+y) = f(x)+ fly) aditividad.

b) VAeK VxeU f(Ax)=Af(z) homogeneidad.
Es facil probar la siguiente caracterizacion de las aplicaciones lineales.

Teorema 3.1 Una aplicacion f entre dos espacios vectoriales U y V' definidos
sobre el mismo cuerpo K es un homomorfismo si, y solo st,

VipeK Va,yeV= fAr+uy) =N(x)+ puf(y).

e SiU=Vyf:U—V eslineal se dice que f es un endomorfismo.

e Si f:U — V es lineal y biyectiva se dice que es un isomorfismo.

79
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e SiU =V y f esun isomorfismo se dice que f es un automorfismo.

Nota: Recordemos que una aplicacién lineal f : U — V es biyectiva si
es inyectiva y sobreyectiva. Es inyectiva si todo elemento de V' es imagen,
a lo sumo, de un elemento de U o dicho de otra forma, no puede haber dos
elementos distintos en U con la misma imagen en V. Es sobreyectiva si todo
elemento de V' es imagen al menos, de un elemento de U.

Ejemplo 3.1

a) f : Py[z] — Py[z] definida por f(az? + bx + ¢) = 2az + b es un homo-
morfismo.

Veamoslo:

Segun el Teorema 3.1, tendriamos que probar que
f\(ax® +bx+c)+ plaz® +br+c)) = Af(ax® +bxr+c) + pf (ax® +br +c)

fMax® + bz +c¢) + plax® + bz +c)) = 2a\x + b\ + 2pax + ub = \(2ax +
b) + u(2az +b) = A f(ax? + bx + ¢) + pf (az? + bz + ¢) ]

b) 6 :U — V definida por (u) =0 YV u € U es un homomorfismo y se dice
que es el homomorfismo nulo.

¢) I:U — U definida por I(u) =u YV u € U es un automorfismo y se dice

que es el automorfismo identidad. 0

Propiedades:

Sea f una aplicacién lineal entre los espacios vectoriales E y E’ definidos
sobre el mismo cuerpo K. Se verifican las siguientes propiedades:

a) f0p) =0p vy [f(-2)=—f(z) Vzek
ya que

f(z) = f(z+0g) = f(z) + f(0r) = f(0r) = Op
O = f(0p) = f(z+(—2)) = f(x)+ f(-2) = f(-2) = —f(x) V2 € E.
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b) Si U es un subespacio vectorial de E, f(U) lo es de E’, puesto que
Ve,ye f(U) =Juvel : flu)==x, f(v)=y
u,v € U y U subespaciode F =V A\, peKes u+puvelU =
FOu+ ) € F(U) = Af(w) + puf(v) € F(U) = Ao+ py € F(U) =
f(U) es un subespacio vectorial de E'.

c¢) Si V es un subespacio vectorial de E’, f~1(V) lo es de E ya que
Va,ye fFI(V)={z€E : f(x) eV}=f(z), fly) eV =
VA weXK A(z)+ uf(y) €V (por ser V subespacio de E') =
fOx+uy) eV = e+uye fH(V)=

f _1(V) es un subespacio vectorial de E.

d) Siwy, vg,..., v, son vectores linealmente dependientes en el espacio E,

fluy), f(ug),..., f(u,) son vectores linealmente dependientes en E’.

En efecto:

Si los vectores {v1, vq,..., v,} son linealmente dependientes, existen
ai,. .., a, € K con algin «; # 0 tales que ayvy + - - - + av, = 0, por lo

que f(aqvy + -+ 4+ apv,) = f(0) = 0.

Por ser f lineal, se tiene que alf(vl)+~ 4, f(v,) = 0 con algin «; # 0,
I

por lo que {f(v1), f(v2),.

f(v,)} son linealmente dependientes.

e) Si{vy, ve,..., v,} es un sistema generador de E, el conjunto de vectores

{f(u1), f(ug),..., f(u,)} es un sistema generador de f(F) C E'.

En efecto:

Vee f(E)=3ycE : fy =

ye E=y= Z%‘Uz‘ =uz=f(y) = f(Zozivi) = Zaif(vi) =
i=1 i=1

=1

{f(v1), f(v2),..., f(v,)} es un sistema generador de f(F).
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3.1 Nicleo e Imagen de una aplicacion lineal.

Sea f : U — V una aplicacién lineal. Se denomina imagen de f y se denota
por Imf o f(U) al conjunto
Imf=fU)={veV : v=f(u) con ueU}
Se denomina nicleo de f y se denota por Kerf al conjunto
Kerf={z €U : f(z) =0} = £(0)

Teorema 3.2

a) La imagen de f es una variedad lineal de V.

b) El nicleo de f es una variedad lineal de U.

Demostracidn.

a) Es una consecuencia inmediata de la segunda propiedad de las aplicacio-
nes lineales.

b) Es consecuencia de la tercera propiedad, ya que {0} es una variedad

lineal de U y Kerf = f~1(0). |

Teorema 3.3 Una aplicacion lineal f entre dos espacios vectoriales definidos
sobre un mismo cuerpo K es inyectiva si, y sdlo si, Kerf = {0}.

Demostracién. Si f es inyectivay x € Kerf = f(x) =0. Alser f(0) =0, se

tiene que f(z) = f(0) y por ser f inyectiva es x = 0, por lo que Kerf = {0}.
Reciprocamente, si Kerf = {0} v f(x) = fly) = f(z —y) = 0 =

r—y€eKerf=x—y=0= x =y es decir, f es inyectiva. [

Teorema 3.4 Una aplicacion lineal f : U — V es inyectiva si, y solo si,
cualquier sistema de vectores linealmente independientes de U se transforma
mediante f en un sistema linealmente independiente de vectores de V.

Demostracién. Sea f inyectiva y sea {uy, us,..., u,} un sistema libre de
vectores. Vamos a probar que {f(u1), f(us),..., f(u,)} es también un sistema
libre. En efecto:

0=oaif(u) +asf(ug) +- -+ anf(u,) < 0= flaru + agus + - - - + uu,) <
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a1y + o + - - -+ apu, € Kerf < aquy + asug + -+ + apy, =0

y como {uy, ug, ..., u,} es un sistema libre de vectores, han de ser nulos todos
los a; 1 <@ <m,porloque {f(uy), f(us),..., f(u,)} es un sistema libre.

Reciprocamente, si para cualquier sistema libre {uq, us, ..., u,} es también
libre el sistema {f(u1), f(uz),..., f(u,)} entonces f es inyectivo. En efecto:

Por ser para cualquier sistema libre, ha de verificarse para {u} con u # 0,
por lo que entonces {f(u)} es un sistema libre, es decir, f(u) # 0 lo que
implica que u ¢ Kerf de donde se deduce que si u # 0 = u & Kerf es decir,
Kerf = {0} lo que nos lleva a que f es inyectivo. ]

Teorema 3.5 Una aplicacion lineal f : U — V es sobreyectiva si, y sélo si,
cualquier sistema generador de U se transforma mediante f en un sistema
generador de V.

Demostracién. f sobreyectiva Vv eV JuelU : f(u)=v

Si {uy, ug,..., u,} es un sistema generador de U u = Z U =
i=1
v=f(u) = Z a; f(u;) < {f(ur), flug),..., f(u,)} es un sistema generador
i=1
de V. [ |

Teorema 3.6 Si f : U — V es una aplicacion lineal entre dos espacios vec-
toriales definidos sobre un mismo cuerpo K se verifica que:

dim(U) = dim(Kerf) 4+ dim(Imf)

Demostracién. Sean dimU = n y dimV = m. Si {a1, ag,..., a,} es
una base de Kerf podemos ampliarla hasta formar una base de U. Sean
{b1, bg,..., b,_,} los vectores necesarios para la ampliaciéon. Entonces, los
vectores {by, bs,..., b,_,} constituyen una base de un subespacio vectorial H
de U complementario del Ker f

Kerf+H=U KerfnH={0}
f(ay, ag,..., ap, b1,..., by}) =10, 0,..., 0, f(b1),..., f(bp_r)} es un

sistema generador de Imf = f(U) y por tanto, {f(b1),..., f(bp—r)} es un
sistema generador de Imf. Veamos que son linealmente independientes. Si

/\1f(b1) + -+ An—rf(bn—r) =0= f(>\1b1 4+ 4 /\n—rbn—r) =0=
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Aby 4+ + An_ybo_r € Kerf

Como ademas
b+ + N by, € H=

Abi+ -+ Xybyr € KerfNH = {0} =
)\lbl +e )\n—rbn—r =0

y como {by,..., b,_,} son linealmente independientes, han de ser necesaria-
mente \y = --- = X\,—, = 0= {f(b1),..., f(by—)} son linealmente indepen-
dientes y por tanto, constituyen una base de Imf =

dim(Imf) =n —r =dimU — dim(Kerf) =

dim(U) = dim(Ker f) + dim(Imf).

3.2 Ecuaciones de una aplicacién lineal.

Sean U y V dos espacios vectoriales definidos sobre un mismo cuerpo K,

{uy, ug,..., u,} una base de U, {vy, vq,..., vy} una base de V y sean
wy, Wa,..., W, vectores de V.
W; = A1;V1 + A9V + + + * + ApmiUm V’L:]_, 2,.‘., n

Existe una unica aplicacién lineal f : U — V tal que f(u;) = w; por lo que

VeelU= f(x)= f(zn:xluz) = zn:xlwl
i=1 i=1

m
Por otra parte, como 2’ = f(z) € V = 2’ = f(z) = Zm;vj =
j=1
m

m n n m n
/

E T = E T;W; = E T - E a;iv; = E ( E l’i(lji>’l}j =

7j=1 =1 =1 7=1

j=1 i=1

n
x;:inaji 1<57<m
i=1

T] = Ti1a11 + Taai2 + - - TpQip

Ty = X1021 + ToQ2 + - - Tplay

Xl = T10m1 + T2Gma + -+ Tplmn
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L1 ainx Q2 - Qin L1
/
Ty Q21 Q2 -+ d2p T2 ,
= — 2 = Az
/
l’m Am1 Qm2 = Qmp T
donde (x7,..., 2! ) representan las coordenadas de los vectores de Imf res-
pecto de la base {vy,..., vy} de V' y (z1,..., z,) las de los vectores de U
respecto de la base {uy,..., u,}.

Asi pues, para poder determinar una aplicacién lineal es necesario y suficiente
conocer los transformados de una base.

e Se denomina rango de una aplicacién lineal entre dos espacios vectoriales
a la dimension del subespacio imagen.

r(f) = dim(Imf)
Como la dimension de Im f es unica, el rango de la aplicacion no depende de

las bases elegidas de U y de V.

El rango de una aplicacion lineal f es, por tanto, el rango del conjunto de
vectores {f(u1),..., f(u,)} donde {us,..., u,} constituye una base de U.

3.2.1 Matriz asociada a una aplicacion lineal.

Sean U y V espacios vectoriales definidos sobre un mismo cuerpo K y con-
sideremos las bases B = {uy, ug,..., uy,} de Uy B = {vi, vy,..., vy} del
espacio V.

Se denomina matriz asociada a la aplicacion lineal f : U — V respecto a
las bases B y B’ a la matriz que tiene por columnas a las coordenadas de los
transformados de los vectores de B respecto a la base B’ de V. Es decir

aix a2 - Ain
A Q21 Q22 - A2
Am1 Am2 - Omn
donde f(u;) = ajv1 + agive + -+ Ay, Yi=1,2,..., n

Ejemplo 3.1 Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3, cuya imagen
esté engendrada por (2,0,1) y (—1,3,1). O



86 Aplicaciones lineales.

f£(1,0,0,0) = (2,0,1) B xq

f(071;07 0) - (_17 7]‘) xl 2 1 O 0 x2
— [z | = [0 300

f(0,0, 170) - (070’0) €Te 1 1 O O 3

f(oaoa 07 1) = (07070) ’ T4

Como el rango de una aplicacion lineal es el rango de los vectores transfor-
mados de una base de U y este es el rango de la matriz de la aplicacién, se
tiene que:

El rango de una aplicacion lineal es el rango de su matriz asociada respecto
de dos bases cualesquiera.

Como dimU = dim(Kerf) + dim(Imf), si denotamos por n = dimU y
r = dim(Imf) = r(A) = dim(Kerf) = n — r, siendo A cualquier matriz
asociada a f.

3.2.2 Matrices equivalentes.

Sean U y V espacios vectoriales definidos sobre un mismo cuerpo K y sean
B = {uy, us,..., u,} una base de U y B' = {vy, va,..., vy} una de V. La
aplicacion f : U — V es una aplicacién lineal si, y solo si, existe una tnica
matriz A asociada a f respecto de las bases B y B’ tal que 2’ = Ax donde las
matrices columnas z y 2’ son las coordenadas de los vectores x y f(z) respecto
a B y B’ respectivamente.

Sean C y C’ bases respectivas de U y V' y sea A" la matriz asociada a f respecto
de las bases anteriores. Entonces ¢y = A’y donde las matrices columnas y e ¢/
son las coordenadas de y y f(y) respecto a C y C'. Veamos qué relacion existe
entre las matrices A y A'.

Sean P la matriz regular del cambio de base de C a B y @ la del cambio de
base de C" a B’ también regular. Entonces, x = Py y 2’ = Qv/.
¥ = Ax = APy . ;L
¥ = Qy = QA'y }:>QAy—APy Vy= QA = AP =
A =Q AP

e Dos matrices A y B, del mismo orden, se dicen equivalentes cuando
existen dos matrices regulares () y P tales que

A=Q7'BP
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Es decir, dos matrices A y B son equivalentes si estan asociadas a la
misma aplicacion lineal y viceversa.

La equivalencia de matrices es una relaciéon de equivalencia. Los elementos
de una misma clase de equivalencia son todas las matrices asociadas a una
misma aplicacién lineal y por tanto, todas ellas tienen el mismo rango.

Puede probarse también el teorema reciproco.
Teorema 3.7 Si dos matrices tienen el mismo rango, son equivalentes.

e Puede ser considerado como un caso particular de la equivalencia aquel
en que las matrices sean cuadradas. En este caso, dos matrices cuadradas
Ay B, del mismo orden, se dice que son semejantes si existe otra matriz
P regular tal que

B=P AP

De la propia definicién de semejanza de matrices, se deduce el siguiente
teorema:

Teorema 3.8 Dos matrices cuadradas son semejantes si, y solo si, estan aso-
ciadas a un mismo endomorfismo.

3.2.3 Imagen inversa de una variedad lineal.

Si L es una variedad lineal, su imagen inversa por la aplicacién lineal f, f~1(L)
es otra variedad lineal que se obtiene de la siguiente forma: z € f~}(L) <
f(z) € L'y como f serd conocido, impondremos que el vector f(x) verifique
las ecuaciones implicitas de L, asi obtendremos las ec. implicitas de f~!(L)

Matricialmente podemos también resolver esta cuestion de la siguiente forma:

Sea L una variedad lineal dada por sus ecuaciones implicitas respecto de una
base fijada. A la matriz asociada al sistema de ecuaciones que constituye dichas
ecuaciones implicitas, la llamaremos B, con lo que las ecuaciones implicitas
de L las representamos matricialmente como Bx = 0. Sea f la aplicacion
lineal dada por f(z) = y y llamando A a la matriz de f, dichas ecuaciones
matricialmente serfan Ax = y.

Obtengamos unas ecuaciones implicitas de f~1(L):
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re f7YL)& f(x) € L & Axr € L como Az es un vector, la condicién para
que pertenezca a L es que verifique sus ecuaciones implicitas, es decir que
B(Az) = 0 y esta nueva matriz BA es la matriz asociada a las ec. implicitas
de f~*(L). Desde luego nada garantiza que esas ecuaciones sean linealmente
independientes entre si, habria que eliminar las que no lo sean.

Ejemplo 3.2 Sea la aplicacién lineal f : R® — R? de ecuaciones respecto de
la base canénica de R? : f(1, 29, v3) = (221 — 29, —x1 +23) y sea L = ((1,3))
Hallar f~(L) O

L es una variedad lineal de dimensién 1 y estamos en el espacio vectorial R?,
por lo tanto la variedad lineal f~!(L) tendra dimensién 2 es decir una ecuacién
implicita.

r € f7YL) < f(z) € L < (211 — 13, —x1 + x3) verifica las ecuaciones
implicitas de L = 3z — x5 = 0 por tanto f~1(L) = —3(2z; —2)+ (—x1 +x3) =
0 es decir f~Y(L) =Txy + 329 — 23 =0

3.2.4 Operaciones con aplicaciones lineales.

Trataremos las operaciones usuales entre aplicaciones lineales: suma de dos
aplicaciones lineales, producto de un escalar por una aplicacién lineal y com-
posicion de dos aplicaciones lineales.

Sean f : U — V y g : U — V dos aplicaciones lineales cualesquiera
definidas sobre un mismo cuerpo K. Se definen las aplicaciones f + gy Af
como

o f+g:U— Vitalque (f+g)(u) = f(u) +g(u)VueU.
e \f:U— Vtal que (Af)(u)=A- f(u) Yue UV \€ K.

Es sencillo demostrar que ambas aplicaciones son lineales.

Si llamamos A a la matriz asociada a la aplicacién lineal f respecto de una
base de U y otra de V' y B a la matriz asociada a la aplicacion lineal g respecto
de las mismas bases anteriores, la matriz asociada a la aplicacion lineal f + g
es A+ By la matriz asociada a la aplicacién lineal (Af) es \A.

Sean ahora otras dos aplicaciones lineales: f:V — W yg: W — U, la
aplicacién lineal (go f) : V — U tal que (go f)(z) = g[f(x)] recibe el nombre
de aplicacion lineal compuesta (g compuesta con f).

Observacién: no es lo mismo fog que go f, podria incluso tener sentido una
de ellas y la otra no.
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Si continuamos llamando A a la matriz asociada a la aplicacién lineal f y B

a la matriz asociada a la aplicacion lineal g, la matriz asociada a la aplicacién
lineal (go f) es B - A.

Siempre que las siguientes composiciones tengan sentido, y siendo f, g,y h
homomorfismos y \ escalar, se verifica que:

(fog)oh = fo(goh)
(f+g)oh = foh+4+goh
ho(f+g) = hof+hog
Mfog) = (M)og=[fo(Ag)

Ejemplo 3.3 Sean f : R? — R? y g : R> — R? las aplicaciones lineales
que tienen por ecuaciones:

f(x1, z9,x3) = (1 + 229 + 373, —21 + T2 + H13)

g(x1,22) = (21 + 22, 221 — g, 31 — 4a9)

Hallar las ecuaciones matriciales respecto de las correspondientes bases candnicas
de go fy fog. Obsérvese que, en este caso, ambas composiciones son posibles.

O

Denotemos por Ay la matriz asociada a f cuyas columnas seran las imagenes
por f de los vectores de la base candnica de R3

123
Af_(—l 1 5)

Andlogamente B, es la matriz asociada a ¢ y sus columnas son las imédgenes
por g de los vectores de la base candnica de R?

1 1
B,=1 2 -1
3 —4
La matriz asociada a g o f sera
0 3 8
By-Ap=1 3 3 1
7T 2 —11

La matriz asociada a f o g sera
14 -13
Ar- By = ( 16 —22)

Entonces las ecuaciones pedidas son:

gof:R*—R?
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Ty 0 3 8 T
xo | — | 3 3 L1 =
XT3 7 2 —11 XT3

Analogamente,

fog:R* — R?
T N 14 —-13 ) T1
i) 16 —22 )

Ejemplo 3.4 Sean los homomorfismos f : R* — R3y g : R® — R3 tales que:

1. f(el) = (1a27 _3>a f(€2) = (27 1’3)7 f<€3) = (1’37 _3)'

—1 . _J i —225=0
2. (1,0,071) cf (L)v siendo L = { xé—xézo
3. g<0,0,1> = (1717_1)

4. Kergo f=x; — a9+ 13 — 224 =0
Determinar:

a) f,gygolf.

O

Para conocer la matriz asociada a f sélo nos hace falta conocer la imagen
por f de e4 ya que al ser f: R* — R3 su matriz asociada tiene por columnas
las imégenes por f de los vectores de una base de R*, en este caso nos dan
como dato las imagenes de los tres primeros vectores de la base candnica de
R*, asf pues basta conocer f(e;) para tener dicha matriz.

Con el primer dato dado y, llamando f(es) = (z,y, z) sabemos que la matriz

1 2 1 =z
asociada a f, Ay es de la forma: Ay = 21 3y
-3 3 -3 z2

El segundo dato (1,0,0,1) € f~'(L), equivale a decir que f(1,0,0,1) € L, es
I 9
decir que verifica las ecuaciones implicitas de L siendo L = z;, Qi? B 8
9 — ¥z =

vy f(1,0,0,1) es un vector de R? luego f(1,0,0,1) = (a, b, c) impongamos que
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a—2b=0

verifique las ecuaciones implicitas de L con lo que tendremos: { b—c—0

— f(1,0,0,1) = (2b,b,b)

Seguimos sin saber cuénto vale f(0,0,0,1) pero como f es una aplicacién
lineal podemos expresar
f(1,0,0,1) = f((1,0,0,0) + (0,0,0,1)) = f(1,0,0,0) + f(0,0,0,1) =
fles) = £(1,0,0,1)—£(1,0,0,0) de lo que se deduce: f(eq) = (2b—1,b—2,b+3)

Luego hasta ahora la matriz asociada a f es

12 1 2-1
Ap=1| 21 3 b2
-3 3 -3 b+3

El cuarto dato nos permite obtener facilmente una base del ntcleo de g o f
Bker gof = {(1,1,0,0),(-1,0,1,0),(2,0,0,1)} y por definicién del nicleo de
una variedad lineal, si z € (Ker go f) = (g o f)(z) = 0 entonces:

e 0=g[f(1,1,0,0)] = g[f(1,0,0,0)+/(0,1,0,0)] = ¢[(1,2, —3)+(2,1,3)] =
9[3,3,0] = 3-g(1,1,0) Es decir, ¢(1,1,0) = (0,0,0)

e 0= g[f(_lv(]? 170)] = g[_f(el) + f(€3)] - 9(07 170) Es decir 9(07 170) =
(0,0,0)

e 0=¢[f(2,0,0,1)] = g[2f(e1)+ f(eq))] = g(2b+1,0+2,b—3) = (0,0,0)

Pero ya podemos averiguar el valor de b porque la matriz asociada a g es
conocida ya que sabemos las imégenes por g de los tres vectores de la base
canénica de R?

Es decir
e ¢(1,0,0) = (0,0,0)
e ¢(0,1,0) = (0,0,0)

e ¢(0,0,1) = (1,1,-1)

—_—
00 1
B,=|00 1
00 —1

Entonces
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00 1 2b+ 1
g@20+1,06+206-3)=[00 1 |- b+2
00 —1 b—3

— g(2b+1,0+2,b—3) = (b—3,b—3,—b+3) = (0,0,0) => b =3

Tenemos también ya la matriz asociada a f:

1 2 15
A = 2 1 31
-3 3 -3 6
Y llamando Cyos a la matriz de g o f resulta Cyoy = B, - Ay es decir:
0 0 1 1 2 15 -3 3 -3 6
Cor=1 00 1] 2 1 3 1 | Asi, Cyoy = -3 3 -3 6
00 -1 -3 3 -3 6 3 -3 3 —6

Nota: Este ejemplo es la resolucién del apartado a) del ejercicio propuesto
3.13
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3.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 3.1 Determinar una aplicacién lineal f : R* — R3, sabiendo que
(—=1,0,0,1) y (1,3,2,0) constituyen un sistema generador de Kerf y que los
vectores (1,1,1) y (0,—2,1) generan a Imgf.

Ejercicio 3.2 Consideremos la aplicacién lineal f : R* — R? definida por
flzyy,2) = (2x+y,—2,0)
a) Determinar Kerf y hallar una base de dicho subespacio.
b) Hallar el rango de f.
c) ¢{Pertenece (6,—2,0) a Kerf?
Ejercicio 3.3 Sean V y W espacios vectoriales reales de dimensiones 3 y 4

respectivamente, B = {vy, v9,v3} una base de V., B" = {wy, wy, w3, w,} una de
Wy f la aplicacion lineal determinada por:

flv1) = 2wy — wy + w3 +  wy
— 2w3 + Wy
flvs) = 4w — ws + 3w,

—
—~
<
N
I
S

)

a) Obtener las ecuaciones de f.

b) Determinar Kerf e Imgf.

Ejercicio 3.4 Consideremos la aplicacién lineal f : Py[z] — R* que a cada
polinomio p € Ps[z] le asigna (p(0),p(1),p(2),p(3)). Se pide:

a) Calcular las ecuaciones de f respecto de las bases candnicas.

b) Obtener las coordenadas de f(2z* — x + 1) respecto de la base candnica
de R*.

¢) Determinar Kerf e Imgf.

Ejercicio 3.5 Consideremos la aplicacién lineal f : R®* — R?, definida por
f(z,y,2) = (—2x +y,3z). Calcular las ecuaciones de f

a) Respecto de las bases candnicas.
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( B=1{(1,2,-1),(0,1,0),(3,1,1)} de R3
b) Respecto de las bases y

0 B ={(0,2),(—-1,1)} de R?
( C'=1{(1,1,1),(0,1,0),(0,0,1)} de R?
c¢) Respecto de las bases y

. " ={f(1,1,1), f(0,1,0)} de R?

Ejercicio 3.6 Sea f el endomorfismo de R? tal que Kerf viene dado por
I —|— T3 = 0

oy = 0 respecto de

1 + T2 + x3 = 0 y unas ecuaciones de Imgf son {

una base B de R?

a) Hallar las ecuaciones de f respecto de B.

b) Determinar f.

Ejercicio 3.7 Sean f : £ — F una aplicacién lineal cuyas ecuaciones, res-
pecto de las bases B y B’, son

! 11 20 11

1 T

o | = 91 -1 1

2 T3

2 12 11 N
4

y L un subespacio de E. Determinar f(L) en los siguientes casos:

a) Una base de L esta formada por los vectores v y w, cuyas coordenadas
respecto de B son (3,0,2,1) vy (4,2,2,2) respectivamente.

b) Unas ecuaciones implicitas de L son:

L_x1—$2+2x3—$4 0
_$1+$2+1’3—$4:O

Ejercicio 3.8 Sea f la aplicacién lineal de R3 en R* que respecto de las bases
canodnicas tiene por ecuaciones:

x) 1 2 5 .
h -2 -1 -1 !
/ = T2
h 1 -1 —4 .
) 5 1 =2 3

Determinar f~!(L) para los siguientes subespacios L de R*:
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a) Las ecuaciones implicitas de L son axq + bxy + cxs + dzy = 0.

+21’2+ ZL’4:0

. ) T
b) Las ecuaciones deLson.{ 3wy — x5 + 4 = 0

c) L esta engendrado por los vectores (1,0,—1,—1) y (1,—1,0,2).

Ejercicio 3.9 Sea f: R? — R* la aplicacién lineal tal que

f(el) = (17 L, 0, 1) ) f(eQ) = (_1727070) ) f(e?)) = (073a 0, 1)
Hallar la matriz asociada a f respecto de las bases

B=1{(1,2,1),(0,1,2),(0,0,1)} y B'=1{(2,1,0,1),(0,0,1,0), (0,0,0,3)}.

Ejercicio 3.10 Sea B = {u1,us, us,us} una base de R* y sean f y g los
endomorfismos de R* determinados por:

fur) = (—1,2,0,-1) g(uy) = (2,0,0,1)
f(uz) = (0,0,-1,0) g(ug) = (0,1,-1,0)
flug) = (=2,4,-1,-2) glug) = (2,1,-1,1)
f(U4> = (070707 1) g(u4) = (4,0, ,2)

a) Determinar las matrices asociadas a f y g, respecto de la base B.
b) Idem para 3f, 2f —g, go fy fog.
Ejercicio 3.11 Sea f el endomorfismo de R? definido por

1. f(1,1,0) = (3,6,9).
2. Si L =< (1,2,3) > entonces r; = x3 es una ecuacién implicita de f~(L).

3. En la matriz asociada a f respecto de la base canénica a;; = 1y asz = 3.
Se pide:

a) La matriz asociada a f, respecto de las bases canénicas.

b) La dimensién, una base y unas ecuaciones implicitas de Kerf e Imgf.
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Ejercicio 3.12 Sea f el endomorfismo de R? determinado por
f,1,1)=(1+a,1,14+a), f(0,1,1) = (a,1,1+a), f(0,0,1) =(0,1,a)
y sean Ly, L las variedades lineales de R? definidas por:

$1+£172:O
2371—1'2:0

LlEZL’Q—Igzo LQE{
a) Hallar la matriz de f respecto de la base canénica.

b) Estudiar para qué valores de a es f un automorfismo.

c) Hallar una base y unas ecuaciones implicitas de la variedad lineal
Lz = [7'(f(L1) + L1)

d) Determinar para qué valores de a es R® = Ly & L.

Ejercicio 3.13 Sean los homomorfismos f : R* — R*y g : R? — R?3 tales
que:

1. f(el) = (1’27 _3>a f(€2) = (27 1’3)7 f<€3) = (1’37 _3)'

/ /
. ) _ ) 3 —225=0
2. (1,0,0,1) € f~'(L), siendo L = { hy—al =0

3. ¢(0,0,1) = (1,1,-1)

4. Kergo f =21 —x9+ 13 — 224 =0
Determinar:

a) f,gygolf.

b) Unas ecuaciones implicitas de Img g o f.

¢) Una base de (go f)(L1), siendo Ly =x; — 23+ x4 =0
Ejercicio 3.14 Sean f, g € End(R?) tales que:

L. f(z1, 29, 23) = (1 + x3, 21 — 3 + 3, 22)

2. ¢(1,0,0) = (1,1,1)
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3. g(f(x17$27373)) = (07070) v (55179527373) € R
Se pide:

a) Demostrar que Kerg = Imgf.
b) Hallar las matrices asociadas a g y f o g, respecto de la base canonica.

c) Hallar unas ecuaciones implicitas de Img f o g respecto de la base
canonica, y una base de Ker f o g.

Ejercicio 3.15 En R?, respecto de la base canénica, se consideran las varie-
dades lineales:
Ll:x—y:O L2:<<1,—1,1>>

a) Probar que R?> = L & L.

b) Calcular, respecto de la base canénica, la matriz de todos los endomor-
fismos f de R? tales que f(L1) C Ly y f(0,1,0) = (1,0, —1).

¢) Comprobar que todos los endomorfismos del apartado anterior tienen, a
lo sumo, rango 2. ;Existe algiin endomorfismo de rango 17

d) Encontrar f € End(R?) que cumple las condiciones del segundo apartado
y que ademés (1,1,1) € Ker(f), f(1,0,—1) = (=3,2,—1). ;Es tnico?
En tal caso, calcular una base de los subespacios f~1(L;) v f(Ls).

Ejercicio 3.16 Sean f,g: R*> — R* definidas por:
ey 2)=(2,—y,z2+y+z2) y gyz)=(-2y2z-x-y+2)
a) Hallar la expresién matricial de f + g respecto de las bases candnicas.
b) Idem para 3f — 2g.

¢) Determinar Kerf y Kerg. jEs Kerf + Kerg = Ker(f + ¢)?

Ejercicio 3.17 En el espacio vectorial R* y respecto a la base canénica se
consideran las variedades lineales siguientes:

L=<(1,4,1,-1),(2,3,2,3) > R=<(0,1,0,0),(1,0,—1,2) >
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To — Ty = 0
M =< (1,1,1,-3),(3,-2,3,-4),(3,-2,3,-4) > K :
2.1'2"‘3334 =0

Sea f el endomorfismo dado por:
£(0,1,0,0) = (—1,3,0,—1) f(1,-1,1,-1) = (1,—-2,a,b)
f(1,1,0,-3) = (m,—5,n,2) Ker(f)=LNM f(K)=R
a) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base canonica.

b) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base:

B = {<_17 2707 _1>7 (07 17050)7 (17 _27 170)7 (Oa 17 07 _1>}

Ejercicio 3.18 Para cada A € R se define la aplicacion lineal
fHRY = R A, 22,23, 14) = ATy + 22,21 + ATz, T2 + 24)

a) Estudiar los valores de A que hacen que f) sea inyectiva, sobreyectiva o
biyectiva.

b) Hallar una base de N(f,) para A = 2.

c) Sea la variedad lineal L de R* de ecuaciones x; = x3 = 0, calcular fy(L)
para A = 0.

d) Dada la base de R?, B = {(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}, hallar la matriz de
fr(L), para A = 1, respecto a la base candnica de R* y B de R3.

Ejercicio 3.19 Sea f el endomorfismo de R? definido por:

1) El vector (1,0, 1) se transforma, mediante f, en si mismo.

2) La variedad lineal de ecuacién x; — xs = 0 también se transforma en si
misma mediante f.

3) La matriz asociada a f, respecto de la base candnica, es simétrica y de
traza nula.

Se pide:

a) Hallar la matriz A asociada a f respecto de la base candnica.
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b) ;Es posible determinar una base del nicleo sin necesidad de hallar sus
ecuaciones? Razona la respuesta.

¢) Siendo H la variedad lineal generada por los vectores (1,1,1) y (2,2,0),
hallar una base de f199°(H).

d) Determinar una base de f(L) N H donde L es la variedad de ecuacién
T3 = 0
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4. Ortogonalidad.

El concepto de espacio vectorial surgié como una generalizacién del espacio
de los vectores geométricos tomando como punto de partida las propiedades de
dichos vectores geométricos, que provenian de la suma y el producto por un es-
calar. Asi se definieron: subespacios vectoriales, dependencia e independencia
lineal, transformaciones lineales, etc.

Para los vectores geométricos hay otros conceptos como los de longitud o
norma, dngulo de dos vectores, etc., que no se contemplan al hacer la anterior
abstraccion y que, por tanto, hasta ahora no tienen significado alguno en un
espacio vectorial abstracto.

Se trata ahora de superponer a una estructura de espacio vectorial una nueva
estructura que nos permita hablar de angulos y distancias y conviene tener en
cuenta que a partir de este momento el cuerpo base del espacio vectorial, que
antes era un cuerpo K cualquiera, serd el cuerpo R de los ntimeros reales o C
de los nimeros complejos.

En el estudio de los vectores geométricos, se definen angulos y distancias y, a
partir de ellos, se introduce el concepto de producto escalar o producto interior
de vectores. En el proceso de abstraccion se tomaran como axiomas para
definir un producto escalar las propiedades que caracterizan al producto escalar
de los vectores geométricos y, a partir de él, se introducirdan los conceptos
métricos de angulos y distancias.

4.1 Formas bilineales.

Sea V' un espacio vectorial real. Una forma bilineal b sobre V' es una aplicacién
b:(r,y) eV xV by €eR
cumpliendo:

a) b(x +2',y) = b(z,y) + b(a', y)

101
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b) b(z,y +y') = b(z,y) + b(z,y)

¢) blaz,y) = b(z,ay) = a - b(z,y)

Cualesquiera que sean x, y, x’', y' € V y para cualquiera que sea o € R

4.1.1 Matriz asociada a una forma bilineal.

Sea B = {uy, ug,..., u,} unabasede V y b:V xV — R una forma bilineal.
i=1
y=2_ vty
j=1

b(x,y) = b(z Ty, Z yju;) = Z z;y;b(u;, uj) vy en forma matricial
i=1 j=1

Ve,yeV =

ij=1
b(ur,uy) blug,ug) -+ blug,uy) U1
b(ug,uy) b(ug,ug) -+ blug,uy) Yo
bx,y) = (1 22 -+ Tpn) : . , . .
b(un,ur) b(up,ug) -+ b, uy,) Yn

o bien b(z,y) = ' Apy siendo A, = [b(w;, uj)]1<ij<n-

A esta matriz Ay se le denomina matriz asociada a la forma bilineal b respecto
de la base B.

Este resultado tiene el correspondiente reciproco.

Sea V' un espacio vectorial real y b una forma bilineal sobre V.

e Se dice que b es simétrica si b(x,y) =b(y,z) Vz,y eV

Si b es simétrica b(u;,u;) = b(uj,u;) y por tanto, la matriz asociada A,
es una matriz simétrica.

b(z,z) >0 si x#0
e Se dice que b es definida positiva si
bz,z) =0 & =0
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4.2 Producto escalar.

Se define producto escalar sobre un espacio vectorial real V' como una forma
bilineal, simétrica y definida positiva.

El producto escalar no es unico pues pueden definirse numerosas formas bi-
lineales simétricas y definidas positivas sobre un mismo espacio vectorial.

4.2.1 Espacio vectorial euclideo.

Un espacio vectorial euclideo es un par (V,b) en el que V es un R-espacio
vectorial y b un producto escalar sobre V.

Designando el producto escalar por b(x,y) =< x,y > respecto de una base
B de V', su expresién viene dada por:

<z,y>=1'Ay
siendo A la matriz asociada a b respecto de la base B :

A= [<upuy >licijen

Ejemplo 4.1 Los productos definidos a continuacién son productos escalares
en R? respecto de la base B = {u1,us} O

2 0
a) <$,y>: 25513/1—1—3:1:'2342:(331 x2> ( 0 3) (z;)

8 3
b) <,y >=8w1y1 + 3x1y2 + 3rays + 82212 = (11 22) ( 38 ) ( " )

Yo
1 0
C)<$7y>:$1y1+9€2y2:($1$2)(0 1)(;/;)

Este tltimo ejemplo en el que la matriz asociada es la matriz unidad recibe
el nombre de producto escalar candnico.

Como la expresién matricial de un producto escalar depende de la base utili-
zada, cabe preguntarse si para cualquier producto escalar existira siempre una
base respecto de la cual su matriz asociada sea la matriz unidad. El propédsito
del tema consiste en encontrar dicha base, que da lugar a la expresion candnica
del producto escalar.

Teorema 4.1 La matriz asociada a un producto escalar, respecto de cualquier
base, es simétrica y reqular. El reciproco no es cierto.
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Demostracidn.

a)
b)

Es simétrica por ser el producto escalar una forma bilineal simétrica.

Sea x € V y consideremos < x,y >=0 Vy € V entonces x = 0 ya que
de lo contrario se tendria < x,x >= 0 con = # 0 lo que contradice la
hipétesis de ser definida positiva. Es decir, el tnico vector z € V tal que
<z,y>=0VyeVesz=0.

Consideremos el sistema Axr = 0 y veamos que la tnica solucién que
posee es la trivial, lo que equivale a que detA # 0, es decir, a que A es
regular.

Supongamos que existe algun vector no nulo z € V tal que Az = 0.
Entonces, Vy € V (Az)ly =0 2tATy = 21 Ay =< 2,y >= 0.

Como < z,y >=0 Vy eV = 2z =0 lo que contradice la hipotesis de
ser z # 0 y por tanto, no existe ningiin vector no nulo z € V tal que
Az =0 es decir, Az = 0 sélo admite la solucién trivial.

1
31
producto escalar a pesar de ser simétrica y regular, pues

(1—m(§ ?)(_}):@am(_i>z—4<o

y por tanto A no representa a una forma bilineal definida positiva. =

El reciproco no es cierto ya que A = ( ) no es la matriz de un

Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo. Se denomina norma del
vector x € V' al nimero real positivo

|z|| = +V/ <z, >

que tiene sentido ya que < z,z >>0 Vzx e V.

Propiedades:

a)
b)

c)

lz]| =0 &z =0
la-z| = |af - [|z|

Ley del paralelogramo: ||z + y|* + ||z — y||* = 2(||=||* + ||y||*)
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d) Desigualdad de Cauchy-Schwartz: | < xz,y > | <||z| - ||yl

e) Desigualdad de Minkowski: ||z + y| < ||z|| + ||yl
£) flll = llyll < [l =yl

Cualesquiera que sean z,y € V. «a € R.

NoTA: Sean x,y € V no nulos. De la desigualdad de Cauchy-Schwartz se
deduce que
—[lz]| - [yl << @,y >< [z]| - [ly]|
y como [|z[ #0 |y[| # 0=
1< =BY>
] - [yl
x,y >

[z - Iyl
forman los vectores x e y.

Al nimero se le define como cos a diciéndose que « es el angulo que

<@,y >= [lz][ - [yl - cos (z,y)

Teorema 4.2 Para determinar el producto escalar de dos vectores cuales-
quiera es necesario y suficiente conocer los productos escalares de los vectores
de una base.

Demostracién. Sea (V, <,>) un espacio euclideo y B = {uy, us,..., u,}
una base V.

Ve,yeV — SC:Zn:xiui e yZi:’yJua‘:>
j=i

i=1

n n n
<z,y>=< ZZL‘Z‘UZ‘, Zyjuj >= Z Ty < Ui, Uj >
i=1 =1

4,j=1
Si < wu;,u; >= a;; son conocidos, es conocido el producto de dos vectores
cualesquiera, siendo

n
<x,y >= Z zia;y; = o' Ay
ij=1

Ademas esta determinado de manera tunica. [
La matriz A es tnica respecto de la base B y se le denomina matriz de Gram

correspondiente al producto escalar considerado respecto de la base B de V' y,
por consiguiente, es simétrica y regular.
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4.3 Ortogonalidad.

a) Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo. Se dice que los vectores
x,y € V son ortogonales respecto del producto escalar <, > si se verifica
que < x,y >= 0 (z,y no nulos, ya que si uno de ellos fuese nulo, el
producto escalar serfa nulo cualquiera que fuese el otro vector).

b) Sea A C V no vacio. Definimos el conjunto ortogonal de A respecto a
<,> y lo denotamos por A+ como

At ={zcV :<a,y>=0 Vyc A}

Teorema 4.3 Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo y A CV no vacio.
El conjunto A+ ortogonal de A es un subespacio vectorial de V que llamaremos
subespacio ortogonal de A o variedad ortogonal a A.

Demostracién. V 1,2, € A+ = ax; + Bzy € A VYV a, € R. En efecto:
Vye A <axri+pfryy>=a<z,y>+0<z,y>=a-0+5-0=0

€At =<1,y>=0 VycA

ya que
29 EAL =< 29,y >=0 Vy€< A
|

Estudiemos ahora algunas propiedades de la ortogonalidad relacionadas con
la dependencia lineal y, posteriormente introduciremos unas bases especiales
que denominaremos bases ortonormales.

Teorema 4.4 Teorema de Pitagoras.
Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo. Dos vectores x,y € V son

ortogonales si y solo si

lz+yll* = [lz]|* + |ly|I?
Demostracidn.

a) x Ly=|z+y|*>=|z|*+|y|]|*> En efecto:
|z +yl? =< (x+y), (x+y) >=
<z r>+<ay>+<yr>+<yy>=|z)?+|yl?

ya que < xz,y >=<y,x >= 0 por ser x L y.
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b) llz +yl|* = [|=z]|* + ||ly[* = = L y. En efecto:
lz+yll> =< (z+y),(@+y) >= |z +2 <z,y > +||y|
Si [l +yl” = [lz* + lylI* =<2,y >=0==2 Ly. u

Sea (V, <,>) un espacio vectorial euclideo y sean H y H' dos subconjuntos
no vacios de V.

e Se dice que H es ortogonal a H' si < x,y >=0 Yo € H Vye H’

e Se dice que H es un conjunto ortogonal si < z,y >=0 Vx,y € H con

rFy

e Se dice que H es un conjunto ortonormal si es ortogonal y verifica ademas
que ||z|| =1 Ve e H

Ejemplo:

Se considera el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar que
respecto a la base canonica tiene la matriz:

O =N
O N =
_— o O

a) Calcular el valor de a para que los vectores (1,2,a) y (a,—1,1) sean
ortogonales.

b) Si L es la variedad lineal de ecuaciones —x1 + x9 + 23 = 0, hallar unas
ecuaciones implicitas de L*.

Nota: Este ejemplo son los apartados a) y b) del ejercicio 4.9

Apartado a)
Los dos vectores seran ortogonales respecto al producto escalar dado si y solo
si su producto escalar es cero

210 a a
(1 2a)f120 -1 | =0<=(45a)| -1 |=0
001 1 1
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da—>b4+a=5a—5=0<=a=1
Apartado b)

El nimero de ecuaciones implicitas 1.i. de la variedad lineal dada L es uno
y, como el espacio vectorial al que pertenece tiene dimension tres, se deduce
que la dimensién de L es dos. Calculemos dos vectores de R? que constituyan
una base de L:

L = —x1 + x5 + x3 = 0 considerando los parametros x, y x3 y ddndoles los
Ty = 1 Lo = 0

valores
r3=0 = r1=1 a23=1 = x1=1

Por tanto L = ((1,1,0),(1,0,1))
Como dim(L) = 2 = dim(L*+) = 1
Llamemos (ay, as, az) al vector de una base de L*.

Para que esto sea cierto, tendra que ser ortogonal a los dos vectores de la base
de L, respecto del producto escalar dado, es decir (((aq,as,a3),(1,1,0))) =0
y (((a1,a2,a3),(1,0,1))) =0 O sea:

210 1
(a1 azg az )| 1 2 0 1 |=0
0 01 0
210 1
(a1 a9 CL3) 1 20 0 =0
001 1
—
1
(2@1—}-@2 a1—|—2a2 CL3) 1 :3(a1—{—a2):()
0
1
(2a1+a2 CL1+2(1,2 CL3) 0 :2a1—|—a2+a3:0
1

— Lt = ((1,-1,-1))
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Teorema 4.5 Si dos subespacios H y H' de un espacio vectorial euclideo
(V, <,>) son ortogonales, entonces son disjuntos, es decir H N H' = {0}.

ze H
Demostracién. Ve HNH =< vy

ze H
Comoze H,ze HyH1H =<zz>=0= z=0. Esto prueba que
HnNH ={0}. |

Teorema 4.6 Sean H y H' dos subconjuntos ortogonales de un espacio vecto-
rial euclideo (V, <,>). Las variedades L(H) y L(H') son también ortogonales.

Demostracién.

ye L(H) = y:Zaixi con r; € H

i=1

Sean m
z€L(H) = z:Zﬁjx; con zj € H'

j=1
n m n m

<Y,z >=< ZOZZ'ZEZ', Zﬁjl‘; >= ZZO@BJ‘ < CL’Z‘,ZL';- >
i=1 =1 i=1 j=1

, ;o . . .
ycomo H L H' =< ux;,x; >=0,1<i<n, 1 <j<m=<y,z>=0y por

tanto, L(H) L L(H"). |
Teorema 4.7 Sea H = {x1, x3,..., T,} un subconjunto ortogonal de un
espacio vectorial euclideo (V, <,>). Entonces, {x1, xa,..., T,} es un sistema

libre. Es decir, son linealmente independientes.

Demostracion. Sea ayxy + - - -+ apxy + - - - + oz, = 0. Tenemos que probar
que
alz...:ak:...:anzo

<oary 4 Faprp o+ @y, 1 >=< 0,2, >=0 Vk=1, 2,..., n=>
a1 <21, T >+ o < xR, Tp >+t a, <z, >=0

Como H es ortogonal, < x;, 2, >=0 Vi # k = ap < xp, 1, >= 0y como
<$k,$k>7£0:>04k:0 Vk’:L 2,...,n. |

Consideremos un espacio vectorial euclideo (V, <,>) y dos bases suyas
Bl = {Ui}izl’ 2,..,n Y BQ = {vi}izl, 2,..., n- Llamemos Al y AQ a las matri-
ces asociadas al producto escalar <, > respecto de las bases B y By y veamos
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la relacién existente entre ellas.
A = (< ug,uy >) = (Gij)ij=1..n Ay = (< vp, v >) = (a;lk)h,kzl...n
Como {v;} C V podemos expresarlos en funcién de los u;.
UV = C;pU; Vi = CjrUy
a}bk =< VUp, U >=< CipUj, CjpUj >= CipCjg < Ui, Uj >= CipCikQij

Ci1 " Cm
Sic=| : .. : | emrm = a,=0tA,C
Cin ' Cnn

Las matrices asociadas a un producto escalar referidas a distintas bases son
congruentes entre si, es decir

Ay =C'AC

<’Ui,1)j>:0 Z;’éj
Si queremos que Ay = I, = (< v,V >)ije1..n <
< V3,0 >= 1

que equivale a que By sea ortonormal.

Si (V, <,>) es un espacio vectorial euclideo y B = {uy, ug,..., u,} es una
base ortonormal de V'

<zy>=a'Ay=a'ly ="y S<z,y >= 151+ Taya + o+ Lol

Asi pues, para que la matriz asociada a un producto escalar sea la identidad,
es decir, podamos usar la expresion canonica del producto escalar, ha de estar
referida a una base ortonormal.

Cabe preguntarse ahora si siempre serd posible encontrar una base ortonor-
mal cualquiera que sea el producto escalar definido.
Teorema 4.8 Método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.

Todo espacio vectorial euclideo (V, <,>) admite una base ortonormal.

En otras palabras, cualquier espacio vectorial euclideo admite siempre una
base respecto de la cual, la expresién del producto escalar es

<X,y >=T1Y1 + ToYo + -+ TpYn
siendo z;, y; las coordenadas de x e y respectivamente, referidas a dicha base.

Demostracion. La demostracién del teorema es constructiva, es decir, veamos
como a partir de una base B = {vy, v,..., v,} cualquiera de V' podemos
construir otra base ortonormal B* = {uy, ug,..., u,}.
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a) A partir de B vamos a construir primero otra base B = {wy, wa, ..., w,}

ortogonal. Para ello tomemos w; = vy
Consideremos we = vy + aoywy con < wy, wy >= 0. ;Existe wy?
< Wi, Wy >=< Wi, Vg + agwy >=< Wi,V > +ag < wi,w; >=0=

o < wi, Vg >
21 = — g
[ |2
ya que |Jwq]| # 0 por ser wy = vy # 0.

Tomando ahora w3 = v3+agzws+az w; con < wy, wy >=< wq, w3z >= 0,
tenemos

< W2, V3 > < wi,v3 >
N39g = —————57 N3] = —————57
2 2
[[ws || [Jws ]|
Si hemos calculado, en general wy, ws,..., wg, hacemos entonces,

Wil = Vg1 + Qg1 W + -+ - + Qg1 2Wo + Qpq11W1

con la condicion < wgyq1,w; >=0 Vi=1,..., k, obteniéndose:
< Wi, Vg1 > .
OékJrM':—H—Q Z:L 2,...,]{}
wi|

Se obtiene asf la base ortogonal B'{wy, wy,..., w,}.
A partir de B’ vamos a construir la base B* = {uy, us,..., u,} ortonor-
mal.

W; . . .
Para ello, u; = W lo que implica que ||u;||=1 i=1, 2,..., ny por

W;
tanto

<ui,uj>:0 si i#£ 7
< Ui, Us >=1

por lo que B* es una base ortonormal de V. [ |
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4.4 Ejercicios propuestos

Ejercicio 4.1 Se considera, en el espacio vectorial euclideo R3, la base B =

{e1,eq,e3} , tal que:

e1-e1=2,e1-e=0,€e1-e3=1,e3-e5=1,€e3-e3=—1yeg-e3=2

a) Hallar la matriz de dicho producto escalar respecto de la base B.

b) A partir de B’ = {(1,1,1),(0,1,—1),(0,2,0)} de R? hallar una base

ortonormal.

Ejercicio 4.2 Dado, en el espacio vectorial euclideo R3, el producto escalar

1 01
cuya matriz asociada con respecto a la base canénicaes [ 0 1 1 |. Utili-
11 3

zando el método de Gram-Schmidt, obtener una base ortonormal asociada a
la base {e; + eq, €3, €1 + e3}.

Ejercicio 4.3 En el espacio vectorial euclideo R?, con el producto escalar
T -y = T1Y1 + Tay2 + T3Ys + 224Ya

se considera el subespacio L engendrado por los vectores
(1,0,—1,0) y (0,2,3,1).

Determinar un subespacio suplementario y ortogonal de L.

Ejercicio 4.4 Sea V un espacio vectorial euclideo de dimensién tres y consi-
deremos la base B = {uy, us,u3} en la que:

il = 1, Jluzll = 1, [Jus||* =5
Uy - U = 0
el vector 2u; — uz es ortogonal a los vectores u; y us.

Calcular:

a) La matriz del producto escalar, respecto de la base B.

b) Una base ortonormal de V', asociada a la base B.
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Ejercicio 4.5 Dado un producto escalar en R?, cuya matriz asociada respecto

de la base candnica es:
-1

—_ =W

1
1
0

a) Respecto a ese producto escalar, hallar la variedad lineal ortogonal a la
generada por los vectores (1,1,0) y (0,1, —1).

b) Respecto a ese producto escalar, encontrar una base ortonormal de R?.

Ejercicio 4.6 Sea V el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o
igual que 2 y una base
B = {e; = 2%, e3 = z,e3 = 1}. Se considera el producto escalar definido por:

€ -e Se pide:

ST
a) El dngulo de los vectores 1 y z.
b) Estudiar, para qué valores de a, son ortogonales = +a y = — a.

c) Ortonormalizar la base B.

Ejercicio 4.7 En el espacio vectorial euclideo (R3,-), respecto de una base
ortonormal, se consideran a = (1,1, 1) y el subespacio
H={r e R?: 6z =4y =3z}

a) Obtener una base ortonormal de H'.

b) Expresar a como = +y donde x € H, y € H*.

Ejercicio 4.8 Dada la forma bilineal de R? definida por

Ty =T1Y1 + T1Y2 + To2y1 + QoY — ToYs — T3Ys + T3Y3

se pide:

a) Calcular o para que sea un producto escalar.
b) Para a = 3, hallar una base ortonormal de R?.

c) Praa =3, L =21 — 23 =0y M = x5 — x3 = 0, hallar una variedad
lineal de dimensién 2 que contenga a Lt y a M*.
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Ejercicio 4.9 Se considera el espacio vectorial euclideo R? con el producto
escalar que respecto a la base canonica tiene la matriz:

210
1 20
0 01
a) Calcular el valor de a para que los vectores (1,2,a) y (a,—1,1) sean

ortogonales.

b) Si L es la variedad lineal de ecuaciones —x1 + xo + 23 = 0, hallar unas

ecuaciones implicitas de L*.

c) Dado el vector v = (3,1, —1), descomponerlo en suma de dos vectores,
uno de L y otro de L.

d) Obtener una base ortonormal de R?, B = {uy,us, uz}, siendo u; € L*.

Ejercicio 4.10 Sea f : R® — R3 la aplicacién lineal definida por:
f(x1, w9, 23) = (1 + 2o + 73,71 — T2 + T3, T2)

y sea L la variedad lineal

x1+$220
SL’1+I3:O

Si se define en R3 el producto escalar cuya matriz, respecto de la base candnica

[SioH

1
2
0

S ot N
_— o O

a) Descomponer el vector (3, 3, 3) en suma de uno de f(L) y otro de [f(L)]*.
b) Hallar una base de la variedad L+ + f(L).

¢) Hallar unas ecuaciones implicitas de L+ N f(L).

Ejercicio 4.11 Sea f una forma bilineal de R? cuya matriz, respecto de la

base canonica, es

|
O N
— DN
S )

Se pide:
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a) Calcular el valor de o para que f sea un producto escalar.

b) Determinar « para que ademés, los vectores u = (1,1,1) y v = (0,3, —1)
sean ortogonales.

c) Para el valor de a calculado anteriormente, determinar la variedad orto-
gonal a la variedad lineal L definida por x —y — 2z = 0.

d) A partir de las bases de L y L, obtener una base ortonormal de R3.

Ejercicio 4.12 En un espacio vectorial euclideo V' se considera una base B =
{uy, uz, ug} y se sabe que

1
iru; = ———— Vi,5 €41,2,3
Ug - Uj i+i—1 i,j €4 }

a) Dada la variedad lineal L : x 4+ y = 0, encontrar L*.

b) Hallar una base ortonormal aplicando Gram-Schmidt a la base B.

Ejercicio 4.13 En el espacio vectorial euclideo R? y respecto a una base
ortonormal se consideran las variedades lineales:

. Il—ZL’QZO
Ll'{2ZL‘2—ZE3:0

ng{xl—i-oz:vg—l—ﬁxg:()

a) Hallar o y 3 sabiendo que L; es ortogonal a L.

b) Obtener una base By de Li, y otra By de Lo, tales que su uniéon B =
B; U B, sea una base ortonormal de R?>.

Ejercicio 4.14 Sean las variedades lineales de R?:
L:xy—x9—23=0y L : {229 — bx3 = 0; 221 + 4x5 = 0}.

Sea b una forma bilineal de R? cuya matriz respecto a la base candnica tiene
por filas (3,2,0), (2,2,0), (0,0,a). Se pide:

a) Calcular a para que b sea un producto escalar.
b) Hallar a para que las variedades L y L’ sean ortogonales.

c) Base y ecuaciones implicitas de L*.
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d) A partir de las bases de L y L, obtener una base ortonormal de R3.

Ejercicio 4.15 Se considera en R? la forma bilineal simétrica definida por la

1 1 0
matriz [ 1 2 —1 |, respecto de la base canonica.
0 -1 «a

a) jPara qué valores de a se trata de un producto escalar?

b) Calcular a sabiendo que, ademads, las variedades L = { il i 0
5 =

L' = x5 — 223 = 0 son ortogonales.

c) Obtener, para el valor de a obtenido en el apartado anterior, y a partir
de L y L', una base ortonormal B de R?.



5. Autovalores y autovectores

Sea f € End(V) donde V' es un espacio vectorial definido sobre un cuerpo K.

e Se dice que A € K es un autovalor o valor propio del endomorfismo f
si existe algtin vector no nulo z € V tal que f(z) = Az. A dicho vector
x no nulo se le denomina autovector o vector propio de f asociado
al autovalor \.

Analogamente, si A € R™" es una matriz cuadrada cualquiera asociada a
f € End(V), con dim(V) = n, se define A € K como un autovalor de A si
existe algtin vector no nulo z tal que Az = Az, en cuyo caso diremos que x es
un autovector de A asociado al autovalor .

Teorema 5.1 Todas las matrices asociadas a un mismo endomorfismo tienen
los mismos autovalores.

Demostracién. Sean A y A’ dos matrices asociadas a f € End(V) respecto
a dos bases B y B’ de V respectivamente.

Sabemos que la relaciéon que existe entre A y A" viene dada por
A'=P'AP

donde P representa a la matriz no singular del cambio de base de B a B.

Si A es un autovalor de A, existe un vector x € V no nulo tal que Az = A\z.

Como A= PA'P~™' = \x = Az = (PA'P Y)x = PA (P '2) =
P 'z)=A(P ') = NP 'z) = A (P ')
y llamando y = P~'z tenemos que A’y = \y.

117
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Alser x # 0 =y = P~z # 0 y por tanto, A es un autovalor de A’.
Reciprocamente, si A es un autovalor de A’ existe un vector x # 0 tal que
A’z = Ax y por tanto,
At = A'r = P'APx = P\v = APx = A(Px) = A\(Pz) con Px #0

por lo que A es un autovalor de A. [ |

Teorema 5.2 Sea f € End(V) y sea A € R™™ una matriz asociada a f. Se
verifican las siquientes propiedades:

a) Si X\ es un autovalor de A Vy ={x €V : Ax = Az} es un subespacio
vectorial de V' denominado subespacio propio de A asociado al autovalor

A
b) Si A\ # Ag son autovalores de A, Vy, N'V,, = {0}.

c) Si A1, Ao, ..., A son autovalores distintos de A y xq, Ta,..., X, Son
autovectores de A asociados a A, Xo,..., A, respectivamente, dichos
autovectores son linealmente independientes.

Demostracién.

a) Ve,yeVy vy Va,f e K= Alax + fy) = Az + fAy = ax + [y =
Max + fy) = ax + Py € V) = V) es un subespacio vectorial de V.

reVy = Ar = \x
b) $€VAIQVA2 =4y :>/\1?L’:)\2{L':>(/\1—)\2)1':O
x eV, = Ax = Az

y al ser Ay # Ay se tiene que x = 0 y por tanto, V), NV,, = {0}.
c¢) Lo demostraremos por induccién en r.

c.1) Si r = 1 sélo tenemos x; que por ser autovector asociado a A; es
x1 # 0 y por tanto, {x;} es un sistema libre.

c.2) Supongamos la propiedad cierta hasta r — 1 y probémosla para r.
Es decir, supongamos que xy, Z9,..., T,_1 son linealmente inde-
pendientes y probemos que x1, Zs,..., T,_1, &, también lo son.

De la combinacion lineal:

oy + e + -+ 12,1+, =0 (5.1)
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se tiene que A(a1xy + oo + -+ + @121 + @) =0 =
a1 Axy + Ao + -+ 1Az, + @ Ax, = 0 =
ML, + ooy + - + QA1 Tpe1 + AT = 0 (5.2)
Multiplicando (5.1) por A, obtenemos:
A1 + A T2 4+ e ATy + A = 0 (5.3)
y restando la ecuacién (5.3) a la ecuacién (5.2) obtenemos
a1(A — Az + (A — A )xe + -+ a1 (A1 — Ao =0

Al ser, por hipétesis de induccién, x1 o, ..., x,._1 linealmente in-
dependientes, se tiene que

041()\1 - )\r> =0, 042(>\2 - )\7‘)7 T ar—l()\r—l - >\r) =0

ycomo A # N\ sit#j=>a =ay=---=a_; =0 que llevados
a (5.1) nos reduce esta ecuacién a a,x, = 0 de la que al ser x, # 0
se deduce que «, = 0. Es decir,

o1+t 4+ a1+, =0=>0; =01<:<r

Por tanto, xy, x9,---, x,_1, x, son linealmente independientes. m

Como consecuencia de las propiedades anteriores tenemos que si los autovalores
A1, Ag, ..., A son todos distintos, la suma V), + V), +--- + V) es directa.

Propiedades de los autovalores

a) A es un autovalor de f siy sélo si det(A—AI) = 0 donde A es una matriz
cualquiera asociada a f.

En efecto:

A autovalor de f = 3 = € V no nulo tal que f(z) = Az o bien,
Az = Az = (A — M)z = 0 admite solucién x no trivial y por tanto, la
matriz del sistema es singular, es decir, det(A — A\) =0

Si det(A — M) =0 = (A— A)z = 0 admite solucién x no trivial, por
lo que (A — Al)x =0 = X\ es autovalor de A y por tanto, de f.
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b)

A = 0 es autovalor de f si y sélo si f es no inyectivo.

Basta con ver que si A = 0 es un autovalor de f, existen vectores x € V
no nulos tales que f(z) = 0x = 0, por lo que Kerf # {0} y, por tanto, f
es no inyectivo.

Reciprocamente, si f es no inyectivo Kerf # {0}, por lo que existen
vectores x no nulos tales que f(z) = 0 = 0z, de donde se deduce que 0
es un autovalor de f.

A es autovalor de f si y sélo si para cualquiera que sea k, A — k es
autovalor de f — kZ donde Z : V — V es la identidad en V.

Puesto que si A es un autovalor, no nulo, de f = 3z € V tal que f(z) =
AM=>VEkeK f(x)—kr= c—kx= (f—kI)(x)=(A—k)z =X —k
es autovalor de f — k7.

SiVke K \N—Fkesautovalor de f —kZ, como 0 e K= A—0= \es
autovalor de f — 0Z = f = \ es autovalor de f.

A es autovalor de f siy solo si f — AZ es no inyectivo.

Basta observar que si A es un autovalor de f entonces 0 = A — X lo es de
f — AZ (tercera propiedad), por lo que f — AZ es no inyectivo (segunda
propiedad). |

Como consecuencia tenemos que:

o V(\) =Ker(f — \T) =V,

e Las ecuaciones del subespacio propio V() se obtienen del sistema ho-

mogéneo

(A= M)z =0

y por tanto, si n representa la dimensién del espacio V' se tiene que

dimVy, =n —rg(A — AI)
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5.1 Polinomio caracteristico.

Se denomina polinomio caracteristico de una matriz A € R"*" al poli-
nomio de grado n que se obtiene desarrollando el determinante de la matriz
M — A

P(\) = det(AI — A) (5.4)

Teorema 5.3 Dos matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteris-
tico.

Demostracién. Si A y B son dos matrices semejantes, existe una matriz P
no singular tal que B = P~'AP y por tanto, A\ — B = P7'A\P — P7'AP =
P~Y(A\I — A)P por lo que

det(AI — B) = det(P~" (AT — A)P) = detP~"-det(\ — A)-detP = det(A\] — A)

por lo que ambas matrices tienen el mismo polinomio caracteristico. [ |

Analogamente, se denomina polinomio caracteristico de un endomorfismo
f de V al polinomio de grado n = dimV" que se obtiene desarrollando el deter-
minante de la matriz AI — A, donde A es la matriz asociada al endomorfismo

f.

Corolario 5.4 FEl polinomio caracteristico de una transformacion no depende
de la matriz representacion que se tome.

Demostracion. Si A y B son dos matrices que representan al mismo endo-
morfismo f, sabemos que son semejantes y por el Teorema [5.3] tienen el mismo
polinomio caracteristico. [

Teorema 5.5 Los autovalores de un endomorfismo f (o de una matriz A)
son las raices de su polinomio caracteristico.

Demostracion. Si A\g es un autovalor de f equivale a la existencia de vectores
x € V — {0} tales que f(z) = Aox es decir, Az = Aoz 0 lo que es lo mismo,
(Aol — A)xz = 0 que equivale a decir que (Al — A)z = 0 posee solucién no
trivial, es decir, det(Agl — A) = 0 que es lo mismo que asegurar que \q es una
raiz de P(\). ]

Desde el punto de vista matricial, podemos asegurar que todas las matri-
ces semejantes, al tener el mismo polinomio caracteristico, tienen los mismos
autovalores.
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5.1.1 Multiplicidad de un autovalor.

Se define multiplicidad de un autovalor g de un endomorfismo f, como la
multiplicidad de Ay como raiz del polinomio caracteristico de f. Es decir, como
el nimero de veces que aparece el factor A — A en la factorizacién de P(\).

Teorema 5.6 Sea \g un autovalor del endomorfismo f de multiplicidad «, se
verifica que:
1 <dimVy, <«

5.1.2 Propiedades.

e Si PA) = A"+ A" '+ +a,_ 1)+ a, es el polinomio caracteristico
de una matriz A, se tiene que

a; = (—1)" Y M;(A)

donde M;(A) representan a los menores principales de orden ¢ de la ma-
triz A.

n
e La suma de los autovalores coincide con la traza de la matriz, g A =
i=1

trA

e El producto de los autovalores es igual al determinante de la matriz
n

H \; = detA

i=1

1 0 2
Ejemplo 5.1 Si A = 2 —1 3 |, podemos calcular el polinomio carac-
1 2 0

teristico de la siguiente forma:

a = (—1)'(1—1+0)=0

1 0 12 -1 3
ag:(—l)z(‘Q _1‘+‘1 0‘+‘ D=—1—2—6=—9

Q
w
Il
—~
|
—_
N
w
[\
|
—
S W N
I
I
=~
U
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El polinomio caracteristico de A es entonces

PA) =X —9)x—14

5.2 Diagonalizacién por semejanza

e Una matriz A € R se dice diagonalizable si es semejante a otra
matriz diagonal D, es decir, si existe una matriz P € R™*" no singular

tal que
P'AP =D (5.5)
d 0 - 0
0 dyo -+ 0
donde D es una matriz diagonal D = L ] En este
0 0 - d,
caso se dice que D es una forma diagonal de A y que P es la matriz

de paso.

De la relacién (5.5) se tiene que AP = PD y si P; representa la columna
1-ésima de P tenemos

AP, =d;P, i=1,2,...,n

por lo que los elementos d; ¢ = 1, 2,..., n de la diagonal de D son los
autovalores de la matriz A. Por tanto, salvo reordenacién de los elementos
diagonales, la matriz D esta determinada.

5.2.1 Endomorfismos diagonalizables.

e Un endomorfismo f:V — V se dice diagonalizable si lo es cualquier
matriz A representaciéon de f.

Esta definicién no tendria validez de no verificarse el siguiente teorema.

Teorema 5.7 Si A es una representacion diagonalizable de f entonces, cual-
quier matriz B representacion de [ es también diagonalizable.
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Demostracion. Si A es diagonalizable existe una matriz P, no singular, que
verifica la ecuacion ([5.5]).

El ser A y B representaciones de f = A ~ B es decir, existe una matriz
Q@ no singular tal que A = Q 'BQ y de ambas condiciones se tiene que

D =P1'AP = P7'Q7'BQP = (QP)"'B(QP) = B es diagonalizable. ]

Obsérvese que cuando una matriz A es considerada como una representacién
de un endomorfismo f, no es valida su diagonalizaciéon mediante transforma-
ciones elementales, ya que el sistema de vectores columnas que se obtiene no
es equivalente al original, es decir, no genera el mismo espacio vectorial que el
sistema original de vectores columnas.

Podemos decir entonces que un endomorfismo f:V — V es diagonalizable
cuando existe una base de V respecto a la cual la matriz asociada a f es
diagonal.

Analogamente podemos decir que una matriz cuadrada A es diagonalizable
si esta asociada a un endomorfismo diagonalizable.

Teorema 5.8 Sea A € R™" una matriz con n autovectores linealmente in-
dependientes x1, ..., T, y sea S = (x1 -+ x,) la matriz cuyas columnas son
dichos autovectores. Entonces ST'AS = D donde D es una matriz diagonal
cuyos elementos diagonales son los autovalores de la matriz A.

Demostracion.
AS = A(xy zo -+ x) = (Axy Axg -+ Axy) = (Mx1 Aoz - A\py) =
AN O - 0
0 Xy -+ 0
0 0 - \,
Como los vectores xy, To,..., x, son linealmente independientes, S es no

singular y por tanto invertible. Entonces,

AS=SD = S'AS =D.

Obsérvese que si sustituimos x; por ax; con a € K, a # 0 sigue siendo libre
el sistema {xy, z2,..., ax;, ..., x,} , por lo que S no es unica.

Como sabemos que a autovalores distintos corresponden autovectores lineal-
mente independientes, podemos dar el siguiente corolario.
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Corolario 5.9 Toda matriz cuadrada A € R™"™ que posea n autovalores rea-
les y distintos es diagonalizable.

Como no todas las matrices poseen n autovectores linealmente independien-
tes, no todas las matrices seran diagonalizables.

01
0 0
por lo que sus autovalores son \; = Ay =0

Ejemplo 5.2 Sea A = . Su polinomio caracteristico es P(\) = A2

Los autovectores asociados a su unico autovalor A = 0 vienen determinados
por Az = 0x = 0 por tanto

(8 (1)>(ii):<8)W?:O:‘f"=<f170>=w1<1,0>

es decir, no posee dos autovectores linealmente independientes.

Si A fuese diagonalizable su forma diagonal seria:

D:()E]l f >:0:>P‘1AP:0:>A:P0P‘1:O
2

y al ser A # 0 no puede ser diagonalizable.

En este ejemplo vemos que A no posee n (en este caso 2) autovectores lineal-
mente independientes y que A no es diagonalizable (con una matriz diagonal
formada por sus autovalores) pero ;jpodemos asegurar que si A no posee n
autovectores linealmente independientes no es diagonalizable? La respuesta es
st pero para ello veamos algunos resultados previos.

Teorema 5.10 [CARACTERIZACION DE LAS MATRICES DIAGONALES| Una
matriz D € R™" es diagonal si y solo si admite por autovectores a los vectores
e; de la base canonica de R™. Ademds, cada e; es autovector de D asociado al
autovalor d; (elemento i-ésimo de la diagonal).

Demostracion.
d, 0 0
0 dy ... O
D = . . . = De; = d;je; =
0 0 --- d,

d; es autovalor de D y e; es un autovector asociado a d;.
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Reciprocamente, si eq, es,..., e, son autovectores de D asociados a los
autovalores Ay, Ao,..., A, respectivamente, De; = \je; =1, 2,..., n.

Ahora bien, De; = i-ésima columna de D y por tanto

N O o 0
0 X ... O

= ) L ) = D es diagonal.
0 0 - M\,

Teorema 5.11 Toda matriz A € R™" diagonalizable posee n autovalores, no
necesariamente distintos.

Demostracién. Si A es diagonalizable existe una matriz P no singular tal

que se verifica la ecuacién (j5.5)).

Como A y D son semejantes, poseen los mismos autovalores y dado que D
tiene n autovalores (d; i =1, 2,..., n), A también tiene n autovalores. ®

Obsérvese que si A € R™" como P()A) es un polinomio de grado n con
coeficientes reales, puede no tener n raices reales, es decir, puede tener raices
complejas y por tanto existiran matrices A € R™*™ que no posean n autovalores
reales.

Nos encontramos ahora en condiciones de dar respuesta a la pregunta que
nos planteabamos anteriormente.

Teorema 5.12 [CARACTERIZACION DE LAS MATRICES DIAGONALIZABLES]
Una matriz A € R™" es diagonalizable si y sélo si existe una base de R"
constituida por autovectores de A, es decir, si A admite n autovectores lineal-
mente independientes.

La matriz de paso P tiene por columnas las coordenadas de dichos autovecto-
Tes.

Demostracion. La condicién suficiente quedé probada en el Teorema 5.8.
Veamos entonces que si A es diagonalizable posee n autovectores linealmente
independientes.

A diagonalizable = 3 P no singular tal que P~AP = D con D diagonal.

Al ser D diagonal, admite n autovalores (d; i = 1, 2,..., n) y n autovectores
linealmente independientes (e; i =1, 2,..., n, vectores de la base candnica
de R™).
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Por ser A y D semejantes poseen el mismo polinomio caracteristico y por
tanto, los mismos autovalores con las mismas multiplicidades.

Dado que P es no singular rg(A — d;I) = rg(P~Y(A — d;1)P) = rg(D — d;I)
y por tanto:

es decir, poseen también las mismas dimensiones.

Como sabemos que a autovalores distintos corresponden autovectores lineal-
mente independientes, tenemos que el nimero de autovectores linealmente
independientes de una matriz viene dado por la suma de las dimensiones de
los subespacios propios asociados a cada autovalor, es decir, por

> dimVy(\)
=1

Al ser dim V4(d;) = dim Vp(d;) para i = 1,2,...,r con r = ntimero de auto-
valores distintos, y dado que D es diagonal se tiene que

> dimVp(d;) =n=> dimVi(d;) =n
=1 =1

es decir, A posee n autovectores linealmente independientes. [ |
Corolario 5.13 Una matriz A € R™"™ es diagonalizable si y solo si:

a) Tiene todos sus autovalores reales

b) Para cada autovalor A de A la dimensidon del subespacio propio Vy coin-
cide con la multiplicidad («) de X, es decir: dimVy = «

5.2.2 Diagonalizacion de matrices simétricas.

Hemos visto bajo qué condiciones es diagonalizable una matriz cuadrada.
En esta seccién veremos que si la matriz considerada es simétrica siempre es
diagonalizable y ademas la matriz de paso puede ser ortogonal.

Teorema 5.14 Los autovalores de una matriz real y simétrica son todos rea-
les.
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Demostracién. Denotemos por:

e A* como la matriz traspuesta conjugada de A, siendo el elemento a}; de
A* el complejo conjugado del elemento a;; de A.

e v* como el vector conjugado traspuesto de v.

e )\ como el conjugado de X

Por ser A real y simétrica, es A = A*.

Si A\ es un autovector de A y v # 0 un autovector de A asociado a A se tiene
que Av = \v. Entonces:
v AV = v v =

(v*Av)* = (v A)" =
v AR = v N = vF Av = v o =
v\ = v Av = v =
M = M'v =
A=XNv'v=0
Como v'v #0=A=XA= AcR. |

Teorema 5.15 Autovectores correspondientes a autovalores distintos de una
matriz real y simétrica son ortogonales.

Demostracion. Sean vy y vy autovectores asociados a los autovalores Ay y Ay
con )\1 7é )\2.

Avy = My vh Avy = viA vy v Avy = M\obop (1)
= =
Avy = Aoty vh Avy = vl dgvs viAvy = Mvtoy  (2)

Trasponiendo (1) tenemos v Avy = A\vivg = vi Avg = Ajvlvg

y restandola de (2) se obtiene:
()\2 — )\1)1)51)2 =0

Como A\ # Ay = vivg = 0 = vy y vy son ortogonales. [

Teorema 5.16 Toda matriz real y simétrica es diagonalizable con una matriz
de paso ortogonal.
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Es decir, toda matriz simétrica real A puede ser diagonalizada de la forma
D = P'AP.

Teniendo en cuenta que cuando la matriz es simétrica los subespacios pro-
pios, ademds de ser disjuntos, son ortogonales dos a dos, para encontrar la
matriz de paso P basta encontrar en cada subespacio propio V() una base y
ortonormalizarla. La unién de las bases asi buscadas es la base de R™ ortonor-
mal de autovectores que nos definen P,verificAndose ademés que P~! = P!, es
decir, que P es ortogonal. Por tanto, D = P!AP.

5.2.3 Aplicaciones de la diagonalizacién.

e Potencias.

Si A es una matriz diagonalizable, existe otra matriz no singular P tal
que P7'AP =D = A= PDP~!. Entonces:

A™ = (ppDP~Y" = ppp~t. pppt.". ppDP7' = pD" P! =

A™ = ppmp!
siendo m € N
e Inversa.
Al =(PDP Y)Yt =PD Pt
dy -+ 0 1/dy - 0
SiD=|{ : . ¢ |=D'=| + -~ ¢ [=
0 d, 0 1/d,
1/dy 0
At=p : : pt
0 1/d,

Se define: A™" = (A™")" conn € N
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5.3 Ejercicios propuestos

Ejercicio 5.1 Hallar el polinomio caracteristico, los autovalores y autovecto-
res de cada una de las matrices siguientes:

1 00 -1 1 2
A=1 010 B=| -4 3 3
3 1 2 -3 1 4
Ejercicio 5.2 Probar que las matrices
1 0 0 1 0 0
A=10 -1 1 y B=10 -1 0
0 0 -1 0 0 -1

no son semejantes, pero poseen los mismos autovalores.

Ejercicio 5.3 Se conocen los tres vectores propios
v =(0,1,1) ve=(1,-1,0) y w3=(1,0,-1)

de una aplicacién lineal f:V — V.
Determinar la matriz asociada a dicha aplicacion sabiendo que es una matriz
3 x 3 y que su primera columna es (1 2 3)".

Ejercicio 5.4 Sea f € End(R?) el endomorfismo que admite los autovalores
1, 2 y -1 con los vectores propios correspondientes (1,1,1), (0,1,2) y (1,2,1)
respectivamente. Obtener la matriz asociada a f, respecto de la base candnica.

Ejercicio 5.5 Estudiar si las matrices siguientes son diagonalizables. Si lo
son, encontrar la forma diagonal y la matriz de paso:

2 0 -1 0 1 1 -1 1
4 -3 1 =3 0 0 -1 1
A= 6 -6 3 —6 B = 0 -1 01
2 =2 1 =2 0 0 01

Ejercicio 5.6 Estudiar para qué valores de a y 3, es diagonalizable la matriz

A:

W O Ot
O = O
™ R o
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Ejercicio 5.7 Se considera el endomorfismo f de R? que, respecto de la base
canodnica, tiene por matriz:

s

I

|
o= w
o o
wo o

a) Hallar los autovalores de f.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en caso afirmativo, encontrar una base,
respecto de la cual, la matriz de f sea diagonal.

Ejercicio 5.8 ;Bajo qué condiciones es diagonalizable la matriz

QU Q-
o o = O
~— o OO
N O OO

Ejercicio 5.9 Encontrar la forma diagonal y una matriz de paso ortogonal
para la matriz simétrica:

o= N
— o= N
— N =
N — =

Ejercicio 5.10 Diagonalizar por semejanza, con matriz de paso ortogonal, las
siguientes matrices:

A= 1 0 1 B= C = 1 o 1
110 ¢ 002 11
6 0 2 5 @

Ejercicio 5.11 Estudiar, segiin los valores de «, si son diagonalizables las
matrices:

1 -1 -2—« l+a —a o
A= 0 1 o B = at+t?2 —a a—1
0 0 1 2 -1 0
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Ejercicio 5.12 Determinar, segin a,b € R, los subespacios propios del en-
domorfismo f € End(R?) que, respecto de la base canénica, tiene asociada la
matriz

Analicese cuando es diagonalizable.

Ejercicio 5.13 Sea f € End(R?) definido por f(x,vy, 2,t) = (z, 2z, z,z + ay).
Hallar a para que sea diagonalizable, obteniendo una base de R* en la que la
matriz asociada a f sea diagonal.

Ejercicio 5.14 Sabiendo que f € End(R?) es diagonalizable, que admite por
vectores propios a
(—1,2,2), (2,2,-1) v (2,—1,2)

y que el vector (5,2,5) se transforma, mediante f en (0,0, 7), hallar los auto-
valores de f y su ecuacién en la base candnica.

Ejercicio 5.15 Diagonalizar, ortogonalmente, las matrices simétricas:

3 -1 0 5 —10 8
A= —1 3 0 B = —10 2 2
0 0 2 8 2 11
1 a 0 1
L . 01 1 b :
Ejercicio 5.16 Dada la matriz A = 00 -1 o I Se pide:
00 0 -1

a) Hallar sus autovalores y autovectores.

b) Calcular a y b para que A sea diagonalizable, obteniendo su matriz dia-
gonal y una matriz de paso.

Ejercicio 5.17 Sea f € End(R?) dado por: f(z,y,2) = (x+ay+(a—2)z, y+
z, az)

a) Hallar los valores de « para los que la matriz de f, respecto de la base
canonica, es diagonalizable, encontrando una matriz de paso.

b) Para los valores de « anteriores:



Ejercicios propuestos 133

b.1) Estudiar si f es inyectiva o sobreyectiva.
b.2) Dada L =< (1,2,-1),(0,3,1) >, hallar L N Ker(f).
b.3) Hallar L', suplementario de Img(f).

¢) Dar un subespacio H de dimensién 2, tal que f(H) = H.

Ejercicio 5.18 Sea f € End(R?) cuya matriz y nticleo son respecto a la base
canodnica los siguientes:

5 a b ¢

|3 - 2z + 3t =0 14 0 0 0
Ker(f):{ 5. — 3t =0 | e 5 -3
40 -3 ¢

Sabiendo que f admite por autovalor A = 5, se pide:

a) Determinar la matriz A.
b) Calcular los autovalores y autovectores.

c) Hallar la forma diagonal y una matriz de paso.

Ejercicio 5.19 Sea f : R®* — R? un endomorfismo tal que f(2,3,4) =
(6,3,6), los vectores (1,0,0) y (0,1, 1) son autovectores y la traza de la matriz
asociada a f respecto de la base candnica es 5. Se pide:

a) Hallar la matriz asociada a f respecto de la base canénica de R? en los
siguientes casos:

a.1) Sabiendo que f no es diagonalizable.

a.2) Sabiendo que el menor de sus autovalores es doble.

b) En las condiciones del apartado a.2 hallar, si es posible, una base de R?
respecto de la cual, la matriz asociada a f sea diagonal.

Ejercicio 5.20 Sean las variedades lineales de R*:
L:xi+x3=20+2x4=0 Yy L/:<(1,-1,0,0),(0,0,0,1)>

Sea f un endomorfismo del que se sabe:

a) f(1,0,0,0) = (1,1,1,1).
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b) (0,0,0,1) € N(f).

)

c) f(L)C L.

d) f(f(0,1,0,—1)) = (0,2,1,1).
e) rg(f) =

Determinar f, sus autovalores y decidir si es, o no, diagonalizable.

Ejercicio 5.21 Sea f el endomorfismo de R? definido por:
f(1,0,0) = (5,—-4,2) f(1,1,0) = (1,1,4)  f(0,0,1) = (a,a,b)

Sabiendo que f posee un autovalor doble y que el otro autovalor es 0:

a) Hallar la matriz asociada a f respecto a la base canénica.

b) Estudiar si f es diagonalizable y, en caso de serlo, hallar su forma dia-
gonal y la matriz de paso.

c) Hallar, si es posible, una base ortonormal de R? respecto de la cual la

matriz asociada a f sea diagonal.

20— 0  2a—23
Ejercicio 5.22 Dada la matriz A = 1 « 2 se pide:
—a+p0 0 —-a+20

a) Estudiar, en funcién de los pardmetros o y 3, cuando es diagonalizable.

b) En los casos en que sea diagonalizable, hallar una forma diagonal y su
matriz de paso.

c) Hallar A% para|a| =1 y || = 1. ;Depende este resultado de los
valores que tomen « y (37 Justifica la respuesta.

Ejercicio 5.23 Sean las variedades lineales de R* siguientes:
Fy =< (-4,0,1,1),(=5,1,1,1),(1,-1,0,0) > Ly:z+y+2z+t=0
Fy, =< (-3,1,1,0),(-1,1,0,0),(0,—2,1,0) > Lo = Fy + Fy
L =<(0,0,1,0),(0,0,0,1) >

r—y+2z2=0

3 I
ylade R° L —{ % — % — 2 =0
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Sean f: R* — R?y g : R® — R* aplicaciones lineales que cumplen:

g(1,-1,1) = (=1,-1,-1,3) 9(0,1,-2) = (2, —1,1, -1)
¢(1,1,0) = (3,0,1,1) £(0,1,0,0) = (0,2, 1)

N(f) = Lin Ly; f(L) = L; Zija?j = 14; a;; > 0 Y 4,j, siendo a;; los

elementos de la matriz asociada a f respecto de las bases candnicas.

a) Hallar las matrices asociadas a f y g respecto de las bases candnicas.

b) ;Es diagonalizable la matriz que representa a f o g respecto a la base
candnica? Razonar la respuesta.

c¢) Determinar dos ntimeros reales a, 3 y una base B de R* de forma que
la matriz de g o f respecto de B sea diagonal con su diagonal igual a

(0,0, a, ).

Ejercicio 5.24 Sea a € R. Se considera la matriz

a) Estudiar para qué valores de o es A una matriz diagonalizable.
b) Para oo = 0, diagonalizar A con una matriz de paso ortogonal.

c) Para o = 0, jhay algin n € N tal que A" sea la matriz unidad? Razonar
la respuesta.

Ejercicio 5.25 Sea la matriz . Hallar

S 0 W
N O O

a) Los valores de « para los que los autovalores son reales.

c) Los valores de o para que la matriz sea diagonalizable.

d

)

b) Los valores de v para que tenga autovalores dobles.
)
) La forma diagonal y la matriz de paso para o = —4.
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Ejercicio 5.26 Sea f € End(R?) y A la matriz asociada a f respecto de la
base candnica. Sabiendo que una base del niucleo de la aplicacion lineal que
tiene por matriz asociada, respecto de la base canénica, A—1I es {(1,1,0),(1,0,1)}
y que el vector (0,2, 1) se transforma en el (1, 1,0), se pide:

a) autovalores y subespacios propios de A,

)

b) matriz diagonal asociada a A y su matriz de paso,

c) ¢es inyectivo el endomorfismo f7 (justifica la respuesta) y
)

d) subespacios propios de A".
1 0 a+1
Ejercicio 5.27 Sea la matriz A = 0 -1 a+1
p+2 =5 -1

a) Determinar los valores de o y 3 para que A sea diagonalizable y tenga
el autovalor —1 doble.

b) Hallar una forma diagonal dando la matriz de paso correspondiente.

c) (Es posible encontrar una matriz de paso ortogonal? Razona la res-
puesta.
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