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Ecuaciones Diferenciales separables 
 
Se tiene una ecuación diferencial ordinaria de primer orden: ���� � ���� �� 

 
Se dice que ecuación diferencial de primer orden es separable si se puede expresar la esa 
ecuación diferencial de la siguiente manera: 
 ���� � ����	��� 

Donde 
��� �� se lo expresa como una multiplicación de dos funciones, una que depende de la 
variable “x” y otra de la variable “y”. En este caso se obtiene la siguiente solución de esta 
ecuación diferencial: 
 ���� � ����	���    
 ��	��� � ������ 

     � ��	��� � � ������ 

 
Donde la solución de esta ecuación diferencial separable tiene la siguiente forma: ���� � ���� � �    
    
    
1.- Encontrar la solución implícita de la siguiente ecuación diferencial: 
 

00003)3)3)3)----yyyy----3x3x3x3xdx(xydx(xydx(xydx(xy----8)8)8)8)----4y4y4y4y2x2x2x2x----dy(xydy(xydy(xydy(xy =++  
 

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )
c4xln5x3yln5y

4x
dx5dx

3y
dy5

dy

4x
dx5

4x
dx4x

3y
dy5

)3y(
dy)3y(

4x
dx1x

3y
dy2y

ecuación la de lados ambos a Integramos
4x
dx1x

3y
dy2y

);x(g)y(f
4)2)(x-(y
1)-3)(x(y

dx
dy

2)-4(y2)-x(y
3)(y-3)x(y

dx
dy

8-4y2x-xy
3-y-3xxy

dx
dy

++−=+−

+
−=

+
−

+
−

+
+

=
+

−
+

+

+
−

=
+

−

⇒
+
−

=
+

−

=
+

+
=

+
++

=

+
+

=

∫∫∫ ∫

∫∫∫ ∫

∫∫
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[ ]

( )[ ]

[ ];)e(2arctany

:es particularsolución  La

1;KK;
4
$tan

arctan(K);$/4
;Ke2arctan$/4

$/4;  y(0)si
;K)e(2arctany

:es generalsolución  La
K;)e(2tan(y)

;ee

c;e23lntan(y)ln

: v yu doReemplazan

3x

0

3x

3x

ce23lntan(y)ln

x

x

−=

=⇒=








=

−=

⇒

=

−=

−=

=

+−=

+−

;ce1ln2eln2
e

2eye

:es general implicitasolución  La

;
)e(1e

dxeye

;ce1ln2eln2
e

2
)e(1e

dx

;cu1ln2uln2
u
2

)u(1u
du2

;
u1

du2
u

du2
u
du2

)u(1u
du2

;du
u1

1
u
1

u
12

)u(1u
du2

1;C 1;- B 1; A
:son CB,A, de  valoreslos Donde

;
u1

C
u
B

u
A

)1u(u
1

:obtenemos parciales fracciones por Integrando

x/2x/2
x/2

yy

x/2x/2
yy

x/2x/2
x/2x/2x/2

2

22

22

22

+++−−=−⇒

+
=−

+++−−=
+

⇒

+++−−=
+

⇒

+
+−=

+
⇒

















+

+−=
+

⇒

===

+
++=

+

∫

∫

∫

∫ ∫∫∫

∫∫

2.- Encontrar la solución particular de la siguiente ecuación diferencial: 

Si Si Si Si ;)(y
4

0
π

=     

 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
 
 
 

 
3.- Exprese de forma implícita la solución de la siguiente ecuación diferencial: 
    

0000
))))eeee(1(1(1(1eeee

dxdxdxdx
ydyydyydyydyeeee

x/2x/2x/2x/2yyyy
x/2x/2x/2x/2 =

+
−  

 

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 
 

 
 

∫∫∫

∫

∫∫

+
=

+
=

+
⇒

=⇒=

=⇒=

=
+

+
=

=

+
=

=
+

=

+
=

)u(1u
du2

)uu(1
u
du2

)e(1e
dx

;
u
du2dxudx

2
1du

;dxe
2
1dueu

?
)e(1e

dx

;
)e(1e

dxdyye

;
ye

1)y(g

;
)e(1e

1)x(f

);y(g).x(f
)yee(1e

1
dx
dy

;
)e(1e

dxydye

2x/2x/2

2/x2/x

x/2x/2

x/2x/2
y

y

x/2x/2

yx/2x/2

x/2y
x/2

c;v3lnuln

;
v

3dv
u

du
:doReemplazan

dx;edve2v

(y);secdutan(y)u

;
)e(2

dx3e
tan(y)

(y)dysec

;
)e(2

dx3e
tan(y)

(y)dysec

f(x).g(y);
(y))sece(2

tan(y)3e
dx
dy

tan(y)dx;3e(y)dy)sece(2

0(y)dy)sece(2tan(y)dx3e

xx

2

x

x2

x

x2

2x

x

x2x

2xx

+=

=

⇒

−=⇒−=

=⇒=

−
−=

−
−=

=
−
−

=

−=−

=−+

∫∫

∫∫
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4. - Encuentre la solución general de la siguiente ecuación diferencial:  
 

0dy)xln(1x)ee(dx)xln(y2 yy ====++++−−−−−−−− −−−−

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )( )
;

!1n21n2
y

dy
!1n2

y

dy
!1n2

y

;dx
)xln(1x

)xln(
dy
!1n2

y

:emplazandoRe

;
!1n2

y
y

)y(senh
!1n2

y
)y(senhSi

dy
y

)y(senh

;dx
)xln(1x

)xln(
dy

y
)y(senh

)y(senh
2

)ee(

;dx
)xln(1x

)xln(
dy

y2
)ee(

;dx
)xln(1x

)xln(
dy

y2
)ee(

)xln(1x)ee(
)xln(y2

dx
dy

;
)xln(1x

)xln(
)ee(

y2
)y(f

);x(g).y(f
)xln(1x)ee(

)xln(y2
dx
dy

;dx)xln(y2dy)xln(1x)ee(

0n

1n2

0n

n2

0n

n2

0n

n2

0n

n2

0n

1n2

yy

yy

yy

yy

yy

yy

yy

∑∫∑

∑

∫∫∑

∑∑

∫∫

∫∫

∞+

=

+∞+

=

∞+

=

∞+

=

∞+

=

∞+

=

+

−

−

−

−

−

−

−

++
=

+

+

+
=

+

+
=⇒

+
=

+
=

=
−

+
=

−

+
=

−

+−
=

+
=∧

−
=

=
+−

=

=+−

:que obtenemos  Integrando

 

:potencias de series usar debemos  integrar Para

:siguiente lo tenemos entonces  que observamos Si

:obtiene se ecuación la de lados ambos a Integrando

g(x)     
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( )

( )

( )( )
( )

C
3

2
!1n21n2

y

;C
3

2dx

C
3

2

;Cz
3
z2

z

;
z

;duzdz2u1

;dx

Si

?dx

dx

31n2

3

3

3

+













+−

+
=

++

+













+−

+
=

+
⇒

+











+−

+
=

+
⇒

+







−==⇒

=
+

⇒

=⇒+=

+
=

+
⇒

=⇒=

=
+

+

∑

∫

∫

∫∫

∫∫

∫∫

∫

∞+

=

+

ln(x)1
ln(x)1

:es implícita forma de general solucion La

ln(x)1
ln(x)1

ln(x)1x
ln(x)

u1
u1

u1
udu

21)dz-(z
1)2zdz-(z

1)2zdz-(z
u1

udu

z Ahora

u1
udu

ln(x)1x
ln(x)

x
dx

duln(x)u 

ln(x)1x
ln(x)

:
ln(x)1x

ln(x)
 integrando Ahora

0n

2
2

2

2
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Ecuaciones Diferenciales Lineales 

 
Las ecuaciones diferenciales lineales tienen la siguiente forma: 
 

g(x);p(x)yy' =+  

 
Existen dos métodos para resolver este tipos de ecuaciones: 
  

Ø El método del factor integrante. 
Ø Método de variación de parámetros 

 
 

El método del factor integrante: 

[ ]

[ ]

[ ]

;u(x)g(x)dx
u(x)

1y

;u(x)g(x)dxu(x)y

;u(x)g(x)dxu(x)yd

u(x)g(x);u(x)y
dx
d

u(x)g(x);p(x)yy'u(x)
;eu(x) p(x)dx

∫

∫
∫∫

=

=

=

=

=+

∫=

=+ g(x);p(x)yy'

 
 

Método de variación de parámetros 
 

v(x);y'v'(x)yy'

v(x);yy

Asumir:

ey

p(x)dx;y

p(x)dx;
y

dy

;p(x)y
dx
dy

;p(x)y'y

;p(x)y'y

hh

h

p(x)dx;
h

h

h

h

h
h

hh

hh

++++====

====

====

−−−−====

−−−−====

−−−−====

−−−−====

====++++

====++++

∫∫∫∫ −−−−

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

ln

0

g(x);p(x)yy'

 

 
 

 

[[[[ ]]]]
[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]

[[[[ ]]]] [[[[ ]]]]
[[[[ ]]]]

[[[[ ]]]]

∫∫∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫∫∫∫∫∫

∫∫∫∫====

====

====

====

====

====

====++++

====++++

====++++++++

====++++++++

====++++

−−−−
dx;

y
g(x)

ey

v(x);yy

dx;
y

g(x)
v(x)

dx;
y

g(x)
dv

g(x);y
dx
dv

g(x);yv'(x)

g(x);v(x)yv'(x)

s:,  entoncep(x)yPero y'

g(x);p(x)yy'v(x)yv'(x)

g(x);v(x)p(x)yv(x)y'v'(x)y

g(x);p(x)yy'

:emplazando

h

p(x)dx

h

h

h

h

h

h

hh

hhh

hhh

0

0

Re
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1)    ;
ctg(x)(x)sen

xyxy'
42

3

=−2  

[ ]

;C
3

)X(ctg4
xy

;C
3

)X(ctg4
y

x
1

;C
3

)X(ctg4
C

3
)X(ctg4

dx
ctg(x)

)x(csc

3
u4

4/3
uduu

u
dudx

ctg(x)
)x(csc

;dx)x(cscdu)x(ctguSi

;dx
ctg(x)

)x(csc
dx

ctg(x)(x)sen
1

;dx
ctg(x)(x)sen

1y
x
1

;dx
ctg(x)(x)sen

1y
x
1d

;
ctg(x)(x)sen

1y
x
1

dx
d

;
ctg(x)(x)sen

x
x
1y

x
2y'

x
1

;
x
1xeee)x(u

;
ctg(x)(x)sen

xy
x
2y'

4 3
2

4 3

2

4 34/3

4

2

4/34/3
4/1

44

2

2

4

2

42

422

422

422

42

2

22

2
2)xln()xln(2dx

x
2

42

2

2














+−=

+−=⇒

+−=+−=⇒

−=







−=−=

−
=⇒

−=⇒=

=













⇒














=⇒














=







⇒














=






















=







 −

====∫=

∫=

=+

=−

∫

∫∫∫

∫∫

∫

∫∫

−

−−− −

:esl diferencia ecuacion la degeneral   soluciónLa

 

:ecuación la de lados ambos a u(x) integrante factorel  emosMultipliqu

eu(x)

:u(x) integrante factorel  sEncontremo
:integrante factordel  métodoel  aplicar podemos tanto lo Por

g(x);p(x)yy'   forma la Tiene

p(x)dx
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2)      



≥

<≤
===+

2x      ;2x -
2x0  ;      

p(x)     1;y(0)    1;p(x)yy'
1

 
Para el intervalo 2x0 <≤  resolvemos la ecuación diferencial, donde 1p(x)= : 
 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

 
 

 

 
 
 

 
 
 

( )

( )

( )

( )
2;x para 

:potencias de  seriesusar
 snecesitamo  integrar para Pero

lineal) dif. (Ec.          1;y'-2xy
-2x;p(x) 2,x para Ahora

>+
+

−
=⇒

+
+

−
=⇒

−
=⇒

=⇒=

=

=

=∫=

=

=≥

∑

∑

∫∑

∫∫∫

∞+

=

+

∞+

=

+
−

∞+

=

−

−

−−−−

−
−

−−

−−

;ke
!n)1n2(

x1ey

;k
!n)1n2(

x1ye

;dx
!n
x1ye

dxe

;dxeye;dxe)ye(d

;e
dx

)ye(d

);1(exy2y'-e

;ee)x(u

2
0n

x
1n2n

x
2

0n
2

1n2n
x

0n

n2n
x

x

xxxx

x
x

xx

xxdx2

22

2

2

2

2222

2

2

22

2

2x0   para   

 

); separabledif. (Ec. 

<≤=⇒

=⇒−=

=

−=

=−

=

+−=−

+=−−

=
−

⇒=
−

−=⇒=+

=+

−

−

+−−

∫∫

1y
;0k;ek11

;1)0(yPero
;ek1y

;eky1

;ee

Kxy1ln

;Cxy1ln

;dx
y1

dy
dx

y1
dy

;y1
dx
dy

;1y
dx
dy

;1y'y

1

1
0

1

x
11

x
1

Kxy1ln

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

;
!n1n2

21
2

e
1

k

;
!n1n2
221

e
1

k;ke
!n1n2
221

e1

;ke
!n1n2
221

e1;ke
!n1n2

21
e1

;ke
!n1n2

x1
e1

;yy

);x(f)x(f

0n

n2n

42

0n

n2n

422
4

0n

n2n
4

2
4

0n

n2n
4

2
2

0n

1n2n
2

2
x

0n

1n2n
x

2x2x

2
2x

1
2x

axax

22

22

limlim

limlim
limlim

∑

∑∑

∑∑

∑

∞+

=

∞+

=

∞+

=

∞+

=

∞+

=

+

∞+

=

+

→→

→→

→→

+
−

−=⇒

+
−

−=⇒=
+

−
−⇒

+
+

−
=⇒+

+
−

=⇒









+

+
−

=⇒

=⇒

=

+−

+−

+−

:dice condición Esta
:funciones dos ded continuida de condición

 la usaremos k encontrar para Ahora 2

( ) ( )
( )








≥








+
−

−+
+

−

<≤

=
∑∑
∞+

=

∞+

=

+

2x    

2x0            ;

:enciacorrespond de regla  siguientela
 con expresada queda  soluciónLa

;
!n1n2

212
e
1e

!n)1n2(
x1e

1

y

0n

n2n

4
0n

x
1n2n

x 22
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3.- Resolver la siguiente ecuación diferencial: 

xe
y

dx
dy

y 2+
=

 

 
Si observamos que esta es una ecuación diferencial no separable, no lineal con respecto 
a y, que tal si hacemos que nuestra variable independiente sea “y”, y que “x” nuestra 
variable dependiente, es decir obtener nuestra solución en función de “y” ( ))y(fx = . 
( )
( )

[ ]

[ ] [ ] [ ]

∫∫
∫∫

=⇒=

=⇒=⇒=

=







−⇒=−

=

=⇒==
∫

=−=

∫=

=+

=+

=−⇒=−−⇒

=−−≡=−−

=+

=+

−

−−−

−
−

−

dy
y
eydy

y
exy

dy
y
exydy

y
exy

y
exy

.
y
e

y
x2'x

y
e

y
x2'x

e;
y
2)y(p

;

;g(y)p(y)xx'

;
y
e

y
x2

'x;0
y
x2

y
e

'x

;0x2e'yx;0x2e
dy
dxy

;
dy
dxyx2e

;ydxdyx2e

3

y
2

3

y
2

3

y
2

3

y
2

3

y
2

y

xy

y

yln2

yy

yy

y

y

2

x        

 d       d      
dy
d

 y y        

:ldiferencia  ecuaciónla de lados  ambos ayu(y)  integrante factor  elndoMultiplica

yu(y)     yeu(y)  s   entonce

eu(y)

: yde depende  ahoraintegrante factor El*

:integrante factor del   método      elApliquemos
:nteindependie    variablela    y  esAhora

g(y);p(y)xx' forma la Tiene

           

            

2-

dy
d

2-

2-

2-2-
dy

y
2

p(y)dy

4434421

 














+

−
++−−==














+++=

=⇒=

∑∫

∫ ∫ ∑∑

∑∑

∞+

=

−

∞+

=

−∞+

=

−

∞+

=

−∞+

=

;C
!n)2n(

y
)yln(

2
1

y
1

y2
1

dy
e

y)y(x

!n
y

y!2
1

y!1
1

y!0
1

dy
!n

y

!n
y

y
e

!n
y

e

dy
e

3n

2n

2

y
2

3n

3n

23

0n

3n

0n

3n

0n

3

yn
y

y

2
3

3

y
y

:potencias de series usamos 
y

  integrar Para

 

 
 
 

La solución es: 














+

−
++−−= ∑

+∞

=

2

3n

n
2 yC

2)n!(n
y

ln(y)y
2
1y

2
1x  
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4.- Resuelva la siguiente ecuación diferencial: 

;0==− y(1)              ;sen(ln(x))xyxy' 2
 

 
Utilizando el método del factor integrante: 

;x)x(u

;eee)x(u

;
x
1e)x(u

e)x(u

;(x))lnxsen(
x
y

y'

;(x))lnsen(xyxy'

1

)xln(dx
x
1

dx)x(p

dx)x(p

;dx)x(p

2

−

−∫−∫

∫

∫

=⇒

===⇒

−==⇒

=

=+

=−

=−

p(x)        donde        ;

: entoncesg(x),p(x)y y'forma siguiente la Tiene

 

[ ]

[ ] [ ] [ ]

∫
∫

∫∫

=

=

=⇒=⇒=

=−

−

−−−

−−−

−

(x))dxlnsen(xy

(x))dxlnsen(yx
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dx
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:obtiene se ldiferencia  ecuaciónla de lados  ambos aintegrante factor  elndoMultiplica

4434421
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2
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dx))x(ln(sen
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2
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;dzedx

;;xdzdx

;
x

dx
dz);xln(z

?dx))x(ln(sen

2

z
z

z

z

z

+
−

=






 +
−

=⇒
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∫∫

∫
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0
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Ecuaciones diferenciales Exactas 
 

Las ecuaciones diferenciales exactas tienen la siguiente forma: 

0;y)F(x,
:es  soluciónla Donde

h(x);y)H(x,y)F(x,

:obtiene  seforma, misma la de procedemos y  elige  seSi

:es  solucíonLa

:Entonces
y).F(x, de constante La

y);N(x,
y

y)F(x,
 con igualando Luego

:y a respecto con y)F(x, derivando Luego

:obtiene  sey),M(x, escogemos Si

:quetal  y)F(x,
:existe Entonces

x
y)(x,

y
y)M(x,

: siexacta Es
0;y)y'N(x,y)M(x,

=

+=

=
∂

∂

=+

=

+=

=

−=

=+

=
∂

∂

+=
∂

∂

+=

∂=∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂

=
∂

∂
=

∂
∂

=+

∫∫

,N(x,y)
y

F(x,y)
;0h(y)G(x,y)

;0F(x,y)

h(y);G(x,y)F(x,y)

)y(h
G'(x,y);N(x,y)h'(y)
N(x,y);h'(y)G'(x,y)

);y('h)y,x('G
y

)y,x(F

h(y);G(x,y)F(x,y)

;xM(x,y)F(x,y)

M(x,y)
x

F(x,y)
x

)y,x(F

N(x,y);
y

F(x,y)

M(x,y);
x

F(x,y)

;NM

;
N

xy
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1.- Resuelva la siguiente ecuación diferencial: 

( ) 0dyxxln(x)
y

e
xdx4xxyln(x)

x
e

y4x
xy

43
xy

3 =
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−++−  
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( ) ( ) ( ) ( )
( )( )
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e
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y
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y

ex(F(x,y))

x;(x)lnx
y

ex
y

(F(x,y))

x;(x)lnx
y

exFy
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NxMy
;(x)lnex4Nx

)y,x(N
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;4xx(x)lny
x

eyx4M(x,y)
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4
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1nnxy
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⇒
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=

∞+

=
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=

−

∞+

=

−∞+
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=

:potencias de  seriesusa  se integrar Para

:ecuación la de lados ambos a integrando Entonces

: siguientelo obtiene  seentonces y),N(x,Fy 

y)N(x,Fy
y)M(x,Fx

 donde y),F(x, función una 

exacta; esl diferencia ecuacion la entonces      ;

x;xln(x)
y

e
x

0y'xxln(x)
y

e
x4xxyln(x)

x
e

y4x
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4
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xy
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:decir es 0,y)F(x, simplicitae  soluciónLa

:Entonces

:h(x) Obteniendo

:términos Eliminando

Fx doreemplazan Entonces

y);M(x,Fx
: siguientelo obtiene  seentonces M,Fx  siAhora
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2.-  Resuelva la siguiente ecuación diferencial: 

0y'
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y
yx1)ln(xx2xyxy
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∫ ∫

∫

∫

y);N(x,Fy
: siguientelo obtiene  seentonces y),N(x,Fy  siAhora

: siguientelo obtiene  seentonces y),M(x,Fx 

y)N(x,Fy
y)M(x,Fx

 donde y),F(x, función una 

exacta. esl diferencia ecuación la      
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∫
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:decir es 0,y)F(x, simplicitae  soluciónLa

:Entonces

:h(y) Obteniendo

:términos Eliminando

Fy doreemplazan Entonces

 

 

3.- Determine el valor de N(x,y) para que la siguiente ecuación diferencial sea 
exacta, luego encuentre la solución de forma implícita: 

0y)dyN(x,dx
yx

xxy 2
1/21/2 =+









+
+−

 

Para que la ecuación diferencial sea exacta debe cumplirse que My = Nx 
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;xx2u
;yxu

;x
yx

xxy)y,x(N

;x
yx

x
xy

2
1

)y,x(N

2
2/12/1
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;
u
u

2
1xy2F(x,y)
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∫
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y);N(x,Fy
: siguientelo obtiene  seentonces y),N(x,Fy  siAhora

: siguientelo obtiene  seentonces y),M(x,Fx 

y)N(x,Fy
y)M(x,Fx

 donde y),F(x, función una 
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:decir es 0,y)F(x, simplicitae  soluciónLa

:Entonces

:h(y) Obteniendo

:términos Eliminando

Fy doreemplazan Entonces
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Ecuaciones diferenciales exactas con factor integrante 
 

exacta. esl diferencia ecuación la Ahora

:y de depende que integrante factor Un
exacta. esl diferencia ecuación la 

:esx  de depende  soloque integrante factor Un
:integrante factor un necesita  setanto lo por exacta, nol diferencia ecuación una es Entonces

Nx;My Si

;0y'u(y)N(x,y)u(y)M(x,y)
;eu(y)

Ahora
;0y'u(x)N(x,y)u(x)M(x,y)

;eu(x)

;0'y)y,x(N)y,x(M

dx
N(x,y)
Nx-My

dx
N(x,y)
My-Nx
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∫
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:ecuación la de lados ambos a u(y) andomulitiplic Luego

ee

eu(y)

:integrante factor suencontrar  debemos  tantoloPor 

exacta; es no ldiferencia ecuación la entonces   Nx;My
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Ecuaciones diferenciales de Bernoulli 
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.integrante factor  del  método elpor  resolver     puede  se   que

Lineal,  ldiferencia  ecuación  una  es  Esto 

:siguiente   lo   obtiene   Se

:Bernoulli   de  ecuación   la  de   lados   ambos  a    factor  el   rámultiplica  Se

:e   variablde   cambio   siguiente   el   haciendo

lineal  en  convierte la  se  que lineal,  no  ldiferencia  ecuación  una es  Esta

0,1.n donde Bernoulli, de ldiferencia   ecuación  una  

  : es  Esto
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La solución general es: 
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            :integrante factor por oResolviend

 

:v' y v doReemplazan

:ecuación la de ambos a  multiplica  seLuego
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:ecuación   la   de   lados  ambos  a 2y- multiplica  seLuego
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La solución 
general es: 
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Ecuaciones diferenciales homogéneas de la forma 
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1)Resolver la siguiente ecuación diferencial: 
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Ecuaciones Diferenciales de Coeficientes Lineales 
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:es implícita forma de  soluciónLa
                   
                   

 

 

2)  ( ) ( ) 0;dy37y3xdx77x3y =−−−+−  
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:y' y yx, doReemplazan
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:el sistema oResolviend
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3)   ( ) ( ) 0;yx1y'5xy =−−−−−  
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Reemplazando x,y, y y’ en la ecuación: 
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:ecuaciones de el sistema oResolviend
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∫∫

:esl diferencia ecuación la de implicita  soluciónLa

 

 
Ecuaciones diferenciales de la forma G(ax+by) 
 ���� � 	��� � ���  
Se asume el siguiente cambio de variable � � �� � �� 
Despejando y: � � �� � �� � 

 ���� � �� ���� � �� 
Reemplazando y, y’ en: ���� � 	��� � ��� 
Se obtiene una ecuación diferencial de la forma: �� ���� � �� � 	���  �� ���� � �� � 	��� 
Se obtiene una ecuación diferencial separable dela forma: ���� � 	��� � ���  
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1. ( ) ( ) 7/4;y(0)         si;1yx1yxy' 22 =−+−++=  
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:es particular  soluciónLa
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2. ;y(0)         siy);(xtany' 2 π=+=  
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:es particular  soluciónLa
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3. 5;52y-10xy' −+=  
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∫∫∫

∫∫

:es explicita forma de  solucionLa

:integrales las oeemplazandR
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4.     ( ) ( ) 0;dy12y4xdxy2x =−+−+  
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:es implícita forma de  soluciónLa
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Ecuaciones de Primer Orden 
Aplicaciones 
 

1. Una taza de café caliente que inicialmente se encuentra a 95ºC, se enfría y llega a 
80ºC en 5 minutos mientras permanece servida en un cuarto cuya temperatura 
está a 21ºC. Determine en que momento el café estará a la temperatura ideal de 
50ºC. 
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etT

C
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TTk
dt
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t

t
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kt

k

kt

a
kt

a

a

a

 

 
2. El Sábado 24 de Febrero del 2007 a las 07h00 A.M. un conserje del básico 

encuentra el cuerpo de un estudiante de ecuaciones diferenciales en el aula 
donde rindió su examen el día anterior, que se conserva a temperatura constante 
de 26° C. En ese momento la temperatura del cuerpo es de 28° C y pasada hora y 
media  la temperatura es de 27.5° C. Considere la temperatura del cuerpo en el 
momento de la muerte de 37° C y que se ha enfriado según la Ley de 
Enfriamiento de Newton, cuál fue la hora de la muerte? 

( )

( )

( )
( )aula del aTemperatur     

cuerpo del aTemperatur    

tiempo al respecto con atemperatur la de Variación   :
dt
dT
dt
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3. Supóngase que un alumno de la ESPOL es portador del virus de la gripe y a 
pesar de ella va a la escuela donde hay 5000 estudiantes. Si se supone que la 
razón con la que se propaga el virus es proporcional no solo a la cantidad de 
infectados sino también a al cantidad de no infectados. Determine la cantidad de 
alumnos infectados a los 6 días después, si se observa que a los 4 días la 
cantidad de infectados era de 50.  
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∫∫

 

 
4. En un cultivo de levadura la rapidez de cambio es proporcional a la cantidad 

existente. Si la cantidad de cultivo se duplica en 4 horas, ¿Qué cantidad puede 
esperarse al cabo de 16 horas, con la misma rapidez de crecimiento? 
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5. Un objeto que pesa 30Kg se deja caer desde una altura de 40 mt, con una 
velocidad de 3m/s. supóngase que la resistencia del aire es proporcional 
a la velocidad del cuerpo. Se sabe que la velocidad límite debe ser 40m/s. 
Encontrar la expresión de la velocidad en un tiempo t. La expresión para 
la posición del cuerpo en un tiempo t cualquiera. 
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6. La fuerza resistente del agua que opera sobre un bote es proporcional a 
su velocidad instantánea y es tal que cuando la velocidad es de 20
la resistencia es de 40 
constante de 50Newtons
una masa de 420 Kg. y el pasajero de 80 Kg

a) Determine la distancia recorrida y la velocidad en l cualquier 
instante suponiendo que el bote parte del reposo.

b) Determine la máxima velocidad a la que puede viajar el bote.
 
Aplicando la segunda ley de Newton se obtiene:
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La fuerza resistente del agua que opera sobre un bote es proporcional a 
su velocidad instantánea y es tal que cuando la velocidad es de 20
la resistencia es de 40 Newtons. Se conoce que el motor ejerce una fuerza 

Newtons. En la dirección del movimiento. El bote tiene 
una masa de 420 Kg. y el pasajero de 80 Kg. 

Determine la distancia recorrida y la velocidad en l cualquier 
instante suponiendo que el bote parte del reposo. 

la máxima velocidad a la que puede viajar el bote.

Aplicando la segunda ley de Newton se obtiene: 
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7. Un circuito RL tiene una fem de 9 voltios, una resistencia de 30 

ohmios, una inductancia de 1 henrio y no tiene corriente inical. 
Hallar la corriente para t=1/5 segundos. 
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8. Una Fem. de t5e200 −  voltios se conecta en serie con una resistencia de 20 
Ohmios y una capacitancia de 0.01 Faradios. Asumiendo que la carga 
inicial del capacitor es cero. Encuentre la carga y la corriente en cualquier 
instante de tiempo.  
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Casos especiales de ecuaciones diferenciales de segundo orden 
 

Ecuaciones diferenciales en la que falta la variable “y” 
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Ecuaciones diferenciales en las que falta la variable “ x” 

Cuando hace falta la variable “x” se hace el siguiente cambio de variable: 
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Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes

1) Resuelva: 2y3y''y' ++
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                                                       si y(0)=3/16    ,       y’(0)=5/16;
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si y(0)=3/16    ,       y’(0)=5/16; 
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4) Resuelva: cosx;e2y2y'y' -x=++  
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  solución,esta asumir puede  seTampoco

1;s
homogénea.  soluciónla a respecto con edependient elienalment

es que ya ,particular  soluciónesta asumir puede  seNo

        2. n   Ecuació;3ey2y''y'

:particular  solución segundala oEncontrand
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c;2''y

cx;2b'y

;cxbxay

;0s

;cxbxaxy

3p

3p

2
3p

2s
3p

2

=

+=

++=

=

++=

=+−         3. n   Ecuació1;-xy2y''y'

:particular  solucióntercera la oEncontrand

 

[ ] [ ] ;1xcxbxacx2b2c2

1
22

2

−=++++−

−=+− xy2y''y'

2. ecuación la en y,y','y' doReemplazan p3p3p3
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[ ] [ ] [ ]

p

p p p p

x
p

h p

c b a c b x c x x ;

c b a
c b

c

c ;
b ;
a ;

y x x ;

y y y y ;

y sen(x) x e x x ;

y y y ;

y C

Resolviendo el sistema:

La tercera solución particular:

La solución general:

− + + + + = −

− + = −
− + =
 =

=
=
=

= + +

= + +

= − + + + +

= +

=

2 2

2
3

1 2 3

2 2

2 2 2 1

2 2 1
4 0

1

1
4
5

5 4

1 3 5 4
2 2

x x xe C xe sen(x) x e x x ;+ − + + + +2 2
1 2

1 3 5 4
2 2
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Ecuacion diferencial de Euler – Cauchy 
 

1)  Demuestre que la ecuación diferencial Rβ donde     0,βyxy''y'x 2 ∈α=+α+ , , se 
la puede transformar en una ecuación de coeficientes constantes haciendo el 
cambio de variable zex = , y luego resuelva: 

;e4sen(lnx)4y2xy''y'x 2ln(X)2 +=++  

(((( )))) ;βy
dz
dy

α
dz

yd

;βy
dz
dy

α
dz
dy

dz
yd

;βy
dz
dy

x
αx

dz
dy

xdz
yd

x
x

;
dz
dy

xdz
yd

xdx
yd

y''

;
xdz

dy
x

xdz
yd

xdx
yd

;
dx
dz

dz
dy

dz
dx

xdz
yd

xdx
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;
dx
dz

dx
dy

dz
d

dx
yd

;
dx
dy

dx
d

dx
yd

;
dz
dy

xdx
dy

y'

;
xdz

dy
dx
dz

dz
dy

dx
dy

xdx
dz

xz

Si z

01
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0
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;
1
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;
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2
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2
2
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====++++−−−−++++

====++++++++−−−−

====++++






++++







−−−−

====++++++++









−−−−========









−−−−====









−−−−====








====








====

========

========

====

====
====

0;βyxy''y'x

ldiferencia ecuación la en doReemplazan

:'y' luego necesita Se

:Ahora

e x

2 αααα

 

(((( )))) ;y
dz
dy

dz
yd

0412

0

2

2

====++++−−−−++++

====++++++++

++++====++++++++

;4y2xy''y'x

:homogénea solución la primero oEncontrand

;e4sen(lnx)4y2xy''y' xecuación la oResolviend

2

2ln(X)2
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( )

( )

[ ] [ ]
[ ] [ ]

( )
[ ] [ ]

2. n   Ecuació

:particular  soluciónla  segundala oEncontrand

                           

:obtiene  seel sistema oResolviend

1.   Ecuación

:1 ecuación la en y ,y' ,'y' doReemplazan

:forma  siguientela tiene  soluciónprimera La
1.   Ecuación

:esparticular s solucione2 tiene  seDonde

:obtiene  se,e4sen(lnx)4y2xy''y'x ecuación la en

reemplazaral  ln(x),z y ex que asume  seComo

:particular  soluciónla sencontremo Ahora

ppp

2ln(X)2

z

ticacaracterís Ecuación

;e5y4y'y''
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2
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;
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2
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2
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2
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;
2

x))x(ln(sen
5
6))xcos(ln(

5
2

2
)xln(15

senxC
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cosxCy
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;yyy

;
2
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2
)xln(2
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2. n   Ecuació

:2 ecuación la en y ,y' ,'y' doReemplazan

'y'

y'

y

: solución siguientela asume Se

p2p2p2

p2

p2

p2

 

2) Resuelva: ( ) ( ) ( ) ( ) 6;2x5ln2xlnyy'2x3'y'2x 22 +−−−=+−+−  

( )
;

dx
dz

dz
dy

dz
dx

2x
1

dz
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2x
1

dx
yd

;
dx
dz

dx
dy

dz
d

dx
yd

;
dx
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d
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yd

;
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2x
1

dx
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dz
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;
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1
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:'y' luego necesita Se

:Ahora

             entonces            e2-x 
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( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

( )
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( )

( ) ( ) ( )

( )
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2xlnC
2x
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2x
12x3

dz
dy
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2x
2x

1
dz

yd
2x

1
dx

yd

2

21
h

2xln
2

2xln
1h

z
2

z
1h
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:obtiene  se,6;2x5ln2xlnyy'2-x3'y'2-x ecuación la en

reemplazaral  2),-ln(xz y e2-x que asume  seComo

:particular  soluciónla sencontremo Ahora

e

:homogénea ecuación la en 'y',y'y, doReemplazan

;y2y''y' ecuación la oResolviend

0;yy'2-x'y'2-x

:homog{eneal diferencia ecuación la en doReemplazan

22

z

ticaCaracterís Ecuación

rz

2
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[ ]

[ ]

( ) ( )

( )
);2x(ln)2xln(922
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2xlnC
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C
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;yyy

);2x(ln)2xln(922y
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;22a
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;czbza

;0s

;czbzax

221

ph

2
p

2
p

22

p

2

2S

−+−−+
−
−

+
−

=

+=

−+−−=

+−=

=
=

=









=
=+

=++

+−=+++++

+−=++

=

+=

++=

=

++=

:el sistema oResolviend

6;5zzy2y''y' ecuación la en  y,y','y' doReemplazan

y'

y

y

:forma  siguientela tiene particular  soluciónla  Donde

2
ppp

p
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3)   
( )

ln(x);z entonces    ex Si

;3ln(x)3tan9yxy''y'x
z

2

==

=++

,
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( )

[ ]

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
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( ) ( ) ( )
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:obtiene  seex y  xlnz doReemplazan

;3ln(x)3tan9yxy''y'x

:particular  soluciónla sEncontremo

:obtiene Se

:Usando
0;9yxy''y'x

:homogénea  soluciónla oEncontrand
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4)  Si senxxy cosx,xy 1/2
2

1/2
1

−− ==  forman un conjunto linealmente  independiente y 

son soluciones de 0;y
4
1xxy''y'x 22 =





 −++  

Hallar la solución particular para ;xy
4
1xxy''y'x 3/222 =





 −++  si 

( ) 0;>y'      0;
2
>

y ==
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x
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;
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:parámetros de variación aplica Se

 xy
4
1

xxy''y'x de  soluciónla encontrar Para

:obtiene  seentonces 0,y
4
1

xxy''y'x

de s solucionesenx sonxy    y   cosx,xy Como
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( ) ;xsenxxxcosx21y
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Identidad de Abel 
 

1. Resuelva la siguiente ecuación diferencial usando la identidad de Abel: 
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( )
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:Entonces

1
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y,yW

y,yW

0;q(x)yy''y'
:forma  siguientela tener debel diferencia ecuación la Donde

ey,yW

:abel deidentidad  la  usará Se
1;xy es  soluciónuna Si
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Método de Reducción de Orden 
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Ecuación homogénea de orden superior 
 
1. Las raíces de la ecuación auxiliar, que corresponden a una 

cierta ecuación diferencial homogénea de orden 10, con 
coeficientes constantes, son: 

             4, 4, 4, 4, 2+3i, 2-3i, 2+3i, 2-3i, 2+3i, 2-3i, 
 Escriba la solución general. 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )21098
22

765
23

4
2

321
4 33cos

:34

xCxCCxsenexCxCCxexCxCxCCexy

entoncesvecesconjugadocomplejoparunyigualesrealesraícestienenSe
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Ecuaciones de Orden Superior 
 

Ecuación no homogénea de orden superior 
 

1. 84xx2y''3y'''y' 2 ++=++  
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2. 2x2x2x22 e5xee2x14x2x4y4y''y'''y' +++−−=+−−  
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( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )xx
x

xCxCCxy

generalSolución

xx
x

yilesnoxx
x

y

x
x

xxxx
x

y

x
dx

x
x

u
x

xx
x

xx

x

u

xxdxxu
x

xxx
x

xx

x

x

u

x
x

dxxxu
x

xxx
x

xx

x

xx

u

xxxx

xx

xsenxW

yuyuyuxy

particularsoluciónlaEncuentro

xCxCCxymmm

mm

mmy

ariacomplementsoluciónlaEncuentro

xyxyxy

pp

p

p

c

pc

ln6ln2
4

:

ln6ln2
4

..7ln6ln2
4

2
ln

1ln21
2
1

ln
2

2
lnlnlnln00

010

01

'

1ln2ln2
2.ln2ln0

200

01

'

2
1

ln
2

ln
ln20ln

210

0

'

21

200

210

1

,cos,1

:

0,0,0

0

00'''

:

2
2

2
321

2
2

2
2

2
22

2

3223

222

2

2

2

12

2

2

2

1

222

2

332211

2
321321

3

3

−+++=

−=∴+−=









+−−+







 −=

==→==

−−=−=→−==








 −==→==

=−==

++=

++=→===

==

==→=

+=

∫

∫

∫

φ

φ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Ecuaciones Diferenciales  
 

ESPOL 2009 80

 
Ecuación de Euler de orden n 
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Ecuaciones de segundo orden de coeficientes variables 

 
Solución en serie alrededor de un punto ordinario 
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3) Resolver la  siguiente ecuación diferencial alrededor del punto �� � �. 
Determine las soluciones homogéneas de esta ecuación diferencial en términos 
de series indicando a que función converge cada una de ellas.  (Sugerencia: para 
encontrar la solución particular use el método de variación de parámetros).  ��� � ����� � ���� � �� � �� 

Desarrollo. ��� � ����� � ���� � �� � ��  ��� � ��� � ��!              �� � �            "#$%#&"'  ��� � �� ( �  %) *% $+#$% �� � �   "' ,# -,#$% %)./#+)/%                                    
Se asume: 

� � 0 +1�� �  ���12
13�  � -")%   �� � �          

� � 0 +1���12
13�  �                     �4 � 0 +1�#����1562

136 �                      �44
� 0 +1�#��# � �����15�2

13�         
Primero se obtendrá las soluciones homogéneas. Se reemplaza y, y’, y’’ en  la ecuación: ��� � ����� � ���� � �� � � 

��� � �� 0 +1�#��# � �����15�2
13� � �� 0 +1�#����1562

136 � � 0 +1���12
13� � � 

Luego se introduce los coeficientes dentro de las sumatorias 

0 +1�#��# � �����12
13� � 0 +1�#��# � �����15�2

13� � 0 �+1�#����12
136 � 0 �+1���12

13�� � 
 
 
Se igualan las patencias de x de todas la sumatorias, en este caso a la que más se repite 
que en este caso es n: 
 

0 +1�#��# � �����12
13� � 0 +1�#��# � �����15�2

13� � 0 �+1�#����12
136 � 0 �+1���12

13�� � 
 
 
 
 
 

Para la 
m = n – 2 
Si n = 2, entonces m = 
0 
Pero n = m + 2 
Luego m = n 
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0 +1�#��# � �����12
13� � 0 +17��# � ���# � �����12

13� � 0 �+1�#����12
136� 0 �+1���12

13� � � 
Se igualan los subíndices de todas las sumatorias al mayor, en este caso n=2. 

0 +1�#��# � �����12
13� � �+� � 8+9� � 0 +17��# � ���# � �����12

13� � �+6�
� 0 �+1�#����12

13� � �+� � �+6� � 0 �+1���12
13� � � 

��+� � 8+9� � �+6� � �+� � �+6�
� 0:+1�#��# � �� � +17��# � ���# � �� � �+1�#� � �+1;���12

13� � � 
Se igualan los coeficientes: ��+� � �+� � ��    "#$%#&"' '" $/"#" <,"     +� � +�  �8+9� � 8+6� � �� "#$%#&"' '" $/"#" <,"     +9 � +6  +1�#��# � �� � +17��# � ���# � �� � �+1�#� � �+1 � � 
La fórmula de recurrencia es: +17� � +1�#��# � �� � �+1�#� � �+1�# � ���# � �� �    =# > �? 

+17� � �#� � # � �# � ���# � ���# � �� +1 � �#� � @# � ���# � ���# � �� +1 � �#� � @# � ���# � ���# � �� +1
� �# � ���# � ���# � ���# � �� +1 � +1 

Por lo tanto: 
 +17� � +1�    =# > �    
 
Encontrando los coeficientes: A/ # � �� "#$%#&"' +B � +� � +� A/ # � @� "#$%#&"' +C � +9 � +6 A/ # � �� "#$%#&"' +D � +B � +� A/ # � E� "#$%#&"' +F � +C � +6 A/ # � 8� "#$%#&"' +G � +D � +� A/ # � H� "#$%#&"' +I � +F � +� 
Volviendo a la solución:  

���� � 0 +1�12
13� �    +� � +6� � +��� � +9�9 � +B�B � +C�C � +D�D � J 

���� �     +� � +6� � +��� � +6�9 � +��B � +6�C � +��D � J 
La solución homogénea: 

���� �     +� K� � ����B � �D � J � ��1 � JLMMMMMMMMMNMMMMMMMMMOPQ�R� S
� +6 K� � �9 � �C � J � ��176 � JLMMMMMMMMMNMMMMMMMMMOPT�R� S 
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� +� U �� � ��V � +6��� � �� � �B � J � ��1 � J � 
�W�X� � +� U �� � ��V � +6 Y �� � ��Z �             �+ <," �� � � � � � � � �� � �9 � J 

Ahora se encuentra la solución particular �[\ 
Normalizando la ecuación diferencial ��� � ����� � ���� � �� � 6R, se obtiene: 

��� � ������� � �� � ����� � �� � ����� � �� 

Usando el método de variación de parámetros: �[ � ,6�6 � ,��� 
Encontrando el wronskiano: ]��6� ��� � ^ �6 ���64 ��4^ 

]��6� ��� � __ �� � �� �� � ������ � ���� � � ���� � ����
__ � ��� � ���� 

`%#." ,6� � a � ������� � �� ��4a]��6� ��� �
_ � �� � ������� � �� � � ���� � ����_

��� � ����  

,6� � ��� � ������� � ���� � �� "#$%#&"'   ,6 � �  

`%#." ,�� � a �6 ��64 ����� � ��a
]��6� ��� �

_ �� � �� ����� � ���� ����� � ��_
��� � ���� � � ���� � ������� � ����  

,�� � � �� � "#$%#&"'   ,� � �bc ���  
Por lo tanto a solución particular es: 
 �[ � ,6�6 � ,��� �[ � � U �� � ��V � bc ��� �� � �� 

 
La solución general es: ���� � +� U �� � ��V � +6 Y �� � ��Z � � U �� � ��V � bc ��� �� � �� 
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Resumen de problemas resueltos de Ecuaciones Diferenciales 
 
II Parcial 
 

i. Resolución de ecuaciones diferenciales alrededor de puntos singulares: 
Ø Método de Frobenius 

 
ii. Transformada de Laplace: 

Ø Teoremas 
Ø Transformada de Laplace de algunas funciones 
Ø Transformada inversa de Laplace 

 
iii. Resolución de ecuaciones diferenciales mediante la transformada de 

Laplace: 
Ø Ecuaciones diferenciales de coeficientes constantes 
Ø Ecuaciones diferenciales de coeficientes variables 
Ø Ecuaciones integro diferenciales 

 
iv. Resolución de sistemas de Ecuaciones diferenciales: 

Ø Método de Eliminación 
Ø Método de los operadores diferenciales 
Ø Método de Laplace 
Ø Método de los valores y vectores propios. 

 
v. Aplicaciones de las ecuaciones diferenciales de segundo orden: 

Ø Aplicaciones de Sistema: Masa – Resorte – Amortiguador 
Ø Aplicaciones de circuitos eléctricos 

 
vi. Series de Fourier 

Ø Definición de la serie de Fourier 
Ø Serie de Fourier de una función par e impar 
Ø Convergencia de una serie de Fourier 
Ø Extensiones pares o impares periódicas de una serie de Fourier 

 
vii. Problema de la ecuación del calor 

 
viii. Anexos: 

Ø Problemas propuestos 
Ø Tabla de transformadas de Laplace de ciertas funciones 
Ø Tabla de transformadas inversas de Laplace de ciertas funciones 
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Método de Frobenius 

 
1. Determine la solución general de la ecuación diferencial: 

, mediante series de potencias de x. Utilice la raíz de mayor valor de la ecuación 
indicial asociada a la ecuación diferencial dada para establecer la primera solución, ésta como una 
función elemental; y, luego utilice algún procedimiento conocido para definir la segunda solución 
linealmente independiente e igualmente exprésela como una función elemental. 
 
Asumiendo la solución alrededor del punto , se tiene que verificar que clase de punto es, en este 
caso , entonces , por lo tanto   es un punto singular. 
Lugo se verifica si es singular regular. 

i) (existe) 

ii) (existe) 

Los dos límites existen, por lo tanto es un punto singular regular. 
La fórmula de la ecuación indicial indica: 

 
 

, se obtiene que:  
 
Las raíces de la ecuación indicial son: , y . 
Asumiendo la solución como: 

 
 
Obteniendo la 1ra y 2da derivada: 

 
 
Reemplazando y, y’,y’’ en la ecuación diferencial  se obtiene: 

 
 
Introduciendo los coeficientes de cada sumatoria: 

 
 
Se iguala las potencias de todas las sumatorias, en esta caso a  , haciendo un 
cambio de parámetro en alguna en la tercera sumatoria. 
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La nueva ecuación queda así: 

 
 
Se iguala los subíndices de cada sumatoria al mayor de todas, en este caso a . Luego se 
desarrollan dos términos en la primera y segunda sumatoria: 

 
 
Se agrupan los coeficientes de cada sumatoria en una sola sumatoria: 

 
 
Igualmente los coeficientes de   

 
Como , se obtiene , que es la misma ecuación indicial anterior. 

 
En este caso  si puede ser igual a cero.  
La ecuación de recurrencia es: 

 
 
Despejando el valor de   , se obtiene la fórmula de recurrencia general: 

 
 
Reemplazando la raíz mayor  , se obtiene la fórmula de recurrencia particular para la 
primera solución: 
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Entonces la primera solución es, para el varlo de r=0: 

 
 
Reemplazando los coeficientes en la solución 

 

 
 

 
Por lo tanto , lo podemos encontrar de la siguiente forma: 

=  
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3)  Resuelva la siguiente ecuación difrencial alrededor del punto 0x0 =  
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Transformada de Laplace 
 
Halle: 

• ( ) ( ){ }ttsenteL t 2cos24364 35 +−+  
 
Por la propiedad de linealidad tenemos que: 

( ) ( ){ }
( ) ( ){ } { } { } ( ){ } ( ){ }

{ } { } ( ){ } ( ){ }

4
2

16
1236

5
4

4
2

16
4

3
!3

6
5

1
4

2cos24364

2cos243642cos24364

2cos24364

224

224

35

3535

35

+
+

+
−+

−
=

+
+

+
−+

−
=

+−+=

+−++=+−+

+−+

s
s

sss

s
s

sss

tLtsenLtLeL

tLtsenLtLeLttsenteL

ttsenteL

t

tt

t

 

 
Halle 

• ( ) ( ){ }teetL tt 2cosh2 42 −++  
 
Por la propiedad de linealidad tenemos que: 
( ) ( ){ }
( ) ( ){ } ( ){ } ( ){ }

( ){ } ( ){ }
{ } { } { } ( ){ }
{ } { } { } ( ){ }teLeLteLetL

teLeLteLetL

teLettL

teLetLteetL

teetL

tttt

tttt

tt

tttt

tt

2cosh44

2cosh44

2cosh44

2cosh22cosh2

2cosh2

42

42

42

4242

42

−

−

−

−−

−

+++=

+++=

+++=

++=++

++

 

Aplicando el primer teorema de la traslación: 
{ } { } { } ( ){ }
{ } { } { } ( ){ }

( ) ( ) ( )

( ) ( )( )621

20219295

44

4
1

1
4

1

1
4

1

!2
2cosh44

2cosh44

3
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223
42
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++−

+−++
=

−+

+
+

−
+

−
+

−
=+++

+++

−

−

sss

ssss

s

s
sss

teLeLteLetL

teLeLteLetL
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Demuestre: 
• Demuestre el primer teorema de la traslación 

( ){ } ( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ) ( )

( ){ } ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )asFsFdttfe                                  

ass  sidttfe                                  

dttfeetfeL :Entonces

sFdttfetfLTenemos

asFtfeL entoncessFtfL Si

ts

tas

atstat

st

at

−===

−=→=

=
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−==

∫

∫

∫

∫

∞
−

∞
−−

∞
−

∞
−

0

0

0

0

:

,

 

 
 
Halle: 

• ( ) ( ){ }ttsenhL cos23  
 
Por la propiedad de linealidad tenemos que: 

( ) ( ){ }

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ }

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]teLteLteLteL

teLteLteLteL

teeeeL

t
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LttsenhL
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tttt

tttt

tttt
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8
1
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8
1
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8
1
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2
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6226
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322
3

3
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−

−+−=

−++−+=

−+−=




















 −
=

 

Aplicando el primer teorema de la traslación: 

( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }[ ]

( ) ( ) ( ) ( )
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2
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2
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6
8
1
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8
1
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24
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+
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−
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−
=

−+− −−

ssssssss
ss

s

s

s

s

s
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s

s
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• Encuentre la transformada de la primera derivada de f(t) 

 
( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( )

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

  
                              

f(0)-sF(s)                          

lexponencia orden de es tf que asumiendo  Pfe pero

Pfefdttfes                          

dttfesfPfe                          

dttfesetfdttfe

tfvdttfdv                                       

dte-sdu eu  :partes por Integrando

dttfedttfetf'LTenemos

fssFtf'L entoncessFtfL Si

sP

P

sP

P

st

P
stsP

P

P
stPst

P

P
st

P

st-st

P
st

P

st

=

=
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−

∞→

−

∞→

∞
−
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∞→
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∞→
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∞→

−

−
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∞
−

∫

∫

∫∫

∫∫

0lim

lim0
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lim'lim

'

'lim':

0,

0

0

0
0

0

00

 
 

• Encuentre la transformada de la función tf(t) 
 

( ){ } ( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

( )[ ]

( ){ } ( )sF
ds
d

ttfL

dtttfe            

dttfte            

dttfe
s

            

dttfe
ds
d

sF
ds
d

:tenemos igualdad la de lados ambos Derivando

sFdttfetfLTenemos

sF
ds
d

ttfL entoncessFtfL Si

st

st
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st

st

−=→
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−=

∂
∂

=

=
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−==

∫

∫

∫

∫

∫

∞
−

∞
−

∞
−

∞
−

∞
−
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0

0

0

0

:
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• ( ){ }attL cos2  
 
Por la propiedad de la derivada de la transformada tenemos que: 

( ){ }
( ){ } ( )

( )
( ) ( ) ( )
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( )
( )322
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2

2

2
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Halle: 

• 
( )









t

t
L

cos
 

Usando la propiedad de la transformada de la derivada 
 

( )

( ) ( ) ( )

{ } ( )
( ) ( ){ }
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( )

( ) ( )
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n
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t sende datransforma la Encuentro

tsenLs
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t
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t
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2
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2
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• Encuentre la transformada de la integral de  f(t) 
 

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ){ } ( ){ }

( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( )
s
sF

s
tfL

duufL

:que tenemos Despejando

duufLstfL

gtgLstgL

:que  sabemosEntonces

0g(0)y  f(t)(t)g' entonces ,duuftg Si

s
sF

duufL entoncessFtfL Si

t

t

t

t

==
















=

−=
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=

∫

∫

∫

∫

0

0

0

0

)0('

,

 

 
 
 

• Encuentre la transformada f(t)/t 
 

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( )

{ } { }

{ } { }

{ } ( ) ( )

( ) ( )∫

∫∫

∫

∞

∞

∞

∞
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=−=
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=
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s

s

s

s

duuf
t
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L

duufduuf (t)gL 

:que tenemos lados ambos Integrando

(t)gL
ds
d

 (t)fL

g(t)tL(t)fL

:que  sabemosEntonces

g(t)t(t)f entonces ,
t
tf

tg Si

duuF
t
tf

L entoncessFtfL Si ,
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Halle: 

• ( )








∫ − θθ
θ
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t
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4
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∞∞∞
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LM(s)
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seneLuX

:es traslación de teorema primer el por que seneLuX

duuX
)x(

L M(s)hallamos donde De

seneLsM  si
s
sM

dseneLH(s) Encuentro

sH
ds
d

thtL

:que  sabemosdatransforma la de derivada la de teorema el por
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t
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θ
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θ
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• Demuestre el segundo teorema de la traslación 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ } ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

( ) ( ){ } ( ) ( )

       

sFeduufeeatfa-tL

duufeatfa-tL 

uty   0uat Cuando

dudty  a-tuaut Si

dtatfeatfa-tL :Entonces

dtatfa-teatfa-tLTenemos

sFeatfa-tL entoncessFtfL Si

assuas

aus

a

st

st
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−
∞

−−

∞
+−

∞
−

∞
−

−

==−

=−

∞=→∞==→=

==→+=

−=−

−=−

=−=

∫

∫

∫

∫

0

0

0

:

,

µ

µ

µ

µµ

µ

 

• Encuentre la transformada ( ) ,....3,2,1,0
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122;2
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−
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s
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e
s
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• ( ) ( ) ( )








+ t
t
tsen
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3
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s
s

e
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s
e
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: escalón al multiplica que función la desplazar debo Pero

sFettfL
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t
t
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t
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t
t
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π
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• Encuentre la transformada de la siguiente gráfica 

 

 
 
Tenemos que encontrar la transformada de una función periódica: 

( )

( ){ }
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( ) ( )
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( ){ } ( )
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1
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=
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∫
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• Demuestre el teorema de la convolución 
 

{ } { } { }

{ } { }

dtduutgufeS donde

SdtduutgufedtduutgufeduutgufL

:que lo por g(t)LG(s) f(t)LF(s) donde

sGsFduutgufL

tgtfduutgufsGsFL entoncestgG(s)Ly  tfF(s)L Si

M

t

t

u

st
M
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t

t

u

st
t
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st
t

t

t
1-1-

∫ ∫

∫ ∫∫∫∫
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∞
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)(*)()()()()(),()(

La región en el plano en donde se llevará a cabo la integración es: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Luego de hacer el cambio t-u=v la región cambia, por lo que el integral se transforma en: 
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v
t

u
t

v
u

u
u
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J
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dv du
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Halle: 

• 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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a
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a
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a
                                        

a
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a
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s
L

:que tenemos nconvolució de integral el Usando
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s
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t
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2
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1
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4
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2
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Resolución de ecuaciones diferenciales mediante las transformada de 
Laplace 

 
Encuentre la solución de la siguiente ecuación diferencial: 

 
• ( ) 3)0(''0)0(')0(,cos102'5''4''' ====+++ yyytyyyy  
 

{ } { } { } { } ( ){ }

{ }
{ }
{ }
{ }

( ){ }

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

{ }
( )

)(2)cos(22)(

1

2

1

2
1

2
2

1
)()(

1

2

1

2
1

2
2

1
)(

2121211113103

1112211

3103
)(

1

3103
)(21

1
103)(254

1
10)(2)(5)(43)(

Re
1

cos

)(

)()0()('

)()0(')0()(''

3)()0('')0(')0()('''

cos102'5''4'''

2

22
11

22

222222

2222

2

2

2
2

2
23

2
23

2

22

323

tsentteeety

s

s

sss
LsYLty

s

s

sss
sY

2E -1,D -2,C 2,B -1,A donde De

32E2C2BA

105E2DC3B2A

34E5D2C3B2A

0E4DC3B2A

0DBA

:ecuaciones de  sistema siguienteel Tenemos

2E2C2BAs5E2DC3B2As4E5D2C3B2AsE4DC3B2AsDBA310s3s

ssEDsssCsssBssAss
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s

C
s
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s
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s
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s
sYssYsYssYs

:dastransforma las emplazando
s

s
tL

sYyL

ssYyssYyL

sYsysysYsyL

sYsysyyssYsyL

:necesarias dastransforma las Encuentro
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Laplace de datransforma la Aplicando
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Encuentre la solución de la siguiente ecuación diferencial: 

• ( ) ( ) ( ) ( ) 00',20,
2;0

20;84
,4

2

2
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==+ yy
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4
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π
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π
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DC1,B,A :que tenemos  sistemael solviendo

B

A
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s
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s
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s
A
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B

A
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s
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s
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s
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ss
ss

:parciales fracciones Encuentro
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s

e
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thL
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:necesarias dastransforma las Encuentro
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s

s

s

s

s

 

 



 Ecuaciones Diferenciales – II Parcial 
   

 
 

Roberto Cabrera V. 

- 22 -

• Determinar la solución del siguiente problema de valor inicial: 

 
 
Primero se expresa  en términos de funciones escalones de la siguiente manera: 

 
 
Se reemplaza  en la ecuación diferencial y se procede a resolverla usando transformadas de Laplace: 
 

 
 

 

 

 
 
Despejando Y(S): 

 
 
Encontrando la solución mediante transformada inversa de Laplace: 

 
i)  

ii)  

 
iii) Entonces  

iv)  
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Encuentre la solución de la siguiente ecuación integro - diferencial: 

• ( )tt
tyduutyuy

t

δ−+=−∫ 6
)(2)()(

3

0

 

{ } ( ){ }

{ }

{ }

( ){ }

ttty
s

sY
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s
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s
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s
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s
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sYtyL
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:necesarias dastransforma las Encuentro
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Laplace de datransforma la Aplicando
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Encuentre la solución de la siguiente ecuación diferencial de coeficientes variables: 

• ( ) 2)0(',1)0(,02'21'' ===−−+ yyyytty  

{ } ( ){ } { }

{ } { } [ ]

( ){ } { } { } ( ) [ ]
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s
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:necesarias dastransforma las Encuentro
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Laplace de datransforma la Aplicando
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=
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Encuentre la solución de la siguiente ecuación diferencial de coeficientes variables: 
• ( ) 13'2'' −=++− tyytty  

{ } ( ){ } { } { } { }
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( ){ } { } { } [ ] ( )
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Método de eliminación 
 

1) Usando el método de eliminación, resuelva el siguiente sistema de ecuaciones 
diferenciales: 
 







=+++

=−−+ −

)2(eyx2'y'x

)1(eyx'y'x2
t

t

                             

Restando: (1)-(2);  
 
Se obtiene:  

tt eeyxx −=−− −23'   
 
Despejando y : 

22
3

2
' tt eexx

y
−−

+−=  

 
Reemplazando y en (1): 

2
e

2
e)sentCtcosC(

2
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2
C
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C
y
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2
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2
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2
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01r
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2
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2
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2
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=







−+−−−








−+−+
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2
e

2
e

tcosksentky

2
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2
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2
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2
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2
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2
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tttt
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K
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K
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=
−

−++=⇒
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    Pero                   

443442144 344 21  

Solución:                       
 
 





++=

+=

senhttcosksentky
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2) Utilice el método de eliminación para encontrar la solución general del sistema lineal 
dado, donde x´, y´, z´ denotan diferenciación con respecto a t. 
 
                                      1 
 
 
                                      2 
 
 
De la primera ecuación despejamos y; 
 
 
 
 
 
 
Reemplazando y en la segunda ecuación: 
 
 
 
 
 
 
Multiplicando la ecuación por 3; 
 
 
  
 
Obtenemos una ecuación diferencial de coeficientes constantes: 
Resolviendo la ecuación 3 con x=ert; 
 
 
 
    Ecuación Característica 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
Ahora encontremos y: 
                             

( ) ( )'
3
1

3
2

xxy −=  

tt eCeCx −+= 2
4

1   
tt eCeCx −−= 2

4
14'  

 
 

x2y
dt
dy

y3x2
dt
dx

−−−−====

−−−−====

3
x́

x
3
2

y

dt
dx

3
1

)x2(
3
1

y

−−−−====⇒⇒⇒⇒

−−−−====⇒⇒⇒⇒

x2
3
x́

x
3
2

3
´´x

x́
3
2

3
´´x

x́
3
2

dt
dy

−−−−−−−−====−−−−⇒⇒⇒⇒

−−−−====⇒⇒⇒⇒

0x4x́3´´x
x6x́x2´´xx́2

====−−−−−−−−⇒⇒⇒⇒

−−−−−−−−====−−−−⇒⇒⇒⇒

[[[[ ]]]] 04r3re 2rt ====−−−−−−−−⇒⇒⇒⇒

;ececx

ex,ex

1r,4r

0)1r)(4r(

04r3r

t
2

t4
1

t
2

t4
1

21

2

−−−−

−−−−

++++====⇒⇒⇒⇒

========⇒⇒⇒⇒

−−−−========⇒⇒⇒⇒

====++++−−−−

====−−−−−−−−⇒⇒⇒⇒
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⇒  Reemplazando x, y x’ en y: 

⇒  [ ] [ ]tttt eCeCeCeCy −− −−+= 2
4

12
4

1 4
3
1

3
2

 

tt eCeCy −+−= 2
4

13
2

 

 
* Encuentre la solución particular del problema anterior dado: 
 x (0)=8, y (0)=3 
 
Del ejercicio anterior: 
 
 tt eCeCx −+= 2

4
1  

 tt eCeCy −+−= 2
4

13
2

 

 
Como x (0)=8, entonces: 
  8= C1+C2             1 
 
Como y (0)=3, entonces: 

 213
2

3 CC +−=      2 

 
Con  1 y 2  se obtiene un sistema de 2 ecuaciones con dos incógnitas; resolviendo el 
sistema se obtiene: 
 C2=5,   C1=3 
 
 
⇒  La solución particular es:  tt eex −+= 53 4  
     tt eey −+−= 52 4  
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Método de los operadores diferenciales 
 

1) Usando el método de las operaciones diferenciales resuelva el siguiente sistema de 
ecuaciones diferenciales: 





=+++−

=+++−
t

2
2

1
2

2
2

1
2

ex)4D4D(x)D2D(
tx)D2D(x)4D4D(
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=++−
t

2
2

1

21
2

ex)2D(x)2D(D
tx)2D(Dx)2D(  

Encontrando )t(x1 usando la regla de Kramer se obtiene que: 
 

( )[ ]
[ ]

( )( )
( )

[ ]

;cex''

;cebx'

;cebtax
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[ ] ( )
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Kramer de regla la usando x  solución la encontrar a procede se Ahora
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2.-) Usando el método de los operadores  diferenciales resuelva el sistema: 
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'
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'
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1,B     1,A
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Ahora procedemos a encontrar 1x  del sistema de ecuaciones: 
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t
8
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t
8
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t
8
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8
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:es sistema del solución La

:obtiene se (2), y (1) Restando
(2)         
(1)         
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Método de Laplace 
 
1) Utilice el método de las transformadas de Laplace para resolver el problema de valor 
inicial dado. Aquí x’, y’, etc. denotan diferenciación con respecto a t. 
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Aplicando transformada de Laplace a las dos ecuaciones: 
 
 
 
 










+
=−−−

+
=+−−

;
1

)()0()()(4

;
1

1
)(2)(3)0()(5

2

2

s
s

syyssysx

s
sysxxsx

 

 










+
=+−

+
=+−

−

−

1
)()1()(4

1
1

)(2)()3(

)3(

)4(

2

2

s
s

syssx

s
sysxs

s
 

 
Sumo 1 y  2, entonces se obtiene: 
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                Resolviendo el sistema:  
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ð Aplicando transformada inversa de Laplace a y(s): 
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De la ecuación  4x-y’-y=cos(t); podemos encontrar x(t): 
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La solución: 
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2) Resolver   
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=++ −

t15Y3'X4''Y
e15X3'Y''X t

con las condiciones X(0)=0, X’(0)=0, Y(0)=0, Y’(0)=0. 

Aplicando la transformada de Laplace a ambas ecuaciones: 
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:como expresamos lo X(s) tanto lo Por

0E        1,D      -1,C     2,B     -1,A
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Ahora encontremos y(t) usando una ecuación del sistema: 
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Método de los valores y vectores propios 
 

1) Resuelva por el método de los valores y vectores propios el siguiente sistema: 
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2) Resolver el sistema 
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Se procede a encontrar el vector propio asociado al siguiente valor: 
* 21 −=λ  

≈
















−−

−

0
0

0

212
011

201

≈
















−−

−

0
0

0

210
210

201















−

0
0

0

000
210

201
 

y= -2z 
x= 2z 

















−=

1

2

2

1v  

Se procede a encontrar el vector propio asociado al siguiente valor i213 −−=λ : 
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( )
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 Entonces: 
 
. 
 
 
 
 
 

 
Entonces podemos concluir que el vector propio complejo asociado a este valor de 

i213 −−=λ  es: 
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:3z si v, de forma la tenga que propio vector un usar Podemos  

Entonces procedemos a encontrar la primera solución l.i. con 21 −=λ : 
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Ahora procedemos a encontrar la segunda y tercera solución l.i. con i213 −−=λ , tiene la 
siguiente forma iβ+α=λ , por lo tanto las otras dos soluciones son: 
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Por lo tanto la solución general es: 
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Aplicaciones de Sistema:  Masa – Resorte – Amortiguador 
 

1) Una masa de 1 kilogramo sujeta a un resorte con una constante k = 9 m/seg        
se suelta del reposo 1 metro debajo de la posición de equilibrio del sistema masa-
resorte, y empieza a vibrar. Después de 2/π  segundos, la masa es golpeada hacia 
arriba por un martillo que ejerce un impulso de 3 newtons. 

 
a) Determine una función que defina la posición ‘’y’’ de la masa en cualquier instante 

‘’t’’. 
b) Halle la posición de la masa en los tiempos t= 4/π  segundos y t=π  segundos. 
 

 
Como no hay amortiguador C=0; 
En t = 2/π segundos hay un impulso hacia arriba de 3 Newtons, por lo tanto hay una perturbación 








 π
−δ−=

2
t3)t(f , el signo negativo se debe a que tomamos el eje de referencia positivo hacia abajo. 

 
La ecuación diferencial que representa al sistema es: 
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Para resolver esta ecuación diferencial aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuación: 
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La posición inicial del sistema es y(0)=1 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=0: 
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a) 
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b) 

m0)1(1)2/(3sen)3cos()(y
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2
2)4/3cos()4/(y

=−−−=π−π−π=π

−=π=π
 

 
2) Un sistema vibratorio compuesto de un resorte de constante m/N4k = , un 
amortiguador de m/Ns6c = , tiene adherido una bola metálica de 20 Newton de peso. 
Determine la forma en que vibra la masa si inicialmente esta en la posición de equilibrio 
y sin velocidad inicial, y si desde el tiempo t = 0 actúa una fuerza perturbadora definida 
así: 
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La ecuación diferencial que representa al sistema es: 
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Asumiendo que la gravedad es 2s/m10 : 
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Antes de resolver la ecuación diferencial aplicando la transformada de Laplace, se recomienda expresar la 
función f(t) en términos de de funciones escalones multiplicadas por las funciones que se encuentran en cada 
uno de los intervalos mostrados en la regla de correspondencia: 
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La ecuación diferencial queda expresada de la siguiente forma: 
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Ahora se puede proceder a resolver la ecuación diferencial mediante la transformada de Laplace: 
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La posición inicial del sistema es y(0)=0 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=0: 
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Para encontrar )t(y1 , se procede a usar el teorema de la integral de la transformada de Laplace: 
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Resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene: 
B = 501,               A = -50; 
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Entonces: 
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Por lo tanto: 
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Ahora y(t) es: 
 

( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )( )( );)4t(u5.374t25e5.12e50

)2t(u5.372t25e5.12e5025.37t25e5.12e50)t(y

);t(y)t(y)t(y)t(y

4t24t

2t22tt2t

321

−−−+−+

−−−+−+−+−=

++=

−−−−

−−−−−−  

 
 
Se puede representar y(t) en como una función con regla de correspondencia: 
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3) Una masa de 5kg se sujeta a un resorte suspendido del techo y ocasiona que el resorte se 
estire 2 metros al llegar al reposo en equilibrio. Se eleva luego la masa 1 metro sobre el punto 
de equilibrio y se le aplica una velocidad dirigida hacia arriba de 1/3 m/seg. Determine: 
a) La ecuación del movimiento armónico simple de la masa. 

b) La posición del objeto en t = 
4
π

 segundos 

 

 
 
 
a) 

Como no hay amortiguador C=0, además no existe fuerza perturbadora que se aplique al sistema por lo tanto 
f(t)=0, la posición inicial de la masa es 1 metro sobre la posición de equilibrio por lo tanto si tomamos el eje de 
referencia positivo hacia arriba la posición inicial de la masa sera 1 metro. Y la velocidad es 1/3 m/seg. 
 
La ecuación diferencial que representa al sistema es: 
 

;0ky
dt

yd
5 2

2

=+  

 
Se debe encontrar el valor de k: 

Como la masa es 5kg y si se asume la gravedad 2m/seg10 , el peso será de 50 Newton, al sujetar el resorte la 

masa se estira 2 metros, lo que me indica de manera implícita la constante del resorte que se la puede calcular 
mediante: 

lkF ∆= , donde F es el peso del objeto y l∆ la longitud del estiramiento. Despejando k se obtiene k=25N/m. 
 
Para resolver esta ecuación diferencial aplicamos la transformada de Laplace a ambos lados de la ecuación: 
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La posición inicial del sistema es y(0)=1 metro, y la velocidad inicial es y’(0)=1/3: 
Reemplazando las condiciones se obtiene: 
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b) 
 
La posición del objeto en 4/π  segundos es: 
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Aplicaciones de Circuitos Eléctricos 

 
1) Un circuito LRC con R=12 ohmios,  L=1, C=0.01 faradios se conecta a una batería 
que transmite un voltaje de 20 voltios. Si el interruptor esta inicialmente apagado y se lo 
enciende después de 10 segundos, permaneciendo conectada por un lapso de 20 
segundos y luego desconectada definitivamente. Si inicialmente no hay carga en el 
condensador y la corriente inicial es cero, determine: 
a) La carga acumulada en el condensador en los tiempos t=5s, y t=20s. 
b) La intensidad de corriente que atraviesa el circuito en los tiempos t=8s, y t=40s. 
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2) Un circuito LRC con R=150 ohmios,  L=1 Henrio, C=0.0002 faradios en t=0 se le 
aplica un voltaje que crece linealmente de 0 a 100 voltios, durante 10 segundos, para 
luego cesar por tiempo indefinido. Si inicialmente no hay carga en el condensador y la 
corriente inicial es cero, determine: 
a) La carga en cualquier instante de tiempo 
b) La corriente del circuito en  t=20s. 
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Encontrando la transformada: 
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Series 
 

De Fourier 
 
 
 

 
Contenido: 
 

 Definición de la serie de Fourier 
 Serie de Fourier de una función par. 
 Serie de Fourier de una función impar. 
 Convergencia de una serie de Fourier. 
 Extensiones pares e impares periódicas de una serie de 
Fourier 
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Serie de Fourier de una función f(x) 
 

Definición: Sea f una función continua por segmentos en el intervalo de [[[[ ]]]]p,p−−−−  la serie de 
Fourier de f es la serie trigonométrica: 
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Series de Fourier cuando f(x) es par 

Si la función f(x) es una función par se dice que: 
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Series de Fourier cuando f(x) es impar 

Si la función f(x) es una función impar se dice que: 
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1) Exprese la función f definida por 
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Convergencia de una Serie de Fourier 

 
Teorema: Si )x(f  y )x('f  son funciones continuas por segmentos en el intervalo ( )p,p− , 
entonces la serie de Fourier de )x(f  en dicho intervalo converge hacia )a(f  en un punto de 
continuidad,  mientras que en un punto de discontinuidad a converge a: 

)x(fLim)a(f

)x(fLim)a(f

:donde    ,
)a(f)a(f

ax

ax
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→

+

→

−

+−

=

=

+
2

 

 
Ejemplo: 





<<π−

π<<+
=

01
1

x-     ,x

x0     ,x
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En la gráfica se observa que en x=0 hay un punto de discontinuidad por lo tanto el valor a que converge la serie 

de Fourier en x=0 es: 
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Extensión periódica de la función f(x) 
 
Sea f(x) una función continua por segmentos en ( )p,p− . Entonces la Serie de Fourier de f es: 

∑∑∑∑
∞∞∞∞

====

















++++








++++====

1

0

2
n

nn p
xn

senb
p
xn

cosa
a

)x(f
ππππππππ  

Donde se define la frecuencia angular de las funciones coseno y seno como “w”, entonces:  

T.p  nTEntonces  
n
p

T
f

trando    ,    encon
p

n
πp

nπ
f

ando   f:,   despej
p

nπ
πf

πf, w,   donde 
p

nπ
w

f

f

==

====

=⇒

==

2

21
22

2

2

 

Por lo tanto la función f puede extenderse a una función periódica con período = 2p, de 
manera talque 
 

∑∑∑∑
∞∞∞∞

====

















++++








++++====

1

0

2
n

nn p
xn

senb
p
xn

cosa
a

)x(f
ππππππππ , y donde Rx    ),x(f)px(f ∈=+ 2 . 

Donde  la serie converge a f(x) si es que f es continua en x y converge a 
2

)x(f)x(f +− + , si es 

que f es discontinua en x. 
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2) Encuentre los coeficientes de la serie de Fourier: a)  sólo en términos de senos de la 
función f(x), b)  luego sólo en términos de cosenos. 





<<

<<−
=

2x1          0,

1x0     x,1
f(x)  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) En términos de senos. 
 
Antes de comenzar el desarrollo de este problema se recomienda graficar la función f(x) 
Como se observa en la gráfica esta no es función impar ni par, por lo tanto para obtener el 
desarrollo en series de Fourier sólo en términos de senos de esta función se debe proceder a 
hacer una extensión periódica impar de f(x). 

2pT  donde    
0xp-       f(-x),-

px0          (x),
f(x) =





<<

<<
= ,

f
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Como se observa en la gráfica ahora el periódo de la función es T=2p, donde p = 2, por lo 
tanto el período T es 4.  
 
Ahora si la función f(x) es una función impar se cumple las siguientes condiciones: 
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Encontrando los coeficientes: 
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Ahora la función en términos de senos es: 
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b) En términos de cosenos: 
 
Igualmente que en el caso anterior para obtener la serie de Fourier sólo en terminos de 
cosenos de f(x), la función debe ser una función par, si no lo es se debe hacer una extensión 
periódica de forma par. Es decir: 
 

2pT  donde    
0xp-       f(-x),

px0          (x),
f(x) =
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<<
= ,
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Como se observa en la gráfica ahora el período de la función es T=2p, donde p = 2, por lo 
tanto el período T es 4.  
 
Ahora si la función f(x) es una función impar se cumple las siguientes condiciones: 
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Encontrando los coeficientes 0n a,a : 
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Como ahora f(x) es una función par, entonces 0bn =  
 
La serie de fourier de f(x) en términos de cosenos es : 
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EJERCICIO DE LA ECUACIÓN DEL CALOR DE UNA VARILLA 
 
Una varilla de longitud L coincide con el eje X en el intervalo , tal que la 
temperatura en los extremos de la varilla se mantiene a 0ºC en cualquier instante y la 
temperatura inicial de toda la varilla esta dada por . Determina la 
temperatura , de la varilla, conociendo que el modelo matemático de este 
problema viene dado por: 

 
Para resolver esta ecuación en derivadas parciales se procede a usar el método de separación 
de variables, se asume la solución de la siguiente manera: 

  
Se obtiene las correspondientes derivadas de la ecuación, usando la solución que se asume. 

 

 
Reemplazando en la ecuación en derivadas parciales se obtiene: 

 
Separando a un lado de la ecuación todo lo que depende de la variable “x”, y al otro lado lo 
de “y”. 

 
Se obtiene dos ecuaciones diferenciales: 

 
 

 
La solución para esta ecuación se asume como : 
Se obtiene:  
Como el valor de  es una constante, entonces se analiza de la siguiente forma: 
Para  

,  por lo tanto las raíces son:    

Por lo tanto, para este caso  la solución es:   
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera : 

 
 

 
 

Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A=B=0, por lo tanto, la solución queda 
la trivial: 
  ,    entonces     
Para  

,  por lo tanto las raíces son:    
Por lo tanto, para este caso  la solución es:   
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera : 
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Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A=B=0, por lo tanto, la solución queda 
la trivial: 
  ,    entonces     
Para , para indicar que  es un valor negativo se pondrá el singo menos dentro del 
radical. 

,  por lo tanto las raíces son:    
Por lo tanto, para este caso  la solución es:   
Luego se obtiene los valores de A y B, usando los valores de frontera : 

 
 

 
 

Se forma un sistema homogéneo de ecuaciones donde A =0, pero queda  , 
donde el valor de B no puede ser cero para que no quede la solución trivial por lo tanto lo que 
si puede suceder es que    
Donde ,    luego se despeja   

 
Ahora   es :   

 
Luego se obtiene la solución para la segunda ecuación diferencial que está en función de t: 

 
 

 

 
Como  , entonces: 

 
 
 
Expresando en sumatoria:  

 
Ahora se usa la condición inicial : 

 
Donde: 
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Se procede a integrar por partes: 

 
 

 

 

 
Otra vez por partes: 

 

 

 

 

 

 

 

 
La solución es: 
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Transformada de Laplace de ciertas funciones 

 
 
Transformada inversa de Laplace de ciertas funciones 
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Problemas propuestos 
 

1.-) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales alrededor del punto Xo = 0. 
Determine si es posible la función a la que converge la primera solución, y luego halle 
por cualquier método la segunda solución linealmente independiente. 
 
a) ;0yx4'y''xy 3 =+−  

b) ;0y)x43('xy4''yx4 22 =−+−  
c) ;0y2'y3''y)1x(x =−+−  
d) ;0y'y)x31(''y)1x(x =+−−−  
e) ;0y2'y3''y)1x(x =+−−  

f) ;0y)x26('y)x4(x''yx2 =−+−−  
g) 0xy'y2''xy =−+  

h) 0y)2x('xy4''yx 22 =+++  
 
2.-) Halle: 
 
a) 
[ ]
( )[ ]
[ ]
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b) 
Para las siguientes funciones encuentre [ ])t(''fL : 

 ;tcoset t2 −  

( )

;t3cost2sen5

;
e

t2sent

;tcos1t2

;t2senht5

t2

3

4

3

−

−
 

 
c) Para las siguientes funciones encuentre [ ])t('fL : 
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d) Halle: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
e) Halle: 
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g) Halle: 
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3.-) Grafique las siguientes funciones y halle sus transformadas de Laplace: 
 













≥

<≤

<≤

<≤

=
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<≤+
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<≤−

=

=3     t          ,         0
=3t=2   sent;     5-

=2t        =;         0
=t0       sent;     5

g(t)

15   t;         0
15t10;        5t

10t5;        0
5t0;     1t

f(t)

 

 
4.) Encuentre el período de las siguientes gráficas y halle la transformada de Laplace de 
cada una de ellas: 
 
a) 

 
b) 

 
c) 

 
d) 
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5.-) Encuentre las transformadas inversas de Laplace de las siguientes funciones: 
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6.-) Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales utilizando la transformada de 
Laplace: 
 

( )

2; y(0)          (t)  y'

                  y(t)

10)        y(sent;-y(t)(t)  y'

0;(0)    y'1,     y(0)y2y''ty'  
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0)(    y'1,     y(0)'ty'  

(0)y'     y(0)y'  y'
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7.-) En los siguientes problemas utilice el método de eliminación para encontrar la 
solución general del sistema lineal dado, donde x’, y’, z’ denotan diferenciación con 
respecto a t.  
 

 
 
 
 
 
 
 

 
8.-) En los siguientes problemas utilice el método de los operadores diferenciales para 
encontrar la solución general del sistema lineal dado: 
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9.-) En los siguientes problemas utilice el método de la transformada de Laplace para 
encontrar la solución general del sistema lineal dado: 
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10.-) En los siguientes problemas utilice el método de los valores y vectores propios  
para encontrar la solución general del sistema lineal dado: 
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APLICACIONES DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 

 
1) Una masa de 100 gramos esta sujeta a un resorte de acero de longitud natural igual a 50 cm. El 
resorte se alarga cuando se le agrega esta masa. Si la masa se pone en movimiento con una 
velocidad de 10cm/s, determine el movimiento subsiguiente. (Desprecie la resistencia del aire) 
  
2)  Un circuito mecánico vibratorio compuesto de un resorte de constante K=4 N/m.  Un 
amortiguador de constante e=6 Ns/m, tiene adherido una bola metálica de 20 N de peso. 
Determine la forma en que vibra la masa si inicialmente esta en la posición de equilibrio y sin 
velocidad inicial, y si desde el tiempo t=0 actúa sobre una fuerza perturbadora periódica definida 
así: 

[
[ 4).-f(tf(t)         
2,4)t     100t-400

0,2)t             
=





∈

∈
= ;

;t100
)t(f  

3) Un resorte se estira 50cm con una fuerza de 2 Newton. El resorte en referencia forma parte de un 
sistema m-c-k el cual tiene una masa de 1 Kg, y un amortiguador con una constante c = 4N.m/s. Si 
la masa es puesta en movimiento desde su posición de equilibrio y sin velocidad inicial con una 
fuerza perturbadora de 20 Newton que actúa los primeros 5 segundos y luego cesa durante 5 
segundos, y luego crece linealmente hasta 10 Newton durante 10 segundos, para nuevamente cesar 
definitivamente. Determine la forma en que vibra la masa. 

a) ¿Cuál es la posición de la masa a los 2 segundos y a los 8 segundos? 
 
4) Un inductor de 0.5 henrios es conectado en serie con una resistencia de 6 ohmios y un 
condensador de 0.02 faradios. Inicialmente el condensador no tiene carga. Si el sistema es 
perturbado por una fuerza electromotriz de 12 voltios en el intervalo de tiempo. 
2< t < 8 (seg), y luego por un voltaje instantáneo de 24 voltios en el instante t= 15 seg, determine: 

a) La carga acumulada en el capacitor en el tiempo t= 6 seg. 
b)  La intensidad de corriente que atraviesa el circuito en el tiempo t= 10 seg. 
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