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3 
3.1 DEFINICIÓN DE PENDIENTE DE RECTA 

TANGENTE. 
3.2 VELOCIDAD INSTANTÁNEA 
3.3 DEFINICIÓN DE DERIVADA  
3.4 FORMA ALTERNATIVA 
3.5 DIFERENCIABILIDAD 
3.6 DERIVACIÓN 

3.6.1 FÓRMULAS DE DERIVACIÓN 
3.6.2 REGLAS DE DERIVACIÓN 
3.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 
3.6.4 DERIVACIÓN IMPLÍCITA 
3.6.5 DERIVACIÓN PARAMÉTRICA 
3.6.6 DERIVACIÓN POLAR 
3.6.7 DERIVADAS DE FUNCIONES INVERSAS 
3.6.8 DERIVACIÓN LOGARÍTMICA 

3.7 FUNCIONES HIPERBÓLICAS 
  3.7.1 FUNCIÓN SENOHIPERBÓLICO 
  3.7.2 FUNCIÓN COSENOHIPERBÓLICO 
  3.7.3 FUNCIÓN TANGENTEHIPERBÓLICA 
  3.7.4 DERIVADAS DE FUNCIONES HIPERBÓLICAS 
 

OBJETIVOS: 

• Definir derivada.  
• Calcular ecuaciones de rectas tangentes y rectas 

normales a una curva. 
• Realizar demostraciones formales de derivada.    
• Calcular derivadas.                                                                                                    
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 Desde la antigüedad (300 A.C.) existía el problema de la determinación de la 
ecuación de la recta tangente en un punto de una curva; recién en el siglo XVII fue 
resuelto este problema. Tratando de dar solución a lo planteado es como se da 
inicio al Calculo Diferencial.  Este inicio se le atribuye a GOTTFRIED WILHELM 
LEIBNIZ (1646-1716) junto con ISAAC NEWTON (1642-1727),  preocupado por 
describir la velocidad instantánea que lleva un móvil cuando se desplaza siguiendo 
una trayectoria, después veremos que es el mismo problema. 
  
 Empecemos primero estudiando el problema geométrico. 
 

3.1 DEFINICIÓN DE PENDIENTE DE RECTA TANGENTE. 
 Suponga que se tenga el problema de encontrar la ecuación de la recta 
tangente a la gráfica de una función f , en un punto 0x , Fig. 3.1. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

La ecuación de la recta tangente estaría dada por:  
 
                              0 tg 0( ) ( )y f x m x x− = −  

 
Ahora, habría que calcular la pendiente de la recta tangente.  
 
Observe la Fig. 3.2 

 
 
 

x

y

0x

0y

( )y f x=

Fig. 3.1 
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  La pendiente de la recta secante entre los puntos ( )0 0, ( )x f x  y 

( )0 0, ( )x h f x h+ +  sería 0 0
sec

( ) ( )f x h f xm
h

+ −
=  

La pendiente de la recta tangente se obtendría haciendo que h  se haga cada 
vez más pequeña, porque en este caso la recta secante toma la posición de la 
recta tangente, y resolveríamos nuestro problema; es decir: 

 

                                 0 0
tg 0

( ) ( )lím
h

f x h f xm
h→

+ −
=  

 
 

3.2 VELOCIDAD INSTANTÁNEA 
 
 Suponga que se tengan la ecuación del espacio e  recorrido por un móvil, y 
que sea función del tiempo; es decir ( )e f t= . Suponga ahora que se quiere 

determinar la velocidad media mv  en un intervalo de tiempo [ ]0 0,t t h+ , esta 
estaría dada por: 

                                        
( ) ( )0 0

0 0
m

f t h f tev
t t h t

+ −Δ
= =
Δ + −

 

La velocidad instantánea v  sería la velocidad media calculada en intervalos de 
tiempo tΔ cada vez más pequeño; es decir: 

x

y

0x h+

( )0f x

( )y f x=

0x

( )0f x h+

h

( ) ( )0 0f x h f x+ −

 

Fig. 3.2 



Moisés Villena Muñoz                                                                                                             Cap. 3  La derivada 

 86

                         
( ) ( )0 0

0 0 0
lim lim limmt t h

f t h f tev v
t hΔ → Δ → →

+ −Δ
= = =

Δ
 

  
Note que esta definición para la velocidad instantánea tiene la misma forma 

que la de la pendiente de la recta tangente, por tanto el problema sería el mismo.  
De aquí se dará la definición de la derivada. 

 
 

3.3 DEFINICIÓN DE DERIVADA 
  
 

Sea f  una función de variable real. Sea 0x  
un punto del dominio de f . La derivada de 
f  en " 0x ", denotada como ( )0´f x , se define 
como:  
            

h
xfhxfxf

h

)()(lím)´( 00

00

−+
=

→
  

Siempre que este límite exista.  
 
 

 
Cuando la derivada en " 0x " existe se dice que es f  es diferenciable en " 0x ". 
 
Otras notaciones que se emplean para la derivada son: ´y  o xD y . 

Leibniz utilizó la notación 
dy
dx

. 
 
En cualquier caso, la derivada en " x " sería: 

 

     
0

( ) ( )´( ) lím
h

f x h f xf x
h→

+ −
=  
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3.4 FORMA ALTERNATIVA 
 
 Presentaremos ahora una forma un tanto diferente para la derivada, que para 
algunos casos resulta muy útil. 
 

En la expresión para la derivada, haciendo cambio de variable: 0h x x= −   
 

       0

0

0 0 0 0 0
0 0

0

0

0

( ) ( ) ( ) ( )´( ) lím lím

( ) ( )lím

h x x

x x

f x h f x f x x x f xf x
h x x

f x f x
x x

→ →

→

+ − + − −
= =

−

−
=

−

 

 
  Lo anterior lo podemos observar de la pendiente de la recta tangente, Fig. 3.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La pendiente de la recta secante entre los puntos ( ))(, 00 xfx  y ( ))(, xfx  sería: 

0
sec

0

( ) ( )f x f xm
x x
−

=
−

. Entonces la pendiente de la recta tangente estaría dada 

por:  
    

             
0

0
tg

0

( ) ( )lím
x x

f x f xm
x x→

−
=

−
 

x

y

x

( )0f x

( )y f x=

0x

( )f x

0x x−

( ) ( )0f x f x−

 
 Fig. 3.3 
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Ejemplo 1 
Empleando la definición, hallar la derivada ( ) 2 1f x x= +   
SOLUCIÓN: 
 

                              

( ) [ ]
0

0

0

0

0

( ) ( )(́ ) lím

2 1 2 1
lím

2 2 1 2 1lím

2lím

lím 2

(́ ) 2

h

h

h

h

h

f x h f xf x
h

x h x
h

x h x
h

h
h

f x

→

→

→

→

→

+ −
=

+ + − +⎡ ⎤⎣ ⎦=

+ + − −
=

=

=

=

  

 
 Empleando la forma alternativa: 

                                          

( ) ( )

( )
( )

0

0

0

0

0

0

0
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

( ) ( )
(́ ) lím

2 1 2 1
lím

2 1 2 1
lím

2 2
lím

2
lím

lím 2

(́ ) 2

x x

x x

x x

x x

x x

x x

f x f x
f x

x x
x x

x x
x x

x x
x x
x x
x x

x x

f x

→

→

→

→

→

→

−
=

−

+ − +
=

−

+ − −
=

−
−

=
−

−
=

−

=

=

 

 
 
Ejemplo. 2 

Empleando la definición, hallar la derivada 2( )f x x=   
SOLUCIÓN: 
 

                              

( )

( )

( )
xxf

hx
h

hxh
h

xhxhx
h

xhx
h

xfhxfxf

h

h

h

h

h

2)´(

2lím

2lím

2lím

lím

)()(lím)´(

0

0

222

0

22

0

0

=

+=

+
=

−++
=

−+
=

−+
=

→

→

→

→

→
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 Empleando la forma alternativa: 

                               ( )( )

( )

0

0

0

0

0
0

0

2 2
0

0

0 0

0

0

0 0

0 0

( ) ( )
(́ ) lím

lím

lím

lím

(́ ) 2

x x

x x

x x

x x

f x f x
f x

x x

x x
x x

x x x x
x x

x x

x x
f x x

→

→

→

→

−
=

−

−
=

−

− +
=

−

= +

= +
=

 

 
 

 
Ejercicios propuestos 3.1 

1.  Sea ( ) 2 2 1f x x x= − + . 

 a) Calcule el valor de 
(2.5) (2)

0.5
f f−  

 b) Calcule el valor de 
(2.3) (2)

0.3
f f−  

 c) Calcule el valor de 
(2.1) (2)

0.1
f f−  

 d) Calcule el valor de ( )´ 2f . Explique por qué los valores anteriores son aproximados a este resultado.  

 
2. Hallar (́3)f , considerando la gráfica: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
3. Empleando la definición, determine la derivada de: 
   a)  ( ) 3 2f x x= +   d) 2( ) 2 1f x x x= − + −    

   b) ( ) 2 1f x x= − +   e) 3( ) 2f x x=  

   c) 2( ) 2 3f x x x= + −  f) 
23

1)(
+

=
x

xf    

 
 
 

 

( )y f x=
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3.5 DIFERENCIABILIDAD  
 
 Se tratará ahora de especificar las condiciones para que la derivada de una 
función de una variable real exista, lo cual dará paso a decir que la función será 
derivable o diferenciable en un punto. La diferenciabilidad es equivalente a 
derivabilidad para funciones de una variable real.  
 

3.5.1 TEOREMA DE DERIVABILIDAD. 
  

Si f  es diferenciable en " 0x ", es decir  
)´( 0xf  existe, entonces f  es continua en 

" 0x " 
  
 
 

Demostración. 
Expresemos lo siguiente: 
                                     )()()()( 00 xfxfxfxf +−=  
Agrupando los dos primeros términos, dividiéndolo y multiplicándolo por ( )0xx − , suponga 0x x≠ , 
tenemos:  

                                       ( ) )(
)()(

)( 00
0

0 xfxx
xx

xfxf
xf +−

−
−

=   

Ahora, tomando límite a todos los miembros de la ecuación, resulta:  

( ) )(
)()(

)( 00
0

0

0000

xflímxxlím
xx

xfxf
límxflím

xxxxxxxx →→→→
+−

−
−

=  

La expresión 
0

0 )()(
0 xx

xfxf
lím

xx −
−

→
 es igual )´( 0xf  , debido a que de hipótesis se dice que f es 

derivable en 0x . Entonces: 

                          

( )

[ ]

)()(
)(0

)(0)´(

)(
)()(

)(

0

0

00

)(

tan

0

0

0

)´(

0

0

0

0

00

0

00

xfxflím
xf

xfxf

xflímxxlím
xx

xfxf
límxflím

xx

xf

tecons

xxxx

xf

xxxx

=
+=

+=

+−
−
−

=

→

→→→→

 

Por tanto, la última expresión indica que  f  es continua en " 0x ".   L.Q.Q.D. 
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Al analizar el teorema, se concluye que si una función es discontinua en 
" 0x " entonces no es diferenciable en " 0x ". 

 
También debe entenderse que no toda función continua es diferenciable. 

 
Ejemplo 

Hallar )1´(f  para 1)( −= xxf  
SOLUCIÓN: 
 
Empleando la forma alternativa de la derivada:  

1
1

lím

1
01

lím

1
)1()(lím)1´(

1

1

1

−

−
=

−

−−
=

−
−

=

→

→

→

x
x

x
x

x
fxff

x

x

x

 

 
El último límite se lo obtiene aplicando límites laterales, es decir: 

1. 11lím
1
1lím

11
==

−
−

++ →→ xx x
x        

2. ( ) ( ) 11
1
1

11
−=−=

−
−−

−− →→ xx
lím

x
xlím    

Como los límites laterales son diferentes, entonces 
1
1

lím)1´(
1 −

−
=

→ x
x

f
x

 no existe. 

 
Observando la gráfica de 1−= xy , Fig. 3.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Notamos que se puedan trazar rectas tangentes de diferentes pendientes a la derecha y a la izquierda de 

1=x , en este caso se dice que la gráfica de la función no es suave en 1=x . Esta función aunque es 
continua en 1=x , sin embargo no es diferenciable en ese punto; por tanto la continuidad no implica 
diferenciabilidad. 

 
 
 
 
 
 

 Fig. 3.4 
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3.5.2 DERIVADAS LATERALES.  
 
Por lo anterior, como la derivada es un límite, podemos definirla 

unilateralmente. 
 
3.5.2.1 Derivada por derecha 

 

La derivada por derecha  del punto " 0x " 

de una función f  se define como:  

h
xfhxfxf

h

)()(lím)´( 00

00

−+
=

+→

+   o por la forma 

alternativa: 
0

0
0

)()(lím)´(
0 xx

xfxfxf
xx −

−
=

+→

+  

 
 

3.5.2.2 Derivada por izquierda. 
 

La derivada por izquierda  del punto " 0x " 

de una función f  se define como: 

h
xfhxfxf

h

)()(lím)´( 00

00

−+
=

−→

−    o por la forma 

alternativa: 
0

0
0

)()(lím)´(
0 xx

xfxfxf
xx −

−
=

−→

−  

 
Por tanto, para que )´( 0xf  exista, se requiere que las derivadas laterales 

existan y sean iguales. Es decir, si )´()´( 00
−+ ≠ xfxf , se dice que f  no es 

derivable en " 0x " y su gráfica no será suave en ese punto. 
 

Ejemplo 

Hallar )2´(f  para 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−

<−
=

2;1

2;12
)( 2 xx

xx
xf  

SOLUCIÓN: 
Primero veamos si que es continua en 2=x . 
Como ( ) 312

2
=−

−→
xlim

x
   y  ( ) 312

2
=−

+→
xlim

x
  entonces f  si es continua en 2=x - 

 
Segundo. Para hallar )2´(f  debemos hallar las derivadas laterales debido a que f  tiene diferente definición 
a la izquierda y la derecha de 2=x . 
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( ) ( )( ) ( ) 2

2
22lim

2
42lim

2
12212lim)2´(

222
=

−
−

=
−
−

=
−

−−−
=

−−− →→→

−

x
x

x
x

x
xf

xxx
 

         
( ) ( ) ( )( ) 4

2
22lim

2
4lim

2
121lim)2´(

2

2

2

22

2
=

−
−+

=
−
−

=
−

−−−
=

+++ →→→

+

x
xx

x
x

x
xf

xxx
 

Por tanto, Como ( )+− ≠ 2´)2´( ff  entonces )2´(f  no existe 

 
Veamos ahora, un ejemplo de una función que aunque es continua y suave, en 

un punto, sin embargo no es diferenciable en ese punto. 
 

Ejemplo 

Sea 3)( xxf =    hallar )0´(f  
SOLUCIÓN: 
Empleando la forma alternativa: 

  

( )existenof
x

x
x

x
fxff

x

x

x

∞=

=

−
=

−
−

=

→

→

→

)0´(

1lím

0lím

0
)0()(lím)0´(

3
20

3

0

0

 

 
Lo que ocurre es que la recta tangente, en 0=x , es vertical (pendiente infinita); observe su gráfica. Fig 3.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

Por tanto, si una función es diferenciable  
en un punto " 0x " ocurren tres cosas: 
1. Es continua en ese punto 
2. Es suave en ese punto 
3. La recta tangente no es vertical en  

ese punto 

Fig. 3.5 
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Un problema de diseño 

 
Ejemplo 

Sea: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥

<+
=

2;

2;
)( 2 xx

xbmx
xf    Determine "m" y "b" para que f  sea diferenciable en todo su dominio. 

SOLUCIÓN: 
Debemos considerar que para que la función sea diferenciable en todo su dominio  tiene que ser continua y en 
todo punto su gráfica debe ser suave. Observando la regla de correspondencia que define a f , notamos que 
debemos centrarnos en dos cosas: 
1. f  debe ser continua en 2=x , es decir: 

                                           
( ) ( ) ( )2

2 2
lím 2 lím

2 4
x x

mx b f x

m b
− +→ →

+ = =

+ =
 

 
2.  f  debe ser suave en 2=x , es decir: )2´()2´( −+ = ff  

   ( )( ) ( ) 42
2

22
2
4

2
)2()()2´(

22

2

22
=+=

−
+−

=
−
−

=
−
−

=
++++ →→→→

+ xlím
x

xxlím
x
xlím

x
fxflímf

xxxx
 

   ( ) ( ) ( ) m
x
xmlím

x
bmbmxlím

x
bmbmxlím

x
fxflímf

xxxx
=

−
−

=
−

−−+
=

−
+−+

=
−
−

=
−−−− →→→→

−
2
2

2
2

2
2

2
)2()()2´(

2222
 

Por tanto 4=m   y  al reemplazar en la primera ecuación 4)4(2 =+ b  tenemos 4−=b  

 
 

Ejercicios Propuestos 3.2 

1. Hallar (́1)f  para 2

2 1; 1
( )

2 ; 1
x x

f x
x x
+ <⎧

= ⎨
+ ≥⎩

 

2. Hallar )3´(f  para 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥+−
<+−

=
3;176
3;10)(

2

xx
xxxf  

3. Hallar )2´(−f  para 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−≥−

−<+
=

2;7

2;12
)( 2 xx

xx
xf  

4. Sea la función f definida por 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+
≤+=

2;
2;2)(

2

xbax
xxxxf  . 

     Determine, si es posible, los valores de a y b para que f  sea derivable en 2=x  

5. Sea la función f definida por 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+−

≤+
=

1;23

1;3
)( 2 xbxax

xbax
xf  

     Determine los valores para " a "  y  " b " para f  que  sea derivable en todo su dominio. 

6. Sea la función f definida por  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤++
=

1;1
1;

)(

2

x
x

xcbxax
xf .  

       Determine " a ", " b " y " c " para que )1´(f  exista. 
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3.6 DERIVACIÓN 
 
El proceso de encontrar la derivada de una función puede presentarse 

complicado si se lo hace aplicando la definición. Para hacer no tan engorroso este 
trabajo se dispone de técnicas y reglas. 

 
3.6.1 FÓRMULAS DE DERIVACIÓN. 
 
Para ciertas funciones definidas de manera simple se pueden emplear las 

fórmulas siguientes: 
 

1.    RkkDx ∈∀= ;0)(  
2.    1)( =xDx  
3.    ( )1)( −= nn

x xnxD  
4.    xx

x eeD =)(  
5.    aaaD xx

x ln)( =  
6.    

x
xDx

1)(ln =  

7.    
ax

xD ax ln
1)(log =  

8.    xxDx cos)(sen =  
9.    xxDx sen)(cos −=  
10.  2(tan ) secxD x x=  
11.  2(cot ) cscxD x x= −  
12.  (sec ) sec tanxD x x x=  
13.  (csc ) csc cotxD x x x= −  

 
 
Demostraciones: 
Las Demostraciones de algunas de las fórmulas anotadas serían: 
 

1. Sea ( )f x k= . Hallaremos su derivada empleando la definición: 
0

( ) ( )(́ ) lím
h

f x h f xf x
h→

+ −
=  

               00límlím)(
00

==
−

=
→→ hh

kkkD
hh

x  (La derivada  de una constante es cero) 
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2. Sea ( )f x x=  entonces: ( )
0 0

( ) lím lím 1x h h

x h x hD x
h h→ →

+ −
= = =  

 

3. Sea ( ) nf x x=  entonces: ( )
0

( ) lím
n n

n
x h

x h x
D x

h→

+ −
= . Consideraremos n∈ .  Desarrollando el 

binomio y simplificando: 

                  

( )
( )

( )

( )

( )

11 2 2 1
2

0 0

11 2 2 1
2

0

11 2 2 1
2

0

11 2 2
20 0 00

...
( ) lím lím

...
lím

...
lím

lím ...

n nn n n n n nn n
n

x h h

n nn n n n

h

n nn n n n

h

n nn n n

h

x nx h x h nxh h xx h x
D x

h h
nx h x h nxh h

h
h nx x h nxh h

h

nx x h nxh

−− − −

→ →

−− − −

→

−− − − −

→

−− − −

→

⎡ ⎤+ + + + + −+ − ⎣ ⎦= =

+ + + +
=

⎡ ⎤/ + + + +⎣ ⎦=
/

= + + +

( )

1

0

1( )

n

n n
x

h

D x n x

−

−

⎡ ⎤
⎢ ⎥+
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

 

 
4. Sea ( ) xf x e=  entonces: 

         
( ) ( )

0 0 0 0

1

1 1
( ) lím lím lím lím

x h hx h x x h x
x x x

x h h h h

e e ee e e e eD e e e
h h h h

+

→ → → →

− −− −
= = = = =  

 
6. Sea ( ) lnf x x=  entonces: 

              

( )

x
xD

e
x
h

x
h

h
x
h

h
x

hx

h
xhxxD

x

x
h

h

hhhh
x

x

x
h

1)(ln

ln1límln

1lnlím
1ln

lím
ln

límlnlnlím)(ln

1
1

0

1

0000
1

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=
−+

=

→

→→→→

 

8. Sea ( )f x sen x=  entonces: 

   

[ ]

( ) ( )
xxD

xx
h

x
h

x

h
x

h
x

h
xx

h
xxx

h
xhxxD

x

hh

hhh

hh
x

cos)(sen

)1(cos)0(sensenhlímcos)1(coshlímsen

cossenhlím)1(coshsenlímcossenh)1(coshsenlím

sencossenhcoshsenlímsen)sen(lím)(sen

00

000

00

=

+=+
−

=

+
−

=
+−

=

−+
=

−+
=

→→

→→→

→→

 

 
 
 

La demostración del resto de estas fórmulas se la dejamos para el lector. 
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Ejemplo 1 

 Si ( ) 4f x =  entonces ( )´ 0f x =  (FORMULA 1) 

 
Ejemplo 2 

 Si ( ) 2f x x=  entonces ( ) 2 1´ 2 2f x x x−= =  (FORMULA 3) 

  
 

Ejemplo 3 

 Si ( ) ( )
1

2f x x x= =  entonces ( ) ( )
1
2 11

2
1´

2
f x x

x
−= = (FORMULA 3) 

  
        Ejemplo 4 

Hallar la ecuación de la recta tangente a ( ) 3f x x=  en 1x =  
SOLUCIÓN: 
Observe la Fig. 3.6 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
La ecuación de una recta definida por un punto y su pendiente está dada por:  

( )00 xxmyy −=−  
 El punto sería:  

0 1x =         y          ( )3
0 0( ) 1 1y f x= = =  

 La pendiente sería:   
                                    2

0 1
(́ ) (́1) 3 3tg x

m f x f x
=

= = = =   

  
Por tanto, la ecuación de la recta tangente sería: 1 3( 1)y x− = −  

 
Obviamente las reglas de correspondencia de las funciones no aparecen 

comúnmente en forma simple, por tanto habrá que considerar reglas para estos 
casos. 

( ) 3f x x=
Recta tangente

Fig. 3.6 
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3.6.2 REGLAS DE DERIVACIÓN 
 

Sean f  y g  funciones diferenciables y k  una 
constante, entonces: 
1. ( ( )) (́ )d kf x kf x

dx
=  (Múltiplo constante) 

2. ( ( ) ( )) (́ ) (́ )d f x g x f x g x
dx

+ = +  (Suma) 

3. ( ( ) ( )) (́ ) (́ )d f x g x f x g x
dx

− = −  (Resta) 

4. ( ( ) ( )) ´( ) ( ) ( ) (́ )d f x g x f x g x f x g x
dx

= +  (Producto) 

5. 
[ ]2

( ) (́ ) ( ) ( ) ´( )
( ) ( )

d f x f x g x f x g x
dx g x g x

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
  (Cociente) 

 
      Demostración 

La justificación de las dos primeras de estas reglas sería: 
 1. 

             
[ ]

0

0

0

( ) ( )( ( )) lím

( ) ( )
lím

( ) ( )lím

(́ )

h

h

h

d kf x h kf xkf x
dx h

k f x h f x
h

f x h f xk
h

kf x

→

→

→

+ −
=

+ −
=

+ −
=

=

 

2.  

    

[ ] [ ]

[ ] [ ]

[ ] [ ]

0

0

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( )) lím

( ) ( ) ( ) ( )
lím

( ) ( ) ( ) ( )
lím lím

(́ ) (́ )

h

h

h h

f x h g x h f x g xd f x g x
dx h

f x h f x g x h g x
h

f x h f x g x h g x
h h

f x g x

→

→

→ →

+ + + − +
+ =

+ − + + −
=

+ − + −
= +

= +

 

3. 

        [ ] [ ]
0

( ) ( ) ( ) ( )
( ( ) ( )) lím

h

f x h g x h f x g xd f x g x
dx h→

+ + −
=  

Al numerador le sumamos y restamos ( ) ( )f x g x h+  

               ( ) ( ) ( ) ( )
0

( ) ( ) ( ) ( )
lím
h

f x h g x h f x g x f x g x h f x g x h
h→

+ + − − + + +  
Agrupando y aplicando propiedades de los límites: 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )

0

0

0 0

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
lím

( ) ( ) ( )
lím

( ) ( )
lím ( ) lim

( ) ( )
lím lim ( ) lim

´

h

h

h h

h h h

f x h g x h f x g x h f x g x h f x g x
h

f x h f x g x h g x h g x f x
h

f x h f x g x h g x
g x h f x

h h
f x h f x g x h g x

g x h f x
h h

f x g

→

→

→ →

→ → →

+ + − + + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ − + + + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ +

+ − + −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ +

( ) ( ) ( )´x f x g x+⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
La demostración del resto de estas reglas se la dejamos para el lector. 
 
Con lo anterior ya podemos obtener derivadas de funciones con reglas de 

correspondencias un tanto más complejas en su forma. 
 
 

Ejemplo 1 (derivada del múltiplo constante) 

 Si ( ) 1
3

3

4 4f x x
x

−= =   entonces ( ) ( ) ( )11 4
3 3 311

3
4´ 4 4
3

df x x x x
dx

− −− −= = − = −  

  
 
 
Ejemplo 2 (Derivada de suma y resta) 

 Si ( ) 24 3f x x
x

= − +  entonces 

                               ( ) ( ) ( ) ( )1 21´ 4 2 3 4 2 0
2

d d df x x x x
dx dx dx x

− −⎛ ⎞
= − + = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

 
Ejemplo 3 (Derivada del producto) 

 Si ( ) xf x xe=  entonces ( ) ( ) ( ) ( )´ 1 1x x x x xd df x x e x e e xe e x
dx dx
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + = + = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 
 
Ejemplo 4 (Derivada del producto) 

 Si ( ) ( ) ( )2 32 1f x x x= + +  entonces: 

                                    

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

2 3 2 3

3 2 2

4 4 2

4 2

´ 2 1 2 1

2 0 1 2 3 0

2 2 3 6
5 6 2

d df x x x x x
dx dx

x x x x

x x x x
x x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= + + + + +

= + + +

= + +
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Para el caso del producto de tres funciones, la regla sería: 
                      

             [ ]( ) ( ) ( ) ´( ) ( ) ( ) ( ) ´( ) ( ) ( ) ( ) (́ )d f x g x h x f x g x h x f x g x h x f x g x h x
dx

= + +  

 
¡Generalícela! 
 

Ejemplo 5 (Derivada del producto) 

Si   ( ) lnxf x e senx x=      entonces              

                       
( )´ ln ln ln

1ln cos ln

x x x

x x x

d d df x e senx x e senx x e senx x
dx dx dx

e senx x e x x e senx
x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎛ ⎞= + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
Ejemplo 6 (Derivada de cociente) 

Si ( )
2

3

2
1

xf x
x
+

=
+

 entonces                 

          
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

( )

( ) ( )

2 3 2 3
3 2 2

2 23 3

4 4 2 4 2

2 23 3

2 1 2 1 2 1 2 3
´

1 1

2 2 3 6 6 2

1 1

d dx x x x x x x xdx dxf x
x x

x x x x x x x

x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦= =
+ +

+ − − − − +
= =

+ +

 

  
 
  
Con lo anterior, podemos resolver otros tipos problemas. 
 
 

Ejemplo 7 

Determine ( ),0f ′ si ( ) ( )( ) ( )1 2 ... 100f x x x x x= + + + . 

SOLUCIÓN: 
La derivada de f  sería  

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )´ 1 1 2 100 1 2 100 1 1 ... 100f x x x x x x x x x x= ⎡ + + + ⎤ + ⎡ + + ⎤ + ⎡ + + ⎤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ Ahor
a evaluamos la derivada en cero: 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
0 0

´ 0 1 0 1 0 2 0 100 0 1 0 2 0 100 0 0 1 1 ... 0 100

´ 0 1 2 100 100!

f

f

= ⎡ + + + ⎤ + ⎡ + + ⎤ + ⎡ + + ⎤ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

= =
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Ejemplo 8 

Encuentre las ecuaciones de las rectas que contienen al punto ( )2, 5− −  y que son tangentes 
a la curva definida por la ecuación 2 4y x x= + . 

SOLUCIÓN: 
Primeramente grafiquemos la curva y el punto. Fig. 3.7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Note que el punto ( )2, 5− −  no pertenece a la curva.  Buscaremos ahora el punto de tangencia (observe que 
hay dos). 

La pendiente de la recta tangente es la derivada  f  evaluada en 0x x= , es decir  

                                 ( )
0

0 0´ 2 4 2 4tg x x
m f x x x

=
= = + = +  

La  pendiente de esta recta también se la puede calcular por los puntos ( )2, 5− − y ( )0 0,x y , es decir: 

                              
( )
( )

0 0

0 0

5 5
2 2tg

y y
m

x x
− − +

= =
− − +

 

El punto ( )0 0,x y  pertenece a la curva, por tanto debe satisfacer su ecuación; es decir: 2
0 0 04y x x= + . Al 

reemplazar  en la ecuación anterior, se obtiene: 

                                             
2

0 0 0

0 0

5 4 5
2 2tg

y x x
m

x x
+ + +

= =
+ +

 

Ahora igualamos las pendientes y encontramos 0x : 

                                             

( )( )

2
0 0

0
0

2 2
0 0 0 0

2
0 0

0 0

0 0

4 5
2 4

2

2 8 8 4 5

4 3 0
3 1 0

3 1

x x
x

x

x x x x

x x
x x

x x

+ +
+ =

+

+ + = + +

+ + =

+ + =

= − ∨ = −

 

( )2, 5− −

( )0 0,x y( )0 0,x y

( ) 2 4f x x x= +

Fig. 3.7 
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Estos valores los reemplazamos en  2
0 0 04y x x= + , y obtenemos los respectivos 0y : 

                                 ( ) ( )2
0 3 4 3 9 12 3y = − + − = − = −  

                                           ( ) ( )2
0 1 4 1 1 4 3y = − + − = − = −  

Por tanto, los puntos de tangencia son ( )3, 3− −  y ( )1, 3− − . 

Las respectivas pendientes serían: 

                                             
( )
( )

2 3 4 2

2 1 4 2
tg

tg

m

m

= − + = −

= − + = +
 

Finalmente las ecuaciones de las rectas tangentes serían: 

             

( ) ( )( )
( )

3 2 3

3 2 3

2 9

y x

y x

y x

− − = − − −

+ = − +

= − −

   y  

( ) ( )( )
( )

3 2 1

3 2 1

2 1

y x

y x

y x

− − = − −

+ = +

= −

 

 

 

Ejemplo 9 

Si f , g  y h  son funciones tales que ( ) ( )( )
2 ( ) 3 ( )

f x g xh x
f x g x

=
+

, (1) 3f = , (1) 3g = − , 

(́1) 2f = − , (́1) 1g = . Determine (́1)h .  

Solución: 
La derivada de h  sería: 

               [ ][ ] [ ]
[ ]

[ ][ ] [ ]
[ ]

2

2

( ) ( )´( )
2 ( ) 3 ( )

( ) ( ) 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 3 ( )

2 ( ) 3 ( )

(́ ) ( ) ( ) (́ ) 2 ( ) 3 ( ) ( ) ( ) 2 ´( ) 3 (́ )

2 ( ) 3 ( )

x

x x

f x g xh x D
f x g x

D f x g x f x g x f x g x D f x g x

f x g x

f x g x f x g x f x g x f x g x f x g x

f x g x

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥+⎣ ⎦

+ − +
=

+

+ + − +
=

+

 

Ahora evaluando en 1: 

             

[ ][ ] [ ]
[ ]

[ ][ ] [ ]
[ ]

[ ][ ] [ ]
[ ]

[ ][ ] [ ]
[ ]

2

2

2

2

´(1) (1) (1) (́1) 2 (1) 3 (1) (1) (1) 2 ´(1) 3 (́1)
´(1)

2 (1) 3 (1)

( 2)( 3) (3)(1) 2(3) 3( 3) (3)( 3) 2( 2) 3(1)

2(3) 3( 3)

6 3 6 9 9 4 3

6 9

9 3 9 1

3
36
9

´(1) 4

f g f g f g f g f g
h

f g

h

+ + − +
=

+

− − + + − − − − +
=

+ −

+ − + − +
=

−

− + −
=

−

−
=

= −
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Ejemplo 10 

Demuestre que las gráficas de ( ) 2f x senx=  y ( ) 2 cosg x x=  se intersecan en ángulo 
recto en cierto punto tal que 20 π≤≤ x  
SOLUCIÓN: 
La intersección se obtiene igualando las ecuaciones, es decir:  xx cos2sen2 = , de aquí se obtiene 

1tg =x ,  lo cual quiere decir que 4
π=x  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Si las curvas se intersecan en ángulo recto quiere decir que las rectas tangentes en el punto de intersección son 
perpendiculares, es decir 121 −=mm  . Fig. 3.8 

Si ( ) 2 senf x x= , entonces ( )´ 2 cosf x x=  que en el punto tenemos: 

                                  1
2
22cos2 41 =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== πm  

Si ( ) 2 cosg x x= , entonces ( )´ 2 seng x x= −  que en el punto tenemos: 

                                   1
2
22sen2 42 −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=−= πm  

Por tanto: ( )( ) 11121 −=−=mm   L.Q.Q.D. 

 
 
Ejercicios Propuestos 3.3 

1. Calcular las derivadas de las funciones cuyas reglas de correspondencia son: 

a) ( ) 34 2ln 3 xf x x x e= + −  

b) ( ) ( )( )3 22 1f x x x= + +  

c) ( ) ( )( )cosf x x senx x x= − +  

d) ( )
2 1xf x

x senx
+

=  

e) ( )
1

xxef x
senx

=
+

 

f)         ( ) 21 ln
2

xf x x e x=  

 

 
2. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación ( ) 2 2 2f x x x= + +  en el 

punto ( )1,5 . 

3. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función con regla de correspondencia 
( ) 23 4f x x= +  y que sea paralela a la recta 3 2 0x y+ + = .  

Fig. 3.8 
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4. Encuentre las ecuaciones de las rectas que contienen al punto ( )2,5  y que son tangentes a la curva definida 

por la ecuación 24y x x= − . 

5. Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la función f definida por 3 2( ) 2 3 24f x x x x= + −  y 
que son paralelas a la recta cuya ecuación es 0712 =+− yx . 

6. Una partícula se desplaza de izquierda a derecha siguiendo una trayectoria definida por la ecuación 2y x= . 
Determine el punto de la trayectoria para que la partícula se desplace ahora por la tangente de la trayectoria en 
ese punto y logre alcanzar el punto (4,15). 

7. Una partícula se desplaza de izquierda a derecha siguiendo una trayectoria definida por la ecuación 
27 xy −= .  Un observador se encuentra el punto (4,0). Encuentre la distancia cuando la persona observa la 

partícula por primera vez. 

8.  Determine ( ),0f ′ si ( ) ( )( ) ( )50...21 −−−= xxxxxf  

9. Si f , g  y h son funciones tales que 
)(4)(3

)()()(
xgxf

xgxfxh
−

= , 2)3( =f , 2)3( −=g , 1)3´( −=f , 

2)3´( =g . Determine )3´(h .  

 
Para funciones compuestas disponemos de la regla de la cadena. 

 
 
3.6.2.1 Regla de la Cadena 
 

Sea ( )y f u=  y ( )u g x= . Si g  es 
diferenciable en " 0x " y f  diferenciable 
en " ( )0g x " entonces la función 
compuesta ( )( ) ( )( )f g x f g x=  es 
diferenciable en "

0
x " y  

       ( ) [ ]
0

0 0( )( ( ) (́ ) (́ )
x x

g x
d f g x f g x
dx =

=  

O lo que es lo mismo    

                    
( )u g x

dy dy du
dx du dx =

=  

 
Ejemplo 1 

Si ( )202 2+= xy  entonces haciendo 2)( 2 +== xxgu  tenemos ( ) 20uufy ==   de donde 

1920u
du
dy

=  y x
dx
du 2= .  
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Por tanto ( )( )xu
dx
du

du
dy

dx
dy 220 19==  que al reemplazar " u " resulta 

                 ( )( )( ) ( )192192 2402220 +=+= xxxx
dx
dy

 

 
 
El ejemplo anterior fue resuelto con un enfoque de cambio de variable para 

observar la regla de cadena. Pero en la práctica esto no es necesario, la regla de 
la cadena puede ser aplicada de manera rápida. 

 
 

Ejemplo 2 

Si ( )
u

xxseny 33 −=  entonces ( ) ( ) ( )[ ][ ]333cos3´ 233 −−=−= xxxxxDsenuDy xu  

 
 

Ejemplo 3 

Si 
30

2

23

1
3

u

x
xxxy
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−

++
=  entonces  

                   ( )( ) ( ) ( )
( )

293 2 3 2

2 2

29 2 2 3 23 2

2 22

3 3´ 30
1 1

3 6 1 1 3 2330
1 1

x
x x x x x xy D

x x

x x x x x x xx x x
x x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + +
= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− −⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ + − − + +⎡ ⎤+ + ⎢ ⎥= ⎢ ⎥ ⎢ ⎥−⎣ ⎦ −⎣ ⎦

 

 
 

Para el caso de funciones de la forma ( )( ( )y f g h x=   haciendo que 

( )v h x=   tenemos ( )( )y f g v=  y ahora haciendo que ( )u g v=  tenemos 

( )y f u=  ; entonces 
dy dy du dv
dx du dv dx

= .  

 
O más simplemente ( ) [ ][ ]´ ´ ( ( )) (́ ( )) (́ )y f g h x g h x h x= ⎡ ⎤⎣ ⎦  

 
 
 

Ejemplo 4 

Si ( ) ( )
4

224 3cos3cos

u

v

xxy
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
==  entonces: 
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( )[ ] ( )[ ]
( )[ ] ( )[ ] ( )
( )[ ] ( )[ ][ ]xxx

xDxx

xDxy

x

x

63sen3cos4

33sen3cos4

3cos3cos4´

232

2232

232

−=

−=

=

 

 
Ahora analicemos los siguientes ejercicios resueltos: 

 
Ejercicio Resuelto 1 

Si ( ) 42 =f , ( ) 64´ =f , ( ) 22´ −=f  hallar: 

 a) [ ]3)(xf
dx
d

 en 2=x    b) ( ) )2´(ff  

 
SOLUCIÓN: 

 a) [ ] [ ] )´()(3)( 23 xfxfxf
dx
d

=   que en 2=x  sería: 

    [ ] ( ) ( ) 96243)2´()2(3 22 −=−=ff  
 

 b) ( ) [ ] [ ] [ ][ ] 12)2)(6()2´()4´()2´())2((́´)2(()2´(
4

−=−==
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
== fffffffff  

 
 
Ejercicio Resuelto 2 

Si 
h

gfH =  y además: ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 32;53;22;23;32;12 −=′=′−=′==−= gfhfgh ; determine  

( )2H ′ . 
SOLUCIÓN: 

Como 
h

gfxH =)( entonces: 

                  

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]2

2

)(
)´())(()()´())(´(

)(

)´())(()())((
)(
))(()´(

xh
xhxgfxhxgxgf

xh

xhxgfxhxgfD
xh
xgfDxH x

x

−
=

−
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

 

que en 2=x  sería: 

                   
[ ]

[ ] [ ]

19)2´(
1

)2)(2()1)(3)(5(
)1(

)2()3()1)(3()3´(
)2(

)2´())2(()2()2´())2((́

)2´(

2

2

3

=

−−−−
=

−

−−−−
=

−
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

=

H

ff
h

hgfhggf

H
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Ejercicio Resuelto 3 
Demuestre que la derivada de una función par es una función impar 
SOLUCIÓN: 

Sea f  una función par, entonces se cumple que )()( xfxf =− . Ahora tomando derivada a ambos 

miembros de la igualdad tenemos: 

[ ] [ ]
[ ]( )

)´()´(
)´()´(
)´(1)´(

)()(

xfxf
xfxf
xfxf

xfDxfD xx

−=−
=−−
=−−
=−

 

La última igualdad nos indica que ´f  es una función impar. L.Q.Q.D 

 
 

Finalmente las fórmulas de derivadas para funciones compuestas quedarían: 
 

Sea )(xuu = , entonces: 
1.    ( ) ´)( 1 uunuD nn

x
−=  

2.    ´)( ueeD uu
x =  

3.    ( ) ´ln)( uaaaD uu
x =  

4.    ´1)(ln u
u

uDx =  

5.    ´
ln
1)(log u

au
uD ax =  

6.    ( ) ´cos)(sen uuuDx =  
7.    ( ) ´sen)(cos uuuDx −=  
8.    ( )2(tan ) sec ´xD u u u=  
9.    ( )2(cot ) csc ´xD u u u= −  
10.  ( )(sec ) sec tan ´xD u u u u=  
11.  ( )(csc ) csc cot ´xD u u u u= −  
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Ejercicios Propuestos 3.4 

1. Calcular las derivadas de las funciones cuyas reglas de correspondencia son: 

a) ( ) 2 2 2f x x x= − +  

b) ( ) 1
2 3

f x
x

=
−

 

c) ( )
x x

x x

e ef x
e e

−

−

−
=

+
 

d) ( )
2

2

1
1

xf x
x
−

=
+

 

e) ( )
3

cos2
senxf x

x
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

f) ( ) ( )2ln ln 1f x x⎡ ⎤= +⎣ ⎦  

g) ( )
2

2 2

1 1ln
4 4 4

xf x
x x

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

 
 
2. Si  { }IervalounenderivablefunciónunaesffV int/= .  Demuestre que:  

        [ ])(')(')()( xfxfxfxfVf =−⇒−=−∈∀ (La derivada de una función impar es una función par) 

3. Hallar ( ) ( )xgf ′ , si ( ) 2ueuf =    y    ( ) ( )4 2 2cos1 xxgu +==  

4. Sean  f, g y h  funciones diferenciales para todo IRx∈ , tales que:  

                 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2,,53,33,12,32,2,2 −=′=−=′=−=′=−=′= afaafffhhagag . 

  4)´(,)( == ahaah   

         En ax =  determine el valor de:  

 a) ( )́fg   b) ( )́hg   c) ( )́gh    

 d) ( )́ghf   e) 
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
fg

ghghf
 

5. Sea 0)0( =f  y 2)0(' =f , encuentre la derivada de ))))(((( xffff  en 0=x . 

6. Suponga que f  es derivable y que existen 2 puntos 1x  y 2x tales que 21)( xxf =  y 12)( xxf = . Sea 

( ) ( )( )( )( )xffffxg =  pruebe que )(')(' 21 xgxg =  

7. Pruebe que si un polinomio )(xp es divisible entre ( )2bax +  entonces )(' xp es divisible entre ( )bax + . 

       Sugerencia: Escriba  el polinomio de la forma ( ) ( ) ( )2p x c x ax b= +⎡ ⎤⎣ ⎦  y derívelo. 
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3.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 
La derivada es una función por tanto se podría obtener también la derivada de 

esta función y así sucesivamente. Es decir: 
 

Sea ( )y f x=  una función " n " veces 
derivable, entonces: 

La primera derivada es: 

              
h

xfhxfyD
dx
dyxfy

hx
)()(lím)´(´

0

−+
====

→
 

La segunda derivada es: 

     ( )
h

xfhxfyD
dx

ydxfyyD
hxx

)´()´(lím)´´(´´´
0

2
2

2 −+
=====

→
 

La tercera derivada es:  

 ( )
h

xfhxfyD
dx

ydxfyyD
hxx

)´´()´´(lím)´´´(´´´´´
0

3
3

3 −+
=====

→
 

En fin, La n ésima−  derivada es: 

        
h

xfhxfyD
dx

ydxfy
nn

h

n
xn

n
nn )()(lím)(

11

0

−−

→

−+
====  

 

Ejemplo 1 

Hallar ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− x
Dn

x 21
1  

SOLUCIÓN: 

Aquí tenemos: ( ) 121
21

1 −−=
−

= x
x

y .  

Obteniendo derivadas hasta poder generalizarla, resulta: 

         

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( ) 454535

343424

23233

1222

221!42214322)2(21)4)(32(

221)!3(221)32(222132´´´

221)!2(221222122´´

221!1221221´

−−−

−−−

−−−

−−−

−=−××=−−−×=

−=−×=−−−=

−=−=−−−=

−=−=−−−=

xxxy

xxxy

xxxy

xxxy

IV

 

Directamente la quinta derivada sería ( )( ) 56 221!5 −−= xyV    

Por tanto la "n-ésima" derivada sería: ( )( ) ( ) nnn xny 221! 1+−−=  
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Ejemplo 2 

Hallar 1
1 3

n
xD

x
⎛ ⎞
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

SOLUCIÓN: 

Aquí tenemos: ( ) 11 1 3
1 3

y x
x

−= = +
+

.  

Obteniendo derivadas: 

                              

( ) ( )
( ) ( )
( )( ) ( )

( )

2

3 2

4 3

5 4

´ 1 3 3

´́ 2 1 3 3

´́ ´ 2 3 1 3 3

(2 3 4) 1 3 (3 )IV

y x

y x

y x

y x

−

−

−

−

= − +

= + +

= − × +

= + × × +

 

Directamente la quinta derivada sería ( )( ) ( )6 55! 1 3 3Vy x −= − +    

Por tanto la "n-ésima" derivada sería: ( ) ( )( ) ( ) ( )11 ! 1 3 3n nn ny n x − += − +  

 
Ejemplo 3 

Demuestre que ( ) !nxD nn
x = ; n∈  

SOLUCIÓN: 

Como nxy =  entonces:  

          

( )
( )( )

( )( )( ) ( )( )
( )( )( ) ( )

1

2

3

´
´́ 1

´́ ´ 1 2

1 2 3 1

1 2 3 1
!

n

n

n

n n n

y nx
y n n x

y n n n x

y n n n n n n x

n n n n
n

−

−

−

−

=

= −

= − −

= − − − − −

= − − −

=

 

 

Ejercicio Propuesto 3.5 
1. Calcular las derivadas de orden superior indicadas. 
 

a. ( )[ ]2
4

4
cos x

dx
d

 

b. 
( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+ x
xsenx

dx
d

1

2

2

2 π
 

c. [ ]x
n

n
xe

dx
d

 

d.  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

− x
D n

x 4
5

 

e. ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−
+

x
xDx 1

130  

f. [ ]xsenx
dx
d

35

35
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2. Determine 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+ xdx

dx
dx
d

1
1

2

2
 

3. Usando el símbolo factorial, encuentre una fórmula para: 
                                          ( )01

1
1 ... axaxaxaD n

n
n

n
n
x ++++ −

− , n∈  
 
4. Determine un polinomio P  de grado 3 tal que 1)1( =P , 3)1´( =P , 6)1´´( =P , 12)1´´´( =P . 

 
 

Hasta aquí hemos tratado con funciones cuyas reglas de correspondencia 
estaban dadas por una ecuación de la forma ( )y f x= , esta forma la llamaremos 
en adelante EXPLÍCITA; suponga ahora que la ecuación de una función esté dada 
en la forma ( , ) 0F x y = , forma que le llamaremos IMPLÍCITA, y suponga que se 
desea obtener la derivada ´y  de esta ecuación sin necesidad de despejar y ; de 
ahí la necesidad de mencionar mecanismo de derivación para este tipo de 
problema. 

 
 

3.6.4 DERIVACIÓN IMPLÍCITA 
 
Para obtener ´y  en una función implícita ( , ) 0F x y =  sin necesidad de 

despejar y ; es más, suponga que no se pueda despejar y , hay que considerarla 
como 0))(,( =xfxF  y derivando cada miembro de la ecuación  tomando en cuenta 
las reglas mencionadas lograríamos lo deseado. 

 
Ejemplo  

Sea 4 5 0x y− =  la ecuación de una función (asegúrese que en verdad representa una función) la derivada la 
podemos obtener por una de las siguientes formas: 

1. Despejando y (forma explícita: 
4

5y x= ) entonces:  

                                                              
1

54´
5

y x−=  

2. Sin despejar y (forma implícita: 4 5 0x y− = ).  

     La consideraremos como ( ) 54 0x f x− =⎡ ⎤⎣ ⎦ . Ahora derivamos cada miembro de la ecuación: 

                                    
( ) [ ]

( ) ( )

54

43

0

4 5 ´ 0

x xD x f x D

x f x f x

⎡ ⎤− =⎡ ⎤⎣ ⎦⎣ ⎦

− =⎡ ⎤⎣ ⎦

 

Ahora despejamos ( )´f x : 

                                         ( )
( )

3

4

4´
5

xf x
f x

=
⎡ ⎤⎣ ⎦

 

Por ahora podemos comprobar que los resultados son los mismos, simplemente habría que reemplazar 

( )
4

5f x x= : 
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                 ( )
( )

3 3 3 1
5

4 4 164 55

4 4 4 4´
55 55

x x xf x x
f x xx

−= = = =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 

 
 
 
Ejemplo  2 

Sea 122 =+ yx  con 0y ≥  (semicircunferencia), hallar ´y  
SOLUCIÓN: 
 
PRIMER MÉTODO. 

Como es posible despejar y , tenemos 21y x= + −   

Entonces: 
( ) ( )

1
221

2

2

´ 1 2

1

y x x

x x
yx

−
= − −

= − = −
−

 

 
SEGUNDO MÉTODO. 
Implícitamente consiste en observar la ecuación dada como [ ] 1)( 22 =+ xfx  y tomar derivada a ambos 

miembros de la igualdad: [ ]( ) ( )
0)´()(22

1)( 22

=+
=+

xfxfx
DxfxD xx   

que es lo mismo que: 0´22 =+ yyx   

despajando ´y  resulta: 
2

´
1

x xy
y x

= − = −
−

 

 
 

 
Una dificultad puede ser que la ecuación dada no represente lugar geométrico.  

 
Ejemplo  

Suponga que la ecuación fuese 122 −=+ yx    
Esta ecuación no representa lugar geométrico, sin embargo obtener ´y  sería de la misma forma que el ejemplo 
anterior. 

 
 

 
En los ejemplos anteriores se demuestra que la derivación implícita es válida, 

la comprobación no siempre va a ser posible. Pero lo que se requiere es obtener 
la derivada y es lo que hemos dejado explicado. 

Observe además que las ecuaciones implícitas podrían representar no sólo 
funciones sino una relación cualquiera, entonces estaríamos en capacidad de 
obtener la derivada en cualquier punto de esa relación. 

 
Ahora analicemos los siguientes ejercicios resueltos. 
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Ejercicio Resuelto 1 

Hallar ´y  para 323 274 yxyx =+  
SOLUCIÓN: 
Obteniendo derivada a ambos miembros y resolviendo tenemos: 

    

( ) ( )
( )

´6´14712

´6´27712

274

222

222

323

yyxyyyx

yyyyxyx

yDxyxD xx

=++

=++

=+

 

Despejando ´y   resulta:  
xyy
yxy

146
712´ 2

22

−
+

=  

 
 
Ejercicio Resuelto 2 

Hallar ´y  para ( ) 123ln 222 −=++ xyyxx  
SOLUCIÓN: 
Obteniendo derivada a ambos miembros,  tenemos: 

    

( )( ) ( )
[ ]

xyy
y
y

x

xyyyxxy
yx

xDyyxxD xx

4´6´21

4´6´211

123ln

2
2

222

=+++

=+++

−=++

 

Despejando ´y   resulta: 

                                      
y

x
y

x
y 1

2

6
14

´
+

−−
=  

 
 
 
Ejercicio Resuelto 3 

Hallar ´y  para ( ) yxxyxy ++= 22cos  
SOLUCIÓN: 
Obteniendo derivada a ambos miembros, tenemos: 

    

( )( ) ( )
( )[ ] ( ) ( )[ ]

( ) ( )
yx

xy
yx

xyxyyxyxyyxyy

yyxxyxyyyyxyxy

yxxyDxyD xx

+
+

+
+++=−−

+++++=+−

++=
−

2
´

2
´2´sen2sen

´11´2´21sen

cos

222

2
122

22

2
1  

Despejando ´y   resulta: 

                                     
( )

( )2

22

sen2
2

2

2
sen

´
xyxy

yx
xy

yx
xyxxyy

y
+

+
+

+
−+−−

=  
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Ejercicio Resuelto 4 

Determinar la ecuación de la recta normal a la curva cuya ecuación es ( )yxsenycosx +=  en 
P(0,0). 
SOLUCIÓN: 

La recta normal es la perpendicular a la recta tangente, por tanto 
tg

1
m

mnormal −=  

Ahora  ( )0,0tg ´ym = . Obteniendo ´y  resulta: 
( ) ( )( )

( ) [ ]´1)cos(´sencos1
sencos

yyxyyxy
yxDyxD xx

++=−+
+=

 

En la última expresión se puede reemplazar las coordenadas del punto, es decir:  0=x  y 0=y   y luego 

despejar ´y : 
( ) [ ]

0´
´101

´1)00cos(´0sen00cos

=
+=+

++=−+

y
y

yy
.  

Esto quiere decir que la recta tangente es horizontal y por tanto la recta normal será vertical con pendiente 
1
0normalm = − = −∞  

Y su ecuación será: 
( )

0

0
0
10

=

−−=−

x

xy
  (el eje y ). 

 
 
Ejercicio Resuelto 5 

Sea 22 32 =− yyx . Encuentre ''y  en (2,1).      
SOLUCIÓN: 
Primero se encuentra 'y :  

( ) ( )
0´6´2

22
22

32

=−+

=−

yyyxxy

DyyxD xx   

En )1,2(  sería: 
2´

0´)1(6´)2()1)(2(2 22

=
=−+

y
yy

 

Ahora encontramos ''y volviendo a derivar implícitamente: 

 
( ) ( )

( ) 0´´6´´12´´´2´22

0´6´2
22

22

=+−+++

=−+

yyyyyyxxyxyy

DyyyxxyD xx   

En )1,2(  sería:
15´´
0´´648´´4882
0´´)1(6)2)(2)(1(12´´)2()2)(2(2)2)(2(2)1(2 22

=
=−−+++
=−−+++

y
yy
yy
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Ejercicios Propuestos 3.6 

1. Encontrar 
dx
dy

 para: 

a. 13
2

3
2

=+ yx  

b. ( )ln 1xy y+ =  

c. ln 0xye y+ =  

d. sec tany y xy+ =  

e. ( )ln 5xy y+ =  

 

2.  Demuestre que la rectas tangente a las curvas definidas por las ecuaciones 32 4xy =  y 1432 22 =+ yx  

en el punto ( )2,1  son perpendiculares entre sí. 

3. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva  definida por la ecuación 53 33 =++ yxyx  en el punto 
( )1,1  

4. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la grafica de  ( ) 22322 8 yxyx =+   en el punto ( )1,1 −  

5. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación ( )[ ] 212 =++− yxsenxy π  

en el punto )1,1(  

6. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación 22
3

2
3

=+ yx  que es paralela a 
la recta 06 =++ yx  

7. Determine las ecuaciones de la recta normal a la curva que tiene por ecuación ( ) ( )2222 41 yyyx −+=  en 
el punto ( )2,0 − . 

8. Determine la ecuación de la recta normal a la curva definida por la ecuación ( ) ( )yxyx += sen32cos  en el 
punto ( )0,0 . 

9. Determine todos los puntos de la función f  que define la ecuación xyyx 232 =+  donde la recta tangente 
a f  sea horizontal. 

10. Encuentre ''y    si     034 23 =+− yx  

11. Calcula:  2

2

dx
yd

   para 13
2

3
2

=+ yx  

12. Para la función )(xfy =  dada en forma implícita por la ecuación 

                        2tg 4 =+−
π−yeyx  determine 2

2

dx
yd

 en el punto ( )4,2 π . 

 
 
 

3.6.5 DERIVACIÓN PARAMÉTRICA 
 
Las ecuaciones de ciertas trayectorias son dadas en la forma:  

      
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

:
tyy
txx

C  

Tanto x  como y  están expresadas en términos del parámetro t , el objetivo 

será hallar directamente 
dx
dy . 
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3.6.5.1 Teorema de la derivada de funciones definidas por ecuaciones 
paramétricas. 

 

Suponga que )(txx =  y )(tyy =  son 
funciones continuamente diferenciables, 
y que 0)´( ≠tx  para cualquier "t " de cierto 
intervalo. Entonces las ecuaciones 
paramétricas definen a " y " como una 
función diferenciable de " x " y su 
derivada es: 

                         

dt
dx
dt
dy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

==    

 
Ejemplo 1 

Sea la circunferencia con ecuación cartesiana 122 =+ yx , la derivada también puede ser hallada partiendo 

de su ecuación paramétrica 
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

C
sen
cos

: , es decir: 
y
x

t
t

dt
dx
dt
dy

dx
dy

−=
−

==
sen

cos   

Esta manera representaría un tercer método para hallar la derivada, tal como se puede observar. 
 
Ejemplo 2 

Sea 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

sentey

tex
t

t cos  hallar dy
dx

 

SOLUCIÓN: 

                              
sentt

tsent
sentete

tesente

dt
dx
dt
dy

dx
dy

tt

tt

−
+

=
−

+
==

cos
cos

cos
cos  

 
 

Para hallar derivadas de orden superior, observe que la primera derivada es 
función de " t ", es decir que )´(ty

dx
dy

=  ; por tanto: 

                 Segunda derivada: [ ] [ ]
[ ]

)´´(

)´(
)´(

)´(
2

2
ty

dt
dx
dt

tyd

dx
dt

dt
tyd

ty
dx
d

dx
yd

====  
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Tercera Derivada: [ ] [ ]
[ ]

)´´´(

)´´(
)´´(

)´´(
3

3
ty

dt
dx
dt

tyd

dx
dt

dt
tyd

ty
dx
d

dx
yd

====  

Y así sucesivamente. 
 

Ejemplo 1 

Sea 
⎩
⎨
⎧

=
=

ty
tx

C
sen
cos

:  hallar 
3

3

d y
dx

. 

SOLUCIÓN: 

Ya encontramos la primera derivada: ( )cos cot
sen

dy
dy tdt tdxdx t

dt

= = = −
−

 

La segunda derivada sería: 
( ) ( ) ( )22

3
2

´ cot csc
csc

d dy t td y dt dt tdx dxdx sent
dt dt

− − −
= = = = −

−
 

La tercera derivada sería: 
( ) ( ) ( )

3
23

4
3

d dy´´ csc t 3csc t csc t cot gtd y dt dt 3csc t cot gtdx dxdx sent
dt dt

− − −
= = = = −

−
 

 
Ejemplo 2 

Sea 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

sentey

tex
t

t cos  hallar 
2

2

d y
dx

 

SOLUCIÓN: 
La primera derivada ya la encontramos: 

                              
sentt

tsent
sentete

tesente

dt
dx
dt
dy

dx
dy

tt

tt

−
+

=
−

+
==

cos
cos

cos
cos  

La segunda derivada sería: 

         

( )

( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( )

2

2

2

2 2

2

2 2 2 2

cos
´ cos

cos cos cos cos
cos
cos

cos cos
cos
cos

cos 2cos 2cos cos

t t

t t

d sent td yd y dt t sentdt
dx dxdx
dt dt

t sent t sent sent t sent t
t sent

e t e sent
t sent sent t

t sent
e t e sent

t tsent sen t sen t tsent t

+⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠= =

− − − + − −

−
=

−

− + +

−
= =

−
− + + + +

=
( )

( )

3

2

32

cos

2
cos

t

t

e t sent

d y
dx e t sent

−

=
−
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Ejemplo 3  

 Calcular n

n

dx
yd

  para: 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈=

=

Rmty

tx
m ;

ln
 

SOLUCIÓN: 
Hallando las primeras derivadas, suficientes hasta poder generalizar, tenemos: 

Primera derivada: m
mm

mt
t

tmt

t

mt

dt
dx
dt
dy

dx
dy

====
−

−−

1

11

1  

Segunda derivada: 

[ ]
m

m
tm

t
tm

dt
dx
dt

tyd

dx
yd 2

1

12

2

2
)´(

===
−

−

 

Tercera derivada: 

[ ]
m

m
tm

t
tm

dt
dx
dt

tyd

dx
yd 3

1

13

3

3
)´´(

===
−

−

 

Directamente, la cuarta derivada sería: mtm
dx

yd 4
4

4
=   

Por tanto: mn
n

n
tm

dx
yd
=  

 
 
 
Ejercicios Propuestos 3.7 

1. Hallar 
dx
dy

 para: 

 

a. 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
+=

ttsentay
tsenttax
cos

cos
 b. 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+

−
=

+=

1

1
1

2

2

t

ty

tx
 

2. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
( )
( )⎩

⎨
⎧

−=
−=

tay
ttax

cos1
sen

 en 
2
π

=t  

3. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=
3

2

3

2

tty

ttx
en el punto (1,2) 

4. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva 
⎩
⎨
⎧

+=
−=

tty
ttx

2cos4sen3
3cos32sen4

 en 0=t  

5. Sea C  la curva con ecuaciones paramétricas 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

=

142 3

2

tty

tx
; IRt ∈ . Encontrar las ecuaciones de las 

rectas tangentes a C  y que pasen por el origen. 

6. Sea C  la curva con ecuaciones paramétricas 
( )

cos
ln cos

y t
x t
=⎧⎪

⎨ =⎪⎩
. Calcule  a)

2

2

dx

yd
 y b) 

3

3

dx

yd
 

 
 
 



Moisés Villena Muñoz                                                                                                             Cap. 3  La derivada 

 119

3.6.6 DERIVACIÓN POLAR 
 
 Si una curva tiene sus ecuaciones en coordenadas polares, para encontrar la 

derivada procedemos del mismo modo que para ecuaciones paramétricas. 

Si tenemos ( )θfr =  y como 
⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)cos(
θ
θ

senry
rx

  

 

Al reemplazar queda 
⎩
⎨
⎧

=
=

)()(
)cos()(

θθ
θθ

senfy
fx

 

 

Entonces 
θθθθ
θθθθ

θ

θ
senff

fsenf

d
dx

d
dy

dx
dy

)(cos)´(
cos)()´(

−
+

==  

 
  Para encontrar la ecuación de la recta tangente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

Considere que la ecuación cartesiana de una recta, definida por un punto y su 
pendiente, es de la forma: 

                )( 00 xxmyy −=−  
  Entonces:                              

 

x

y

0y
0r

0x

( )r f θ=

( )0 0,r θ

0θ

 

Fig. 3.13 
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( )
( )

0000

0000

000

000

)(cos)´(
cos)()´(

cos

0

θθθθ
θθθθ

θ

θ

θθ
θθ

θθ

senff
fsenf

d
dx

d
dy

dx
dym

senfy
fx

−
+

===

=
=

=

 

 
 

Ejemplo 

Encuentre la ecuación de la recta tangente a θ=θ= 3sen4)(fr  en 40
π=θ  

SOLUCIÓN: 
Observa la gráfica: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

En este caso [ ]

2

4

cos3sen4

)cos()()cos()(

0

2
2

2
2

44

44000

=

=

=

=θθ=

ππ

ππ

x

ffx

     y     [ ]

2

4

sen3sen4

)sen()()sen()(

0

2
2

2
2

44

44000

=

=

=

=θθ=

ππ

ππ

y

ffy

 

 
Para la pendiente, tenemos: θ=θ 3cos12)´(f  
 
Entonces:  

      

[ ] [ ]
[ ] [ ]

2
1

26
26

412

412

34cos3cos12

cos343cos12

)(cos)´(
cos)()´(

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

2
2

4444

4444

0000

0000

=

−−
+−

=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

=

−

+
=

−
+

=

m

sensen

sensen

senff
fsenf

m

ππππ

ππππ

θθθθ
θθθθ

 

 

Por lo tanto, la ecuación de la recta tangente estaría dada por:  
)2(2

)(

2
1

00

−=−

−=−

xy

xxmyy  

Fig. 3.14 
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Ejercicios propuestos 3.8 

1. Hallar la ecuación de la recta tangente a θ3cos4−=r  en 40
πθ =  

2. Hallar la ecuación de la recta tangente a θ34senr =  en 60
πθ =  

3. Hallar la ecuación de la recta tangente a θ32senr =  en 60
πθ =  

4. Hallar la ecuación de la recta tangente a θ343 senr −=  en 30
πθ =  

 
 
 

 
3.6.7 DERIVADAS DE FUNCIONES INVERSAS 

 
3.6.7.1 Teorema de existencia de la función inversa. 

 

Si f  es una función estrictamente 
monótona en su dominio entonces f  tiene 
una inversa. 

 
 El teorema nos indica que es suficiente definir que una función es 
estrictamente creciente o estrictamente decreciente para saber que es una función 
que tiene inversa. Ahora nos vamos a preocupar de la derivada de la función 
inversa. 
 
 
 

3.6.7.2 Teorema de la derivada de la función inversa. 
 

Sea f   una función derivable y 
estrictamente monótona en un intervalo 
I . Si 0)´( ≠xf  en cierto " x " en I , entonces 

1−f  es derivable en el punto 
correspondiente " y ", y                   

                         ( )
)´(

11

xf
yf

dx
d

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −  
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Lo que en esencia nos manifiesta el teorema es que la pendiente de la recta 
tangente a f  ( 1m ) y la pendiente de la recta tangente a 1−f  ( 2m ) se relacionan 

de la forma 
1

2

1
m

m = . Y que se puede encontrar la derivada de la inversa 1−f , 

trabajando con f  en el punto correspondiente. Es decir, sin necesidad de conocer 

la regla de correspondencia de 1−f . 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ejemplo 1 

Sea 12)( 5 ++= xxxf  una función estrictamente monótona. Hallar ( )41
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −f
dx
d  

SOLUCIÓN:  
En este caso "4" es rango para f  por tanto habrá que encontrar el correspondiente x  para reemplazarlo en: 

( )xf
f

dx
d

´
1)4(1 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −  

 
Entonces, teniendo 124 5 ++= xx  por inspección deducimos que 1=x  la satisface. 

Por lo tanto,  ( ) ( ) 7
1

215
1

1´
1)4(

4
1 =

+
==⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −

f
f

dx
d

 

No olvide que este resultado significa que la recta tangente a f  en el punto ( )4,1  tiene pendiente 7=m  y 
por tanto su ecuación sería: ( )174 −=− xy  

En cambio, la recta tangente a 1−f  en el punto correspondiente ( )1,4  tiene pendiente 
7
1

=m  y por 

ecuación: ( )4
7
11 −=− xy  

 

 Fig. 3.15 
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Ejemplo 2 

Obtenga la derivada para la función inversa de xexf =)(  empleando el teorema de la 
derivada de la función inversa. 
SOLUCIÓN: 

De acuerdo al Teorema de la Derivada de la Función Inversa ( ) ( )yf
xf

dx
d

´
11 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −  

Como xeyxf ==)(   tenemos que xexf =)´(   y yeyf =)´(  y además al cambiar la variable resulta 
yex = , lo cual nos permite decir que: xyf =)´(  

Bien, reemplazando ( ) xyf
xf

dx
d 1

´
1

)(1 ==⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −   

(No olvide la  inversa de la función exponencial es la logarítmica, es decir: 1( ) lnf x x− =  , cuya derivada la 
determinamos con su definición) 

 
 
 

3.6.7.3  Derivadas de las Funciones Trigonométricas 
Inversas 

( ) 11;
1

1arcsen
2

<<−
−

= x
x

xDx  

( ) 11;
1

1arccos
2

<<−
−

−= x
x

xDx  

( ) 21
1arctg
x

xDx +
=  

( ) 2

1arc tg
1xD co x

x
= −

+
 

( ) 1;
1

1sec
2

>
−

= x
xx

xarcDx  

 
 
Demostración: 
Demostraremos la primera. 
 Planteemos el problema de la siguiente manera:  
                   Sea  xyxf sen)( ==  hallar [ ] [ ]xDxfD xx arcsen)(1 =−  
  
SOLUCIÓN: 
 Aplicando el teorema de la Derivada de la función inversa tenemos: 
         [ ] [ ]

)´(
1)(1
yf

arcsenxDxfD xx ==−  

 Entonces, yyf cos)´( = . Ahora habrá que encontrar  ycos , sabiendo que senyx =  (cambiando la 
variable en la función dada). 

Por trigonometría, decir que  
1
xseny =  significa que 21cos xy −=  (observe la figura 3.16) 
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Por lo tanto, [ ]

21

1
cos

1

xy
arcsenxDx

−
==  L.Q.Q.D. 

 
 

Las fórmulas anteriores pueden ser generalizadas para una función 
)(xuu =  
 

( ) 11;´
1

1arcsen
2

<<−
−

= uu
u

uDx  

( ) 11;´
1

1arccos
2

<<−
−

−= uu
u

uDx  

( ) ´
1

1arctg 2 u
u

uDx +
=  

( ) 1;´
1

1sec
2

>
−

= uu
uu

uarcDx  

 
Ejemplo  

Hallar ´y  para 22lntg yx
x
yarc +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

SOLUCIÓN: 
Derivando implícitamente, tenemos:  

         

( )[ ]
( )

( )[ ]

( )
( )

( )
( )

yx
yxy

yxyyxy
yyxyxy

yx

yyx

yxx

yxyx

yx

yyx

x

yxy

x

yx

yyx
yxx

yxy

yxD
yxx

yD

yxD
x
ytgarcD

x
y

xx

x
y

xx

−
+

=

+=−
+=−
+

+
=

+

−

+/

+/
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

+

+
+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −

+

+
+

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛+

+=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

´

´´
´´

´´

2

´2´1

´22
2

1)1(´

1

1

1
2
1

1

1

ln

22222

2

222

2

22

222

22
222

22
2
1

2

2

 

Fig. 3.16 
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Ejercicios Propuestos 3.9 

1. Si  ( ) 23 37 ++= xxxf  hallar ( )61⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −f
dx
d

 

2. Si  ( ) 132 +−= xxxf  para 2
3>x  ;   hallar  ( )1 5d f

dx
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

3. Hallar ( )4
π⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
dx
dg , si   g   es la función inversa de   f  tal que: ( ) xarcxxf tgln +=   

4. Si f  es una función inversible y diferenciable. Si en el punto f∈)4,2( , la recta tangente es paralela a la 

recta 023 =+− yx  determine el valor de ( )41⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −f
dx
d

. 

5. Hallar la ecuación de la recta tangente a la inversa de la función 32)( 3 −+= xxxf  en el punto 

( ))0(,0 1−f  

6. Determine la ecuación de la recta tangente a la función )(1 xfy −=  en el punto ( )12, ( 2)f −− −  donde 

IRxxxxf ∈++= ,323)( 3  

7. Hallar la ecuación de la recta normal a la inversa de f  en ( )12 , (2 )a f a−  si se conoce que 

aafaf 2)()´( == . 

8. Hallar ( )01⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −f
dx
d  conociendo que la ecuación ( ) 23cos =−+ yxxy  define una función invertible 

( ))(xfy =  en un intervalo que contiene el punto 1=x  y 0)1( =f  

9. Calcular 
dx
dy

,   para : 

a. ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−= 1ln 2xxxarcsenxy  

b. ( )4ln
2

2 +−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= xxxarctgy  

c. ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+

=
x

senxarctgy
cos53

4  

d. 
( )senxxarctgey +=

3
 

 
 

 
 
 

3.6.8 DERIVACIÓN LOGARÍTMICA 
 
Cuando las reglas de correspondencia de los lugares geométricos son un tanto 

complicadas o cuando son funciones potenciales de la forma )()( xgxfy = , lo 
mejor será aplicar logaritmo y derivar implícitamente. 

 
Ejemplo 1 

Hallar 
dx
dy  para xxy =  

SOLUCIÓN: 
Primero, aplicando logaritmo, tenemos:  

                                                        
xxy

xy x

lnln
lnln

=
=  

 
Ahora derivando implícitamente, resulta: 
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( ) ( )

[ ]
[ ]1ln´

1ln´

1ln)1(´1

lnln

+=

+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

=

xxy

xyy
x

xxy
y

xxDyD

x

xx

 

 
 
 
Ejemplo 2 

Hallar 
dx
dy  para [ ] xxy arctg2sen=  

SOLUCIÓN: 

Primero, aplicando logaritmo, tenemos: [ ]( )
( )xxy
xy x

2senlnarctgln
2senlnln arctg

=
=  

 
Ahora derivando implícitamente, resulta: 

      

( )[ ]

( ) ( )( )

( )

[ ] ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

+
=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡+

+
=

=

x
xx

x
xxy

x
xx

x
xyy

x
x

xx
x

y
y

xxDyD

x

xx

2sen
2cosarctg2

1
2senln2sen´

2sen
2cosarctg2

1
2senln´

22cos
2sen

1arctg2senln
1

1´1
2senlnarctgln

2
arctg

2

2

 

 
 
 
Ejemplo 3 

Hallar 
dx
dy  para 

xxxy =  

SOLUCIÓN: 
Ahora, hay que aplicar dos veces logaritmo.  
Primero, aplicando logaritmo tenemos: 

 ( )
xxy

xy
x

xx

lnln

lnln

=

=  

 Luego, volvemos a aplicar logaritmo: 
( ) ( )

)ln(lnln)ln(ln
)ln(lnln)ln(ln

lnlnlnln

xxxy
xxy

xxy
x

x

+=
+=

=

 

 Y ahora sí, derivamos implícitamente: 
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[ ] [ ]

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++=

++=

+=

xx
xxxxy

xx
xxxy

xx
xyyy

xxx
xxy

yy

xxxDyD

xx

xx

xx

x

xx

ln
11lnln´

ln
11lnln´

ln
11lnln´

1
ln
11ln)1(´1

ln
1

)ln(lnln)ln(ln

 

 
 
 

Existen situaciones en que es recomendable emplear la derivación logarítmica 
 
 

Ejemplo  

Hallar 
dx
dy  para 

4

32

1

arctg12
xe

xx
y

+

++
=  

SOLUCIÓN: 
Primero, aplicando logaritmo, tenemos: 

[ ]

( ) ( ) ( )x

x

exxy

e

xx
y

+−+++=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

+

++
=

1lnarctg1ln2lnln

1

arctg12
lnln

4
1

3
12

2
1

4

32

 

 
Ahora derivando implícitamente, resulta: 

                      

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

+
=

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

+
=

+−+++=

x
x

x
x

x
xx

e
exarctgx

x
x

yy

e
exarctgx

x
x

y
y

earctgxxDyD

1

1
4
1

1

1
1

1
3
12

2

1
2
1´

1

1
4
1

1

1
1

1
3
12

2

1
2
1´1

1ln1ln2lnln

22

22

4
1

3
12

2
1

 

Finalmente, reemplazando resulta: 

                          ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
+

++

++
= x

xx
e

exarctgx
x

xe

arctgxx
y

1

1
4
1

1

1
1

1
3
12

2

1
2
1

1

12
´ 224

32
 

 
 
 
 

Ejercicios Propuestos 3.10 

1.  Calcular 
dx
dy ,  para : 

a. 
4csc

1sec
3

35

−

+
=

x

tgxx
y  

b. 
( )53

3 2
4 3

4

14cos
xx

xxxy
−

−
=  

e. xnnxy =  

f. 
( )
( )

xarctg

x
xsenarcseny

2

2

2

cosarccos ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
=  
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c. 
( ) ( )

)(
32

1 2

33 2
xearcsen

xx

xy
++

−
=  

d. 
x

xy 3=  

g. ( )( ) xxearcseny
sec21+=  

h. ( )( )( ) ( )( )xarctgxseny 3cos3ln=  

i. ( ) 22 yxyx y +=+  

j. ( )21
x

y x= +  

2. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación ( ) ( )1ln
1

+
+=

xxey  en el 
punto )1,0(  

3. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación. 2=+ xy yx  en el punto )1,1( . 

4. Determine ( )2,12

2

dx
yd

, si existe, para 3=+ xyx y  

 

 
 
3.7 FUNCIONES HIPERBÓLICAS. 
 

Existen funciones especiales, denominadas Hiperbólicas, que se definen a 
partir de la función exponencial. 
 

3.7.1 FUNCIÓN SENOHIPERBÓLICO 
 

Su regla de correspondencia es  
2

)(
xx eesenhxxfy

−−
===  

Por tanto su gráfica sería: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
3.7.2 FUNCIÓN COSENOHIPERBÓLICO 
 

Su regla de correspondencia es: 
2

cosh)(
xx eexxfy

−+
===  

Fig. 3.17 
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Por tanto su gráfica sería: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3.7.3 FUNCIÓN TANGENTEHIPERBÓLICA 
 
Su regla de correspondencia es:  
 

xx

xx

ee
ee

x
senhxtghxxfy

−

−

+
−

====
cosh

)(  

 
 

Por tanto, su gráfica sería: 
 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Se puede demostrar que 1cosh 22 =− xsenhx  
 
 
 
 
 

 

Fig. 3.19 

Fig. 3.18 
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3.7.4 DERIVADAS DE FUNCIONES HIPERBÓLICAS 
 

 

( ) xxDx coshsenh =  

( ) xxDx senhcosh =  

( ) xhxDx
2sectgh =  

( ) xhxcDx
2csctgh −=  

( ) xhxhxDx tghsecsec −=  

( ) xhxchxDx tghcsccsc −=  

 
¡Demuéstrelas! 
 
 
 
 

 
Misceláneos 

1. Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique formalmente su respuesta. 

a) Si 2)2()2´()2´( === ggf  entonces ( ) 4)2( =⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
dx

gfd  

b) La función xxf sen)( =  no es derivable en 0=x  

c) Si f  y g  son derivables en cx =  y 0)()´( == cgcf  y )()()( xgxfxh =  entonces 
0)´( =ch . 

d) La ecuación de la recta tangente a la curva 3xy =  en el punto ( )1,1  es ( )131 −=− xy . 

e) La expresión 
2

1sen

2
π→ −

−
π x

xlim
x

 es la derivada de xxf sen)( =  cuando 2
π=x . 

f) La función 356)( 3 −+= xxxf  no tiene rectas tangentes con pendiente 4. 

g) Si 
xxxxy =)(  entonces ⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ ++=
x

xxxxxy xxx 1lnln)´( 2  

h) Si ( ))()( xfefxg =  tal que 2ln)0( =f , 2)0´( −=f  y 3)2´( =f  entonces 12)0´( −=g  

i) Si f  es una función continua en el intervalo cerrado [ ]ba,  y )()( bfaf =  entonces en algún punto 
del intervalo abierto ( )ba, , la función f  tiene una recta tangente que es paralela al eje x . 

j) Si f  es una función invertible entonces 
)´(

1)(1
xf

xf
dx
d

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − . 

k) Si f , g  y h  son funciones tales que ( ) 4)2´( =hgf , 1)1´()1( −== gg  y 

1)2´()2( == hh  entonces 0)1´( =−f  

l) Si f  es una función inversible y derivable tal que 4)1´( =f  y 2)1( −=f  entonces 

1)2(1 =−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −f
dx
d . 
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m) Si ( )))(1(1)( xfffxh ++= , 1)1( =f , 1)2( −=f , 5)1´( =f , 2)2´( −=f  y 3)0´( =f  
entonces 30)1´( −=h  

n) La función de variable real f  con regla de correspondencia 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<
<≤

≥−

=
0;3

10;

1;12

)(
xx

xx

xx

xf  es derivable 

en todo su dominio. 

o) Existen funciones g  y h  tales que la función 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

≥
<<+−

≤

=
1;)(

10;453

0;)(

)( 2

xxh
xxx

xxg

xf  es derivable en 

todo . 

p) Si tenemos las curvas baxxxf ++= 2)(  y cxxxg += 3)( . Entonces no existen valores 

, ,a b c∈ , tales que ellas posean una recta tangente común en el punto )2,2( . 

q) Si la ecuación xy yx =  define una función )(xfy =  entonces la ecuación de la recta tangente a f  
en el punto ( )1,1  es 1−= xy . 

r) Si g  es la función inversa de xxxf ln2)( +=  entonces 5
2)2´( =g . 

s) Si f  es una función de variable real tal que 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>+

≤
=

1;2

1;3
)( 2 xx

xx
xf  entonces )1´(f  existe. 

t) 2)2()2´()2´( === ggf  entonces ( ) 4)2´( =gf . 

u) Si 0)()( == cgcf  y )()()( xgxfxh =  entonces 0)´( =ch  

v) Si C es un lugar geométrico en el plano cuyos puntos  satisfacen la ecuación: 

{ }
2 2

2 2 1 ; , 0x y a b
a b

+ = ∈ − , entonces la recta tangente a C en cualquier punto 

( ) CyxP ∈00, , tiene por ecuación 12
0

2
0 =+

b

yy

a

yx  

w) Si f  y g  son funciones de  en  tales que ´´ gf = entonces gf =  

2. Encuentre 
dx
dy

 para  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a. ( ) yxeyx yx cos
22cos22 =+ +  

b. ( ) x
xxy

ln2 1)( +=  

c. ( )( )xexxy 32 coslnsen)( +=  

d. 2
1 1arctg

y
xy y −=⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛  

e. 
xx xe exxy +=)(  

f. xxxxy += cos)(  

g. 
x
xxy

32
32ln)(

−
+

=  

h. 
4

32

1

arctg12
)(

xe

xx
xy

+

++
=  

i. ( ) ( )2
3)( xarctgxsenxy =  

j. ( ) xexxy
2arctglnarcsen)( +=  

k. ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=+ y

xyx arctgln  

l. ( )xx eexy tg)( tg=  

m. ( ) 2xyx y =+  
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3. Hallar [ ][ ]1)( 2 +xf
dx
d

 

4. Determine los valores para " a ", " b " y " c " de modo que la función 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

>+

≤≤+

<⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

=

1;

10;

0;sen

)(
2

14
4

xdcx

xbax

xx

xf
x

 

Sea continua en 0=x  y derivable en 1=x . Además determine, de ser posible, 

[ ] ( )[ ] ( )1´.)2´( 2
1 +−− πfff  

5. Encuentre la ecuación de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
⎩
⎨
⎧

=
=

tanty
tx

2
sec2

 

en 
6
π

−=t  

6. Si 
23)´( xexxf = , 0)1( =f  y ( ) 31)( 2 ++= xxg  determine el valor de ( ) )1´(fg . 

7. Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 

⎩
⎨
⎧

=
=

tty
tx

cossen
cos

 en el punto )0,0( . 

8. Determine la ecuación de la recta tangente a la función f  en 1=x  donde f , g  y h  son funciones 

diferenciables en todo IR . f  tiene como regla de correspondencia a ( ))()( 2 xgxhxf =  y se conoce que 
2)1( =g , 2)1´( −=g , 3)2´( −=h  y 1)2( −=h  

9. Determine los puntos del intervalo [ ]2,1−  donde la función [ ] 1)( −+= xxxf  sea derivable. 

10. Determine los valores reales que puede tomar " k " para que 
kk

f
dx
d

5
1)1( 2

1

+
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ − . Considere que 

1)4( =f  y xxxf 10)´( 2 +−= . 

11. Para la función )(xfy =  cuyas ecuaciones paramétricas son 
⎩
⎨
⎧

−=
=

tty
tx

arcsen
arccos

, ( )1,1−∈t  determine 

3

3

dx
yd

. 

12. Para la función )(xfy =  cuyas ecuaciones paramétricas son 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
+=

tty
tx

ln
1 2

, 0>t  determine 3

3

dx
yd

 en el 

punto )0,2(  

13. Determine a, b y c conociendo que las curvas baxxy ++= 2  y 2xcxy −=  tienen una recta tangente 
común en el punto )0,1( . 

14. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva cuya ecuación es ( ) xy
x
yyx =−− tgln 2  en el punto 

)0,1( . 

15. Encuentre la ecuación de la recta normal a la curva C  en el punto )2,1( . Donde C  está  definida por las 

ecuaciones paramétricas 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

−
+

t
t

t
t

y

x

3
1

2 2

, { }0,1−−∈ IRt  
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16. Hallar 2

2

dx
yd

 para 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tey

tex
t

t

sen

cos
, IRt ∈  

17. Hallar 
dx
dy

 en el punto ( )π,0  donde x  e y  satisfacen la ecuación ( ) 0sen2 =−++ xyxxy . 

18. Sea )(xfy =  función tal que 1−= fh . Sea 0≥y  si 
2

2
1

)(
+

−
+

=
yy

yyh  calcular )1´(f  

19. Determine la ecuación de la recta tangente y normal a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

tay

tax
3

3

sen

cos
; [ ]π∈ 2,0t ; 0>a  en el punto ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

3

2
2

3

2
2 ,aa . 

20. Determine los valores de a, b, c para que las funciones f  y ´f  sean continuas en todo su dominio; donde f  

es una función tal que 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

<+

≥+
=

0;

0;sen
)(

xcbe

xax
xf x . 

21. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
( )
( )⎩

⎨
⎧

+=
+=

tty
ttx

sencos1
coscos1

 en 2
π=t . 

22. Hallar la ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación ( ) 43cos 22 =++ xxyy ; en el 
punto )0,1( . 

23. Hallar le ecuación de la recta tangente a la curva definida por la ecuación 1ln =+ yxy ; en el punto )1,1( . 

24. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=
3

2

3

2

tty

ttx
 

en el punto ( )2,1 . 

25. Demuestre que la derivada de [ ])(cossen)( xfxxF =  es una función Par. 

26. Determine el valor de k  de manera que la recta definida por 03 =+− kyx sea tangente a la parábola 

definida por 152 2 +−= xxy . 

27. Hallar ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
+
−

x
x

dx
d

1
1

50

50
 

28. Determine la ecuación de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

−=
− 2

1
2

2

t

t

ey

ex
 cuando 0=t  

29. Determine la ecuación de la recta tangente a la función f cuya regla de correspondencia es 

66)( 2 +−= xxxf , y además dicha recta es paralela a  la recta que contiene al origen y al vértice de la 
parábola. 

30. Si f  es una función de  en  inversible y con regla de correspondencia 103)( 3 −+= xxxf  

entonces determine ( )41
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −f
dx
d  


