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OBJETIVOS:

e Definir derivada.

e Calcular ecuaciones de rectas tangentes y rectas
normales 3 una curva.

o Realizar demostraciones formales de derivada.

e Calcular derivadas.
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Desde la antigiiedad (300 A.C.) existia el problema de la determinacion de la
ecuacion de la recta tangente en un punto de una curva; recién en el siglo XVII fue
resuelto este problema. Tratando de dar solucion a lo planteado es como se da
inicio al Calculo Diferencial. Este inicio se le atribuye a GOTTFRIED WILHELM
LEIBNIZ (1646-1716) junto con ISAAC NEWTON (1642-1727), preocupado por
describir la velocidad instantanea que lleva un movil cuando se desplaza siguiendo
una trayectoria, después veremos gue es el mismo problema.

Empecemos primero estudiando el problema geométrico.

3.1 DEFINICION DE PENDIENTE DE RECTA TANGENTE.

Suponga que se tenga el problema de encontrar la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de una funcién f , en un punto X, Fig. 3.1.

Ay

Recta tangente

e

La ecuacion de la recta tangente estaria dada por:
y = T(X) =mg(x=X,)
Ahora, habria que calcular la pendiente de la recta tangente.

Observe la Fig. 3.2
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>
>

X

Fig. 3.2

La pendiente de la recta secante entre los puntos (Xo,f(XO)) y

(¥ +h, £ (% +h)) seriam,, =1 %ot hr)]— f (%)

La pendiente de la recta tangente se obtendria haciendo que h se haga cada

vez mas pequefia, porque en este caso la recta secante toma la posicion de la
recta tangente, y resolveriamos nuestro problema; es decir:

F (% +h) - (%)
h

m._ =lim
9 L0

3.2 VELOCIDAD INSTANTANEA

Suponga que se tengan la ecuacion del espacio € recorrido por un movil, y
que sea funcién del tiempo; es decir € = f (t) Suponga ahora que se quiere

determinar la velocidad media V_ en un intervalo de tiempo [to, '[0 + h], esta

estaria dada por:
, _he_ f(t,+h)—f(t)
"At t,+h-t,
La velocidad instantanea V seria la velocidad media calculada en intervalos de
tiempo At cada vez méas pequefio; es decir:
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v=limv. = lim 22  jim )= (k)
At—0 At—0 At h—0

Note que esta definiciébn para la velocidad instantanea tiene la misma forma

gue la de la pendiente de la recta tangente, por tanto el problema seria el mismo.
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De aqui se dara la definicién de la derivada.

3.3 DEFINICION DE DERIVADA

Sea f unha funcion de variable real. Sea x,
un punto del dominio de f. La derivada de
f en"x", denotada como f(x,), se define
como:

EAMALLEL LY

Siempre que este limite exista.

Cuando la derivada en " X" existe se dice que es f es diferenciable en "X;".

Otras notaciones que se emplean para la derivada son: Y o ny.

Leibniz utilizé la notacion —.
dx

En cualquier caso, la derivada en " x " seria:

f(x+h)— f(x)

£(x) = lim

h—0
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3.4 FORMA ALTERNATIVA

Presentaremos ahora una forma un tanto diferente para la derivada, que para
algunos casos resulta muy Uutil.

En la expresion para la derivada, haciendo cambio de variable: h=x—X,

f(X0+h)_ f(xo) — lim f(XO+X—XO)— f(Xo)
h X=X X=X,

i £00= 10

X—>Xq X=X,

(%) = lim

Lo anterior lo podemos observar de la pendiente de la recta tangente, Fig. 3.3.

Recta Secante

Y y=

Fig. 3.3

La pendiente de la recta secante entre los puntos (x,, f(x,)) ¥ (x, f(x)) seria:

_ 00— 1(x)
sec X—Xo

. Entonces la pendiente de la recta tangente estaria dada

por:

= lim f(X)— f(Xo)

m. =
g X—>Xg X — XO
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E[@lo 1
Empleando la definicidn, hallar la derivada f (x) =2x+1
SOLUCION:

00 =l f(x+hg—f(x)

2 h)+1|—-[2x+1
:Iim[ (x+h)+1]-[2x+1]
h—0 h
. 2X+2h+1-2x-1
=lim
h—0 h
2h

=lim—
h—0 h

=1lim2
h—0

f(x) =2

Empleando la forma alternativa:
f(x) - (%)
X=X

2x+1
= lim ( )
X=Xy X

f°(x,) = lim
X—>Xg

2%, +1)
XO
O 2X+1-2x%,-1
=lim——
X=Xy X_XO
L 2X—=2X
= lim——=
X=Xy X_XO

Ejemplo- 2
Empleando la definicion, hallar la derivada | f (x) = x*
SOLUCION:

f(x) = r!im fx+h)-1(x)

-0

h—0 h
= lim(2x +h)

h—0

f(x) =2x
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Empleando la forma alternativa:

. o F(x) = f(x
f7(x,) = fim )= (%)
X=X X=X,
2 2
L OXT—X
= lim 2
X—>Xg X_XO
(X=X ) (X + X
o () (X x)
X=Xy X=X,
- lim (13
=%, + X,
(%) = 2%,

Cap. 3 Lladerivado

E!’eroécéoy Ero_p uestos 3.1

1 sea f(x)=x"-2x+1.
f(2.5)= f(2)
0.5
f(2.3)- £(2)
0.3
f2.0-f(2)
0.1

a) Calcule el valor de

b) Calcule el valor de

c) Calcule el valor de

d) Calcule el valor de  f (2) « Explique por qué los valores anteriores son aproximados a este resultado.

2. Hallar f"(3), considerando la grafica:

7,. )
[ //
5 y=f(x) /
4 /
3 /
V.
2
1
0 N
-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 3 s s
-2
-3
-4

3. Empleando la definicién, determine la derivada de:

a) f(X)=3x+2
b) f(xX)=-2x+1

o f(X)=x*+2x-3

d) f(x)=-2x"+x-1

e) f(x)=2x°
1
f) f(x)=
) 1) 3x+2
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3.5 DIFERENCIABILIDAD

Se tratard ahora de especificar las condiciones para que la derivada de una

funcién de una variable real exista, lo cual dara paso a decir que la funcién sera
derivable o diferenciable en un punto. La diferenciabilidad es equivalente a
derivabilidad para funciones de una variable real.

90

3.5.1 TEOREMA DE DERIVABILIDAD.

Si f es diferenciable en "x,", es decir
f'(x,) existe, entonces f es continua en

Demostracion.

Expresemos lo siguiente:

f(x) = T(x)— (X)) + F(%)
Agrupando los dos primeros términos, dividiéndolo y multiplicandolo por (x—x), suponga X # X, ,
tenemos:

f(x):f(xi:f(xo)(

Ahora, tomando limite a todos los miembros de la ecuacién, resulta:

lim f(x) = IimMIim(x—xo)+ lim (x,)

X—Xg X—Xg X=X, X—>Xg X

La expresion lim M

X—>Xp X — XO

X — X )+ T(X,)

esigual f"(X,) , debido a que de hipdtesis se dice que f es

derivable en X, . Entonces:

] ] f(x)_ f(x ) ] ) constante
lim f(x) = lim —~——=22]im(x — x, )+ lim f (x,)
X—Xg X—Xg X=X, X—>Xg X—Xg

(%) 0 f (%)
= £7(x,)[0]+ f(x,)
=0+ f(x,)

lim f(x) = f(x,)

Por tanto, la Gltima expresion indica que f es continuaen”X,". L.Q.Q.D.
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Al analizar el teorema, se concluye que si una funcién es discontinua en
" X," entonces no es diferenciable en " x,".

También debe entenderse que no toda funcién continua es diferenciable.
Ejemplo-

Hallar (L) para f(X) = ‘X—l‘
SOLUCION:

Empleando la forma alternativa de la derivada:

@) = lim 1= T@
x—1 x-1

El dltimo limite se lo obtiene aplicando limites laterales, es decir:

1 tim XL tim1o1

x—1" X— x—1"
2 tim %Y i (C1)= -1
x—1- x—1 x—1"

X -
Como los limites laterales son diferentes, entonces f(1) = lim ‘ ” no existe.

x—1 X —
Observando la graficade y =|x—1, Fig. 3.4
4
=|x-1
:
0 1 i’
Fig. 3.4

Notamos que se puedan trazar rectas tangentes de diferentes pendientes a la derecha y a la izquierda de
x=1, en este caso se dice que la grafica de la funcion no es suave en x =1. Esta funcién aunque es

continua en x =1, sin embargo no es diferenciable en ese punto; por tanto la continuidad no implica
diferenciabilidad.
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3.5.2 DERIVADAS LATERALES.

Por lo anterior, como la derivada es un limite, podemos definirla
unilateralmente.

3.5.2.1 Derivada por derecha

La derivada por derecha del punto "x,"

de una funcion f se define como:
f(X0+h)—f(X0)

f(x,") = lim o por la forma

X—>Xg"

alternativa: f'(x,") = lim f(x))(:;(x")

3.5.2.2 Derivada por izquierda.

La derivada por izquierda del punto "x."

de una funcion f se define como:
()= lim f(x, +hr:_ f(x,)

h—0"

o por la forma

alternativa: f(x,) = lim f(xi_ ; (%)
° o

Por tanto, para que f’(X,) exista, se requiere que las derivadas laterales

existan y sean iguales. Es decir, si f'(x, )= (X, ), se dice que f no es
derivable en " X," y su grafica no sera suave en ese punto.

E!’ﬂelo
2x-1, x<2

Hallar f"(2) para f(X)=
(2) para f(X) {x2—1; 50

SOLUCION:
Primero veamos si que es continuaen X = 2.

Como lim (2x-1)=3 y lim (X2 —1)= 3 entonces f siescontinuaen X=2-
X—2" x—2"

Segundo. Para hallar f“(2) debemos hallar las derivadas laterales debido a que f tiene diferente definicion
alaizquierday la derechade x=2.
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27y = lim (2x-1)-(2(2)-1) _ im 2574 _ jim 2(x—2):2
X—2~ X—2 X2~ X—2 x—2~ X—2
2 2 2
#(2*) = lim b -1)-?-1) tim X =4 i r20x=2)
x—2" X—2 x—2" X—2 x—2" X—2

Por tanto, Como f"(27) # f'(2+)ent0nces f7(2) no existe

Veamos ahora, un ejemplo de una funcién que aunque es continua y suave, en
un punto, sin embargo no es diferenciable en ese punto.

tjemplo-

sea f(X) =23/ nallar f°(0)
SOLUCION:
Empleando la forma alternativa:
£0) = lim ~ Q=1
x>0 Xx-0

f7(0) = 0 (no existe)

Lo que ocurre es que la recta tangente, en X = O, es vertical (pendiente infinita); observe su gréfica. Fig 3.5

Tr

recia

tangenie

Fig. 3.5

Por tanto, si una funcion es diferenciable
en un punto "x," ocurren tres cosas:

1. Es continua en ese punto

2. Es suave en ese punto

3.La recta tangente no es vertical en
ese punto
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94

Un problema de disefio

Ejemplo-

mx+b ;x<2 ) ) ] o
Sea: f(x)= 5 ) Determine "m"y "b" para que f sea diferenciable en todo su dominio.
X X >

Debemos considerar que para que la funcion sea diferenciable en todo su dominio tiene que ser continua y en
todo punto su gréfica debe ser suave. Observando la regla de correspondencia que define a f , notamos que
debemos centrarnos en dos cosas:

1. f debe sercontinuaen x =2, es decir:

e _ N 1 2
xI|_>r’£1(mx+b)_ f(2)_XILn;(x )
2m+b=4

2. f debesersuaveen x =2, esdecir f'2") = f(27)

_ 2 _ _
Pty tim 1@y Xt o2 oy,
x—2* X— x—>2" X—=2  x2t X-2 x—2*
@)= lim FO-f@ _ (o (mx+b)—(2m+b) _ fim M*tb-2m-b m(x-z)=m
X—>2~ X-2 X—>2~ X-2 X—2~ X-2 X2~ X=2

Por tanto y al reemplazar en la primera ecuacion 2(4) +b = 4 tenemos

tjercicioy Propuestos 3.2

; 2x+1 x<1
1. Hallar f°(1) para f(x)= )
2+Xx%;, x>1

-x?+10; x<3

2. Hallar f°(3) para f(x)=
@p ) {—6x+17; Xx>3

(2) f(0 2x+1; x<-2
3. Hallar —2) para T(X)=
X2 -7, x2-2
2 .
4. Sealafuncion f definidapor f(x) = X7+ 2x ’XSZ.
ax+b ;x>2

Determine, si es posible, los valores de ay b paraque f seaderivableen X = 2

3ax+b ;x<1
5. Sealafuncion f definidapor f(X)=q
ax” -3bx+2 ;x>1

Determine los valores para"@" y "b"para f que sea derivable en todo su dominio.

ax? +bx+c ;x<1
6. Sealafuncion f definidapor f(X)=141 .
— ix>1
X
Determine"a ","b"y"c "paraque f'(l) exista.
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3.6 DERIVACION

El proceso de encontrar la derivada de una funcion puede presentarse
complicado si se lo hace aplicando la definicion. Para hacer no tan engorroso este
trabajo se dispone de técnicas y reglas.

3.6.1 FORMULAS DE DERIVACION.

Para ciertas funciones definidas de manera simple se pueden emplear las
férmulas siguientes:

1. D((k)=0 ; VkeR
2. D ((x)=1
3. D,(x")=n(x"")
4, D (e)=¢
5. D/(a")=a"Ina
6. D,(nx)="
X
7
8
9

D,(log, X)= —
xlna

D_(senx) = cosx
. D, (cosx)=-senx
10. D, (tanx)=sec’x
11. D, (cotx)=—csc*x

12. D, (secx)=secxtanx

13. D,(cscx)=—cscxcot x

Demostraciones:

Las Demostraciones de algunas de las formulas anotadas serian:

1.Sea f (x) =k . Hallaremos su derivada empleando la definicién: f"(x) = Ling w

D, (k) = lim k=k_ lim 0_ 0 (Laderivada de una constante es cero)
h—»0 h h—0 h
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2.Sea f(x)=x entonces: DX(X):IimM:IimD:l
h—-0 h h~>0h
. oy e (XF0) =X :
3. Sea f(x):x entonces: D, (x )=ng . . Consideraremos neN. Desarrollando el

binomio y simplificando:
(x+h)" =x" [x” +nx"th+ 20 22 4 x4 b ] -x"
=lim

h—0 h

D, (x )=le

nX"th+ 200 x"2h2 1 4 nxh™t 4"

=lim
h—0 h
h [nx”’l + 200 X2 4+ nxh" 2 + h"’l]
=lim
h—0 h

. - -1 - — -
=lim| X" + 202 x"2h 4y xh"? 4L
h—0 U

T 0 0 0
D, (x")=n(x"")
4.Sea f (x)=e” entonces:
x+h _ x xah X e>< eh_l eh_]_
. e e . e'e"—e . .
D, (e*)=lim =I1im =Ilim ( ):exllm( ):ex
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
NG L

6. Sea f(x)=Inx entonces:

x+h h

In(x+h)—Inx In X n Ty h
D,(Inx) = lim ————— = lim = lim = limIn/1+—
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 X

1

' X

= In{lim[ﬂh]/]/x} = In(e}/xj
h—0' X

D (Inx) =1
X

8.Sea f (x)=senx entonces:

sen(x-+h)—senx _ .- [sen xcosh+ senhcos x]— sen x

D, (senx) = lim
x(senx) lim

h h—0 h
. senx(cosh—1)+senhcosx . senx(cosh—-1) . senhcosx
= lim = lim + lim
h—0 h h—0 h h—0 h
— senx lim COND | coex jim SEMN _ (senx)(0) + (cos x)(1)
h—0 h—0 h

D, (senx) = cosx

La demostracion del resto de estas formulas se la dejamos para el lector.
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Ejemplo-1

Si f(x)=4 entonces f(x)=0 (FormuLA1)

tjemplo-2

Si f(x)=x* entonces f'(x)=2x""=2X (FormuLA3)

Ejemplo-3

Si f(x):\/;:(x)% entonces f’(x):%(x)rl _

1
(FORMULA 3)
2Jx
tjemplo-4
Hallar la ecuacion de la recta tangente a f (x) =X’ en x =1

SOLUCION:
Observe la Fig. 3.6

Recta tangente

Fig. 3.6

La ecuacion de una recta definida por un punto y su pendiente esta dada por:
Y= Yo =m(x—xp)
El punto seria:
3
X, =1 y Yo = f(%)=(1) =1
La pendiente serfa:
m, = (%)= ') :3X2|x:1 =3

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente seria: |y —1=3(x —1)

Obviamente las reglas de correspondencia de las funciones no aparecen
comunmente en forma simple, por tanto habra que considerar reglas para estos

Casos.
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3.6.2 REGLAS DE DERIVACION

Sean f y g funciones diferenciables y k una
constante, enfonces:

1. %(kf (x) =ki"(x) (Mdltiplo constante)

2. %(f(x)+g<x»= F(x)+g'(x) (Suma)

3. 2(10-9)= "W-g(x (Resta)

4. %(f(x)g(x)) = ' (x)g(x)+ f(x)g'(x) (Producto)
5

4(100)_FM90-FT0 (Cociente
' dX(g(X)J [g(0)] ( )

Demostracion

La justificacion de las dos primeras de estas reglas seria:
1.

9k (x)) =lim
dx h—0
i k[f(x+:)— t(0)]

K (x -+ h) —kf (x)
h

_kme(XJrht:—f(x)
=kf"(x)
2.

%(f(x)w(x»:m[f(X+h)+9(><+:)]—[f(X)+9(X)]
:"m[f(x+h)—f(X)]+[9(X+h)—9(X)]
:m[f(ﬂhz—f(X)]im[g(Hhr)]—g(X)]
=F()+g(x)

[f(x+h)g(x+h)]-[f(x)g(x)]
h
Al numerador le sumamos y restamos f (x)g(x+h)
lim f(x+h)g(x+h)— f(x)g(x)— f (x)g(x+h)+f(x)g(x+h)
h—0 h
Agrupando y aplicando propiedades de los limites:

S(1(900) =1im
X -0
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“m[f(x+h)g(x+h)— f(x)g(x+h)]+[ f(x)g(x+h)=f(x)g(x)]

h—0 h

Iim[f(x+h)— f(x)]g(x+h)+[ g(x+h)-g(x)] f ()

h—0 h

II,m[f(x+h)— f(x)]

h—0 h

Iim[f(x+h)— f(x)]
h

h—0

[g(X+hh)—g(X)] (%)

g(x+h)+|h|_rg

[9(x+h)-g(x)]
h

Ihlggg(x+h)+ f (x)“gg

FO)La(x)]+ f (x)[g'(x)]

La demostracion del resto de estas reglas se la dejamos para el lector.

Con lo anterior ya podemos obtener derivadas de funciones con reglas de
correspondencias un tanto mas complejas en su forma.

E[@lol (derivada del multiplo constante)

Si f(x)=i=4x*% entonces f'(x):4i(x%):4(_

3x dx

[
>
wh
iR
~—
Il
|
>
AN

Ejemplo-2 (Derivada de suma y resta)

Si f(x)= 4\/§—g+3 entonces
X

£(x) = %(4&)—%(2x’1)+%(3) = 4[%} 2x7? +0

Ejemplo- 3 (Derivada del producto)

d

Si f(x)=xe" entonces f(x)= [%(x)}ex + x[&(ex)} =le* +xe* =e* (1+X)

Ejemplo-4 (Derivada del producto)
Si f(x)= (x2 +2)(x° +1) entonces:
f(x)= {%(xz + 2)}(x3 +1)+(x2 +2)[%(x3 +1)}

= (2x+0)(xX* +1)+(x* +2)(3x* +0)

=2x* +2x+3x* +6%°

=5x* +6X° +2X
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Para el caso del producto de tres funciones, la regla seria:

E%z[f(x)g(x)h(x)]==f'(X)g(X)h(X)+-f(X)g'(X)h(X)+-f(X)g(X)h(X)

iGeneralicela!

Ejemplo-5 (Derivada del producto)

Si f(x)=e"senxInx entonces

, d , .| d ) d
f (X)=[&e }senxlnx+e [&senx}ln X+e senx{d—xln x}

_ AaX X X 1
=e*senxIn x+e”* cosxIn x+e”*senx| —
X

E!’ﬂlo6 (Derivada de cociente)

2
Si f(x)= X—+i entonces
+

d (ool at) (o) 9 (s
f,(x):[dx“ +2)|( +1)-(x¢ +2) 2 (x +1)}:(ZX)(XS+1)_(XZ+2)(3X2)
(¢ +1) (¢ +1)°
_2x +2x-3x" —6x* _ —x* -6x" +2x
(x+1) (x+1)

Con lo anterior, podemos resolver otros tipos problemas.

Ejemplo-7
Determine f'(0), si f(x)=x(x+1)(x+2)..(x+100) .
SOLUCION:

La derivadade f seria

(%) =[(1)(x+1)(x+2)-+(x+100) |+ x(1)(x+ 2)-+-(x+100) ]+ [ X(x +1)(1)...(x +100) ] + -+ Ahor
a evaluamos la derivada en cero:

f(0)=[(1)(0+1)(0+2)---(0+100) | +[ 0(1)(0+2)---(0+100) | +[ 0(0+1)(1)...(0+100) | +---

0 0

£(0) = (1)(2)-+-(100) = 100!
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E!’ﬂlo 8
Encuentre las ecuaciones de las rectas que contienen al punto (—2, —5) y que son tangentes

a la curva definida por la ecuacion 'y = x* + 4x .

SOLUCION:

Primeramente grafiquemos la curva y el punto. Fig. 3.7

Fig. 3.7

(-2-5)

Note que el punto (—2, —5) no pertenece a la curva. Buscaremos ahora el punto de tangencia (observe que
hay dos).

La pendiente de la recta tangente es la derivada  f evaluadaen X = X, es decir
my = (%) =2x+4| _ =2x+4
—70
La pendiente de esta recta también se la puede calcular por los puntos (—2, —5) y (XO, yo) , €s decir:

m :yo_(_5)2y0+5
% —(-2) x+2

El punto (XO, yo) pertenece a la curva, por tanto debe satisfacer su ecuacion; es decir: Y, = X,> +4x, . Al
reemplazar en la ecuacion anterior, se obtiene:
Yo +5 X +4% +5

X, +2 X, +2

19

Ahora igualamos las pendientes y encontramos X,

2X0+4=M
Xy +2

2X,” +8X, +8=X,> +4%,+5
X2 +4%,+3=0

(+3)( +1) =0

%, ==3|v|%, =-1]
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Estos valores los reemplazamos en Yy, = X,” +4X, , y obtenemos los respectivos Y, :
Yo =(-3)" +4(-3)=9-12=-3
Yo =(-1)" +4(-1)=1-4=-3
Por tanto, los puntos de tangencia son (=3,-3) y (=1,-3) .
Las respectivas pendientes serian:
m, = 2(—3)+4 =-2
mg =2(-1)+4=+2
Finalmente las ecuaciones de las rectas tangentes serian:
y=(=3)==2(x=(=8))| |y-(-3)=2(x~(-1))
y+3=-2(x+3) y| y+3=2(x+1)
y=-2x-9 y=2x-1

Ejemplo-9

: , __ f(x9(x) _ —_
Si f, g y h son funciones tales que h<x)_2f(x)+3g(x)' f@Q=3, g@®=-3,
f')=-2, g°(@) =1. Determine h'(2).

Solucién:
La derivada de h seria:
(o = D{ f(0g(x) }
21 (x)+3g(x)
_ D,[ f(x)g()][2f (x)+3g(x)] - f(x)g(x)D,[2f (x) +37(X)]
[2f(x)+39(X)]
_ [F()g0) + F (g ()][2f () +3g(x)] - f () g(x)[2f(x) +39°(x)]
[2f(x)+39(x)]

Ahora evaluando en 1:

@) = [fMa®+ fOgO][2fQ) +39(1)]—2f Og@[2f @) +39° Q)]
[2f () +39()]
_ [(-2)(-3)+ QD) ][2(3) +3(-3) |- (B)(-3)[2(-2) + 3(1) ]
[2(3) +3(-3)]
B [6+3][6—9]+9[-4+3]

[6-9]
B s S
[-3
36
"9
h (1) =4
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E[@lo 10

Demuestre que las gréficas de 'f(x)= J2senx y g(x)= J2cosx se intersecan en angulo
recto en cierto punto tal que 0<x <%

SOLUCION:

La interseccion se obtiene igualando las ecuaciones, es decir: \/Esen X= «ECOS X, de aqui se obtiene
tg x =1, lo cual quiere decir que X =2

4
2p
recta
1.‘:;:;]:;_——\“_ tangenie
*f{x] =2 senx
x
-1 ] n n
z z
glx)= JZcosx
Fig. 3.8

Silas curvas se intersecan en angulo recto quiere decir que las rectas tangentes en el punto de interseccion son
perpendiculares, es decir mym, =-1 . Fig. 3.8

Si f(x)= J2sen x, entonces f(x)= V2 cosx que en el punto tenemos:

m =ﬁcos§:ﬁ[f]:1

Sig(x)= V2 cos x , entonces g(x)= —J2'sen x que en el punto tenemos:
m, =—/2sen = = —ﬁ[fj =-1

Por tanto: mym, = (1)(—1)= -1 L.Q.QD.

E!’era’,oéoy Pro_p uestos 3.3

1. Calcular las derivadas de las funciones cuyas reglas de correspondencia son:

a) f(x)=43x+2Inx—3e" 9 f(x)= xe*
b —(y® 2 senx +1
) f(x)=(x"+2)(x* +1)
1
¢) f(x)=(x—senx)(x+cosx) f) f(X):EXZexlnX
X +1
9 1(x)= X Senx

2. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion f (X) =x24+2X+2 enel

punto (1, 5) .

3. Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de la funcién con regla de correspondencia
f (X) =3x%+4 yqueseaparalelaalarecta 3X+y+2=0.
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4. Encuentre las ecuaciones de las rectas que contienen al punto (2, 5) y que son tangentes a la curva definida
por la ecuacion Y = 4X — X .

5. Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la funcién f definida por f (x) = 2x> +3x* — 24x y
que son paralelas a la recta cuya ecuacién es 12x—y+7=0.

6. Una particula se desplaza de izquierda a derecha siguiendo una trayectoria definida por la ecuacion Y = X2,

Determine el punto de la trayectoria para que la particula se desplace ahora por la tangente de la trayectoria en
ese punto y logre alcanzar el punto (4,15).

7. Una particula se desplaza de izquierda a derecha siguiendo una trayectoria definida por la ecuacion
y=7- xZ . Un observador se encuentra el punto (4,0). Encuentre la distancia cuando la persona observa la
particula por primera vez.

8. Determine f '(0), si f (X) = X(X —l)(x - 2)...(X - 50)

1000 g _p g@)=-2, @) =-1,

9. Si f, h son funciones tales que h(x) = ,
gy q (x) 31(x) - 49(x)

g’(3) =2 . Determine h"(3) .

Para funciones compuestas disponemos de la regla de la cadena.

3.6.2.1 Regla de la Cadena

Sea y=f(u) y u=g(x). Si g es
diferenciable en "x," y f diferenciable
en "g(x)" entonces la funcién
compuesta  (fog)(x)="f(g(x)) es
diferenciable en "x "y

(1) = Flet)[g ()]

O lo que es lo mismo
dy dydu
dx du dX|,_g(

Ejemplo-1

Siy= (X2 + 2)20 entonces haciendo U = g(X) = X* + 2 tenemos Y = f(u) =U? de donde
Q:ZOUH yd—u:ZX.
du dx
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Por tanto 3){ = j?jj?( = (20u19 XZX) que al reemplazar " U " resulta
dy 9 9
o (zo(x2 +2f sz) = 40x(x? + 2f

El ejemplo anterior fue resuelto con un enfoque de cambio de variable para
observar la regla de cadena. Pero en la practica esto no es necesario, la regla de
la cadena puede ser aplicada de manera rapida.

tjemplo-2
Sily= sen(x3 —3x entonces y'= D, (senu)D, (x3 —3x): [cos(x3 —3x)l3x2 —3J

u

Ejemplo-3

3 2
S y:[x +3X° + X

x? -1
| .
u

3 2 2 3 2
y’:30[x +3X +x} D{X +3X +x}

30
} entonces

x? -1 x2 -1
:30{x3+123x2 +Xr [(3x2 +6X +1)<x2 —1)—(2x3+3x2 +x)(2x)]
xX° -1 (Xz _1)

Para el caso de funciones de la forma Y = f(g(h(x)) haciendo que
v=h(x) tenemos y=f (g(v)) y ahora haciendo que U= g(V) tenemos
dy dydudv
dx dudvdx

O mas simplemente y’= [ f'(g(h(x)))][g'(h(x))][h’(x)]

y=f (u) ; entonces

Ejemplo-4

4
Sily= cos4(3x2)= {cos(sz } entonces:

Y
=~
u
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y= 4[005(3x2)3D [005(3)( )]
=4[cos(3x2)] [ sen(3X )Dx( )
:4[003(3x2)] [ sen(3x2)16x

Ahora analicemos los siguientes ejercicios resueltos:

Ejercicio-Resuelto-1
si f(2)=4, f(4)=6, f(2)=-2 hallar:

a);([f(x)]S en X =2 b) (f o f)(2)

a) %[f(x)]"‘ =3[f ()] f'(x) queen x=2 serfa:

I £ 2) =3(4)*(-2)=—-96

4
b) (fof)@=[f(f (2)]=[f'(f (2))][f'(2)]= [t @] @)]=®)(-2)=-12

Ejercicio-Resuelto-2

Si H =% y ademés: h(2)=-1 g(2)=3; f(3)=2; h'(2)= -2 f(3)=

H'(2).

SOLUCION:

5, g'(2) = -3; determine

Como H(x) = % entonces:

H(x) = D{ f (g(x»} IEARICTEN) IORRICIELIE
ne) O

_ [F(@09)]g 0h) — f (g (x)
(o]

que en x =2 serfa:

3
[f'(g(Z))]g'Q)h(Z)— f(9(2)h"(2)
H'(2)

[h@)F
_[Fek-3E-[fek-2)
(-1?
_BE3)ED-(2(-2)
1

H'(2) =19
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Ejercicio-Resuelto-3

Demuestre que la derivada de una funcién par es una funcién impar
SOLUCION:

Sea f una funcion par, entonces se cumple que f(—x) = f (x) . Ahora tomando derivada a ambos

D, [f (-x)]= D[ f (%)]
[ 0)-1)= ()
—f(=x) = f(x)

f(x)=—1"(x)

La tltima igualdad nos indica que f~ es una funcion impar. L.Q.Q.D

miembros de la igualdad tenemos:

Finalmente las formulas de derivadas para funciones compuestas quedarian:
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E!’eroéoéoy PV’EE uestos 3.4

1. Calcular las derivadas de las funciones cuyas reglas de correspondencia son:

Moisés Villena Mufioz

g f(x)=vx*—2x+2 9 f(X)_[;eSnZXXjS
1
b f(x)= %3 ) f(x):ln[ln(x2+1ﬂ
e —e* 1 x2 1
K f(X)_ex+e‘X ) f()()_4m[x2—4j_x2—4
x* -1
9 fx)= X% +1

2. si V={f/f esuna funcién derivable en un intervalo | }. Demuestre que:

vf eV[f =x)=—FfX)=f'(-x)=f ‘(x)] (La derivada de una funcién impar es una funcién par)

3. HaIIar(fog)’(X),si f(U)=eu2 y u:g(x):"{ll+cosz(2x)

4. Sean f,gyh funciones diferenciales paratodo X € IR , tales que:
g(@)=2g'(@)=-2,h(2)=3,h'(2)=-1, F(3)=3, f'(3)=-5, f(a)=a, f'(a)=-2.
h(a)=a, h'(a)=4

En x=a determine el valor de:

a) (go f) b) (gehy o (hog)
fohog—hog '
foho -7 =
9 (fohog) e)[ o ]

5. Sea f(0)=0y f'(0)=2,encuentreladerivadade f(f(f(f(x)))) en x=0.

6. Supongaque f es derivable y que existen 2 puntos X; y Xo tales que (X)) =Xp y f(Xp) =X .Sea
g(x): f (f (f (f (X)))) pruebe que g'(X) = 9'(X2)

7. Pruebe que si un polinomio p(X) es divisible entre (ax + b)2 entonces p'(X) es divisible entre (ax + b) .

Sugerencia: Escriba el polinomio de la forma P (X) = [C ( X)] (ax + b)2 y derivelo.
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3.6.3 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

La derivada es una funcion por tanto se podria obtener también la derivada de
esta funcion y asi sucesivamente. Es decir:

Sea y=f(x) una funcion "n " veces
y
derivable, entonces:

La primera derivada es:
f(x+h)— (x)

y=f(x)= dy =D,y =lim
dx

h—0

La segunda derivada es:
d?y

d’y £ (x+h) - f'(x)
dx?

D,(y)=y"=f"(x) =

D2y = lim
Xy h—0

La fercera derivada es:

- vrr prrs d3y 3 ‘
D(y )=y =f (x)=ﬁ=ny=I|m

7 (x+h)— £ (%)
h—0 h

En fin, La n—ésima derivada es:

d'y
dx"

yn:fn(x): fn_(x+h)_fn_(x)

Dy = lim
Xy h—0

Ejemplo-1
Hallar DQ(&]

SOLUCION:
1

1-2x

Obteniendo derivadas hasta poder generalizarla, resulta:

=(1-2x)".

Aquitenemos: Y =

y=—(1-2x)7(-2)=@1-2x)22=1(1-2x) 22!
y=2(-2)1-2x)%(-2)=2(1-2x)322 = (2)(1-2x) 322

y =2(=3)1-2x)*(-2)2% = (2x3)(1-2x) 2% = @)(1-2x)*2°

vV = (2x3)(-4)(1-2x)° (-2)2% = (2x3x 4)1-2x)°2* = (4f1-2x) " 2*

Directamente la quinta derivada seria y¥ = (5!)(1 - 2X)_6 2°

Por tanto la "n-ésima” derivada sera: y" = (nf)1—2x)"")2"

109



Moisés Villena Mufioz

110

Cap. 3 Lladerivado

tjemplo-2

Hallar DX”( L J
1+3x

SOLUCION:

Aqui tenemos: Yy =

1+3x

Obteniendo derivadas:

y=—(1+ 3x)’Z (3)

y'=+2(1+ 3x)73 (32)
y=-(2x3)(1+3x) " (3°)
y" = +(2x3x4)(1+3x) " (3)

Directamente la quinta derivada seria y* = —(5!)(1+ ?:x)f6 (35 )

=(1+ 3x)’l.

Por tanto la "n-ésima’ derivada seria: 'y" = (=1)" (n!)(1+ 3X)_(n+l) (3” )

tjemplo-3

Demuestre que Dy (x" )= n; neN

SOLUCION:
Como y =x" entonces:

y= nx"t
y'=n(n-1)x"?
y“=n(n-1)(n-2)x"*

tjercicio-Propuesto- 3.5

1. Calcular las derivadas de orden superior indicadas.

dx?|  1+x
¢ dTr:][xex]

5
D[

. DX30|:1+ X:|
1-x

. d)(T[xsenx]
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d|_d?( 1 ]
2. Determine —| X—=
dx|  gx2\1+x

3. Usando el simbolo factorial, encuentre una férmula para:

DQ(anx” +a, X"+ +ax+ag).neN

4. Determine un polinomio P degrado3talque P(1) =1, P°'@Q)=3, P") =6, P () =12.

Hasta aqui hemos tratado con funciones cuyas reglas de correspondencia
estaban dadas por una ecuacion de la forma y = f (X) esta forma la llamaremos

en adelante EXPLICITA; suponga ahora que la ecuacion de una funcién esté dada
en la forma F(X,y)=0, forma que le llamaremos IMPLICITA, y suponga que se

desea obtener la derivada Yy de esta ecuacion sin necesidad de despejar Y ; de

ahi la necesidad de mencionar mecanismo de derivacibn para este tipo de
problema.

3.6.4 DERIVACION IMPLICITA

Para obtener Yy en una funcién implicita F(X,y)=0 sin necesidad de
despejar Yy ; es mas, suponga que no se pueda despejar y, hay que considerarla

como F(x, f(x))=0 y derivando cada miembro de la ecuaciéon tomando en cuenta
las reglas mencionadas lograriamos lo deseado.

tjemplo-
Sea X! — y5 =0 la ecuacion de una funcion (aseglrese que en verdad representa una funcion) la derivada la
podemos obtener por una de las siguientes formas:

4
1. Despejando Y (forma explicita: y = XA ) entonces:

4y
=—X 5
y 5
2. Sin despejar Y (forma implicita: x* —y® = 0).

. 5 . . L,
La consideraremos como X* —[ f (X)] = 0. Ahora derivamos cada miembro de la ecuacion:

O, X ~[f(x)] |-D,[0]
ax’ 5[ f (x)]' £1(x)=0
Ahora despejamos f(x):
) 4x°

X)=——;
5[ 1 ()]
Por ahora podemos comprobar que los resultados son los mismos, simplemente habria que reemplazar

f(x)=x%:
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ETCIRFTET

3 3 3
f'(x) 4x 4x 4x 4 %

tjemplo- 2
Sea X% + y2 =1 con y >0 (semicircunferencia), hallar y’
SOLUCION:

PRIMER METODO.
Como es posible despejar Y , tenemos Y = ++/1— x2

y=1(1-x’ )_}/2 (-2x)
Entonces: X

SEGUNDO METODO.

Implicitamente consiste en observar la ecuacion dada como x2 + [f (x)]2 =1 vy tomar derivada a ambos

2 2)_
miembros de la igualdad: DX(X +[f00] )_ D,()
2x+2f(X)f'(x)=0
que es lo mismo que: 2x+2yy'=0

despajando Y~ resulta:|y'=——=—

Una dificultad puede ser que la ecuacién dada no represente lugar geométrico.

tjemplo-
Suponga que la ecuacion fuese x2 +y? = -1

Esta ecuacion no representa lugar geométrico, sin embargo obtener Yy~ seria de la misma forma que el ejemplo
anterior.

En los ejemplos anteriores se demuestra que la derivacion implicita es valida,
la comprobacién no siempre va a ser posible. Pero lo que se requiere es obtener
la derivada y es lo que hemos dejado explicado.

Observe ademas que las ecuaciones implicitas podrian representar no solo
funciones sino una relacién cualquiera, entonces estariamos en capacidad de
obtener la derivada en cualquier punto de esa relacion.

Ahora analicemos los siguientes ejercicios resueltos.
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Ejercicio-Resuelto-1

Hallar y* para 4x® +7xy? = 2y

SOLUCION:

Obteniendo derivada a ambos miembros y resolviendo tenemos:

D,[4x + 7xy2)= D, [2y?)
12x2% + (7y2 +7x2yy’): 6y2y
12x% + 7y2 +14xyy'= 6y2y'

- ' . 12x% 4 7y?
Despejando ' resulta: |y'=""5 -
6y- —14xy

Ejercicio-Resuelto-2

Hallar y~ para X+ In(xzy)+ 3y?=2x*-1

SOLUCION:

Obteniendo derivada a ambos miembros, tenemos:

DX(X + In(xzy)+ 3y2): DX(ZXZ —1)

1+ i[2xy + xzy']+ Byy'= 4x
x%y

1+E+L+6yy': 4x
Xy

Despejando Y~ resulta:

. 4x-1-2
y=—"—-7"
6y+y

Ejercicio-Resuelto-3

Hallar y* para cos(xy2)= y2 4 xx+y
SOLUCION:

Obteniendo derivada a ambos miembros, tenemos:

Dx(cos(xyz)): Dx(y2 +xx+y )
—senlxy? Jry? + x2yy’]: 2yy+1/x+y + x5 (x+ y) 720+ y)]

- y2 sen(xyz)— 2xyy’sen(xy2): 2yY /X +Y + N):(Jf ; + 2\/))((y+ y
Despejando Y~ resulta:

2 2)_ _x
. y sen(xy) Xty Zm

X 2
2y + Zm +2xysen(xy )
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tjercicio-Resuelto-4

Determinar la ecuacion de la recta normal a la curva cuya ecuacion es XCOS 'Y = sen(x + y) en
P00).
SOLUCION:

1
Myg
D, (xcosy)=D,(sen(x+y))
1cos y + x(—sen yy') = cos(x + y)[L + y]
En la Gltima expresion se puede reemplazar las coordenadas del punto, es deci: x=0y y=0 'y luego
cos 0+0(—sen 0y’) = cos(0+0)[1+ y|
despejar y :[1+0=1+Yy

La recta normal es la perpendicular a la recta tangente, por tanto Mpqrma =

Ahora My, = Y| (0,0) Obteniendo Y resulta

y=0
Esto quiere decir que la recta tangente es horizontal y por tanto la recta normal sera vertical con pendiente
1
Moormar = _6 =-®©
1
o |y-0=——(x-0 :
Y su ecuacion seré: y 0 ( ) (eleje y).
x=0

Ejercicio-Resuelto-5

Sea X°y —2y° =2 Encuentre y'' en (2,1).
SOLUCION:
Primero se encuentra y':

Dx (Xzy_2y3): Dx(z)
2xy + X2y —-6y2y'=0

En (21) serfa: i,(f)f) +(2)°y-6)*y=0

Ahora encontramos Y'" volviendo a derivar implicitamente:

D, (2xy +x2y—-6y? y'): D, (0)
2y + 2Xy +2xy +x2 y”—(12 yyy+6y? y”)z 0

2()+2(2)(2) +2(2)(2) +(2)* y -12(1)(2)(2) -6(1)* y =0
En (2,1) seria: 2+8+8+4y"-48-6y =0
y'=15
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E!’eroécwy PV’EE uestos 3.6

dy

1. Encontrar — para:
dx
2 d. secy+tany=x
XA”’A - In i) \/x 5y
. + =
b. In(xy)+ e () +y
c. +Iny=

2. Demuestre que la rectas tangente a las curvas definidas por las ecuaciones y2 =453 y 2x2 + 3y2 =14

en el punto (1,2) son perpendiculares entre si.

3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion X3 + 3xy3 +y =5 enelpunto
(kY

4. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica de (X2 + yzf = 8X2y2 en el punto (l,—l)

5. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion Xy — sen %(X + y) +1=2
enelpunto (1,1)

3 3
6. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacién x2 +y2 =2 que es paralela a
larecta X+ y+6=0

7. Determine las ecuaciones de la recta normal a la curva que tiene por ecuacion X2y2 = (y + 1)2 (4 - y)2
el punto (0,—2) .

8. Determine la ecuacion de la recta normal a la curva definida por la ecuacion xcos(Z y) = 3sen(x + y) en el
punto (0,0) .

9. Determine todos los puntos de la funcion f que define la ecuacion X2 + y3 = 2xy donde la recta tangente
a f seahorizontal.

10. Encuentre y'' si X3 - 4y2 +3=0
2 2

11. Calcula: (;—Zy para X% + yé =1
X

12. Paralafuncién y = f(X) dada en forma implicita por la ecuacion

y—7 d2y
X—tgy+e’ 4 =2 determine —2- enel punto (2,%),

dx?

3.6.5 DERIVACION PARAMETRICA

Las ecuaciones de ciertas trayectorias son dadas en la forma:
X = X(t
C :{ ®
y=y()
Tanto X como Yy estan expresadas en términos del parametro t, el objetivo

serda hallar directamente jy )

X
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3.6.5.1 Teorema de la derivada de funciones definidas por ecuaciones

paramétricas.

Suponga que x=x() y y=y() son
funciones continuamente diferenciables,
y que X (t) # 0 para cualquier "t" de cierto
infervalo. Entonces las ecuaciones

paramétricas definen a "y" como una

funcién diferenciable de "x" y su
derivada es:

dy
dy dydt gt
dx dtdx dx
dt

Ejemplo-1

Sea la circunferencia con ecuacion cartesiana X2 + y2 =1, la derivada también puede ser hallada partiendo

dy

X =cCcost A
de su ecuacion paramétrica C : , €s decir: L _dt _ cost X
y =sent dx dx —sent vy

dt

Esta manera representaria un tercer método para hallar la derivada, tal como se puede observar.

Ejemplo-2

t
=e'cost
Sea 4 hallar Yy

y =elsent dx

SOLUCION:

dy
dy gt _ e'sent+e'cost sent+cost

dx  dx  elcost—elsent cost—sent
dt

Para hallar derivadas de orden superior, observe que la primera derivada es

funcion de "t", es decir que %= y'(t) ; por tanto:
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. ol dly )]
. 1d%y  d .. dly )] dt dt
|—=— t = —_—= =
Tercera Derivada o [y ] T oo dx y )
dt

Y asi sucesivamente.

E{%l& 1
— 3
Sea C :{X = cost hallar dy

y =sent ax®
SOLUCION:
dy
Ya encontramos la primera derivada: @ _ dt _ oSt _ oy (t)
dx  —sent
dt
d, ., d
2y —(Y) (-cott)  _(—csc?t
La segunda derivada seria: d g _dt - dt = ( ) =—csc’t
dx dx dx —sent
dt dt
. d’y %(y ) a(—csc%) —3csc’ t(—cscteotgt)
La tercera derivada seria: —= = = = =-3csc’ teotgt
dx dx dx —sent
dt dt
tjemplo-2
_ et 2
sea 1€ pallar 4
y =e'sent X
SOLUCION:
La primera derivada ya la encontramos:
dy

dy _ gt _ e'sent+ecost _ sent+cost

dx  dx  elcost—elsent cost—sent

dt
La segunda derivada seria:
d, . d ( sent + cost
d?y E(y) B dt[cost—sentj
dx? dx dx
dt dt

(cost —sent)(cost —sent ) — (sent + cost)(—sent — cost)
(cost —sent)’
e' cost —e'sent
(cost —sent)” +(sent + cost )’
(cost —sent)’
e'cost —e'sent
_ cos’t — 2costsent + sen’t + sen’t + 2costsent + cos’ t
B e' (cost — sent)’

d?y 2
dx? e‘(cost—sent)3
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tjemplo-3

d"y x=Int
Calcular . para:

m

dx y=t :meR
SOLUCION:
Hallando las primeras derivadas, suficientes hasta poder generalizar, tenemos:
dy
— m-1 m,-1
Primera derivada: &Y — ~dt ML~ _ mUET_m
dx - dx 1 -
dt t
. dveol
d met™"
Segunda derivada: y__dt _ =m?2t™
dx? dx t
dt
. dvol
d met™"
Tercera derivada; -3 =4t _ =m3"
dx? dx tt
dt
. . . d ! y 4:m
Directamente, la cuarta derivada seria: d—4 =m~t
X
n
Por tanto; Y mnem
dx"

tjercicioy Propuestoy 3.7

d
1. Hallar & para;

_ Js2
x = a (cost + tsent) X=NL"+1
a b. t-1
y = a (sent —tcost) y=
t? +1
3 x = a(t —sent) n
2. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva ent=—
y = a(l-cost) 2
=2t —t2
3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto (1,2)
y=3t-t

B X =4sen 2t —3cos3t
4. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva ent=0

y = 3sent +4cos2t

2

X=t
5.Sea C la curva con ecuaciones paramétricas ; t € IR . Encontrar las ecuaciones de las

y=2t3+4t-1

rectas tangentes a C y que pasen por el origen.
_ ~ [y=cost d?y d3y
6.Sea C la curva con ecuaciones paramétricas . Calcule a) yb) ——
x = In(cost) dx? dx3
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3.6.6 DERIVACION POLAR

Si una curva tiene sus ecuaciones en coordenadas polares, para encontrar la
derivada procedemos del mismo modo que para ecuaciones paramétricas.

X =rcos(9)

Si tenemos r = f(8) y como
y =r sen(6)

x = f(8)cos(9)

Al reemplazar queda
y = f(8)sen(0)

d dV ‘ f(@)send + f (8)cosé
Entonces & = deo =—
dxde‘ f'(8)cosé — f (6)send

dx

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente:

Considere que la ecuacién cartesiana de una recta, definida por un punto y su
pendiente, es de la forma:

y - yo:m(x_xo)
Entonces:
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y, = f(6,)send,
M dy _ /9 _ F(G,)send, + f(6,)cosb,
dx dx f°(6,)cosg, — f(6,)send,
dg|,,

tjemplo-

Encuentre la ecuacion de la recta tangente a r = f(0) =

SOLUCION:
Observa la gréfica:

r=4sen38

4sen30 en O, =~

recta tangente

Fig. 3.14

X9 = f(60) cos(8g) = T (%) cos(Z)
= [4 sen 3%]005 %
_42 A2

2 2

X0=2

En este caso

Yo = T (80)sen(8g) = T (%) sen(%)
= [4 sen 3%]sen %
_42 A2
2 2

Yo =2

Para la pendiente, tenemos: ' f*(6) =12cos36

Entonces:

_ 7(6p)sendyp + f(dp)cosby

" £(6p)cosby — f (6p)sendy

T T T T
_ 12C053T en-+ sen3Z oS-
12 cos3£]cos£ - lAsen3%]sen %
122 }f {M]ﬁ
2 2 2
- V2 |V2 |2 |42
‘127 2142 e
_—6+2
-6-2

1
m=—
2

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente estaria dada por:

Y= Yo =mM(X=Xq)
y-2=3(x-2)
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tjercicios propuestoy 3.8

1. Hallar la ecuacion de la recta tangente a r = —4cos 36 €N g, = %

2. Hallarla ecuacion de larecta tangente a r = 4sen36 €N g, = %
3. Hallar la ecuacion de la recta tangente a r = \/Esen 30 en g, = %

4. Hallar la ecuacion de la recta tangente a r = 3—4sen3¢ €N ¢, = %

3.6.7 DERIVADAS DE FUNCIONES INVERSAS

3.6.7.1 Teorema de existencia de la funcién inversa.

Si f es una funcidn estrictamente
mondtona en su dominio entonces f tiene
uha inversa.

El teorema nos indica que es suficiente definir que una funcién es
estrictamente creciente o estrictamente decreciente para saber que es una funcién
qgue tiene inversa. Ahora nos vamos a preocupar de la derivada de la funcién

inversa.

3.6.7.2 Teoremade laderivada de lafuncién inversa.

Sea f una funcién derivable vy
estrictamente mondtona en un intervalo
1. Si f'(x)=0 en cierto "x" en 1, entonces
f* es derivable en el punto
correspondiente "y",y

d, ], 1
[&f }(y)‘ £ (x)
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Lo que en esencia nos manifiesta el teorema es que la pendiente de la recta
tangente a f (m,) y la pendiente de la recta tangente a f (m,) se relacionan

de la forma

2 . Y que se puede encontrar la derivada de la inversa f ™,

trabajando con f en el punto correspondiente. Es decir, sin necesidad de conocer

la regla de correspondencia de f .

122

JL}J

-

Fig. 3.15

tjemplo-1

Sea f(X) = X> + 2X +1 una funcion estrictamente monétona. Hallar {di f ‘1}(4)
X

SOLUCION:
En este caso "4" es rango para f por tanto habra que encontrar el correspondiente X para reemplazarlo en:

&' o=

Entonces, teniendo 4 = x° + 2x +1 por inspeccion deducimos que X =1 la satisface.

d _1} 1 1 1
Porlo tanto, | — f =—r=— " ==
{dx IO sz 7

No olvide que este resultado significa que la recta tangente a f enel punto (1,4) tiene pendiente m=7 y
por tanto su ecuacion seria: |y — 4 = 7(x 1)

. - . . . 1
En cambio, la recta tangente a f'enel punto correspondiente (4,1) tiene pendiente m :? y por

ecuacion: |y —1= %(x -4)
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tjemplo-2
Obtenga la derivada para la funcion inversa de f(X) =€" empleando el teorema de la

derivada’de la funcién inversa.
SOLUCION:

d 1
De acuerdo al Teorema de la Derivada de la Funcion Inversa {— f 1}(x) = m
y

Como f(x)=y=e" tenemosque f'(x)=e* y f'(y)=e’ yademas al cambiar la variable resulta
x =eY, lo cual nos permite decir que: f"(y) = x

d 1 1
Bien, reemplazando {d— f _1}(x) = ==
X

fly) x
(No olvide la inversa de la funcién exponencial es la logaritmica, es decir: f _1(X) =Inx, cuya derivada la
determinamos con su definicion)

3.6.7.3 Derivadas de las Funciones Trigonométricas

Inversas
1
D, (arcsenx)= ——— ;-1<x<1
: V1-x?
Dx(arccosx):—#2 —1<x<1
1-x
D tgXx)=
(arctg x) .
1
D tgX)=—
. (arccotg x) Ty
1
D,larcsecx)=—— ;X >1
aroseen)= % N
Demostraciov

Demostraremos la primera.
Planteemos el problema de la siguiente manera:

sea f(X)=y=senx hallar D |f *(x)|= D, [arcsen ]

SOLUCION:
Aplicando el teorema de la Derivada de la funcién inversa tenemos:
_ 1
D, |f 1(x) =D, |arcsenx|=——
L1 200]- D faresend-

Entonces, f’(y) =cosy . Ahora habra que encontrar cosy, sabiendo que x=seny (cambiando la
variable en la funcién dada).

Por trigonometria, decir que seny =% significa que cosy =+v1-x? (observe la figura 3.16)
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cosy
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Fig. 3.16

Las formulas anteriores pueden ser generalizadas para una funcion

u=u(x)
1 ,
D, (arcsenu)=-———u
1-u®
1 ,
D, (arccosu)=-———u
1-u®
D tgu) = [
(arctgu) L
1 ,
D, (arcsecu)= ———u
( ) uu? -1

—l<ux<l

—l<ux<l

>1

Ejemplo-

Hallar y* para arc tg[yj =In/x? + y2
X

SOLUCION:
Derivando implicitamente, tenemos:

Dx[amg(xﬂzoxpm<xz+yz)1

NlH

U

Cly-y), _ x+yy
XZ(X2 + yZ) X2 + y2
XY=y =x+yy
Xy =yy=x+y
. Xty
oy
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tjerciciosy Propuestos 3.9

18 f(x)=x"+3x3+2 hallar [di f 4}(6)
X

d
2. s f(x)=x?-3x+1 3 hallar | — f7|(5).
i f(x)=x%-3x+ parax>é allar [dx j()

3. Hallar [j_g](%) si g eslafuncioninversade f tal que: f(x) =Inx+arctgx
X

4. Si f es una funcion inversible y diferenciable. Si en el punto (2,4) € f , la recta tangente es paralela a la

recta X—3y+2 =0 determine el valor de (di f 71}(4) .
X

5. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la inversa de la funcion f(x) = x3+2x-3 en el punto
0.t %0)

6. Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcion y = f_l(x) en el punto(—Z, ft (—2)) donde
f(x) =3x3+2x+3, xelR

7. Hallar la ecuacion de la recta normal a la inversa de f en (Za, f’l(2a)) si se conoce que
f'(a)=f(a)=2a.

8. Hallar (dif‘lj(o) conociendo que la ecuacion cos(xy)+x—3y =2 define una funcion invertible

X

(y =f (x)) en un intervalo que contiene el punto x =1y f(1) =0

d
9. Calcular —y, para:

4senx
a. Y= Xxarcsenx— In{x + \/x2 +1} cy= arctg( j

3+5c0sx

b. y= Xarctg(%j_ In(x2 +4) 6 y= earctg(x3+senx)

3.6.8 DERIVACION LOGARITMICA

Cuando las reglas de correspondencia de los lugares geométricos son un tanto
complicadas o cuando son funciones potenciales de la forma y = f(X)*™, Io
mejor sera aplicar logaritmo y derivar implicitamente.

tjemplo-1

Hallar L para 'y = x*
dx

SOLUCION:
Primero, aplicando logaritmo, tenemos:

Iny = Inx*
Iny =xInx

Ahora derivando implicitamente, resulta:
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Dy (Iny)= Dy(xInx)

ly’= @DInx+ X(Ej
y X
y=y[Inx+1]
y'=x*[Inx+1]

Ejemplo-2

Hallar % para y = [sen 2x "9
SOLUCION:

_ rctg x
Primero, aplicando logaritmo, tenemos: Iny = In([sen 2x]a )
Iny = arctg xIn(sen 2x)

Ahora derivando implicitamente, resulta:
Dy Iny = D, [arctg xIn(sen 2x)]

1,
Ve In(sen 2x) + arctg X{sen o (cos 2x)(2)}
{In(sen 2x)  2arctg xcost}
=y 5+
1+X sen2x

y = [sen 2x e x|: In(sen ix) , 2arctgxcos 2x}
1+x sen 2x

tjemplo-3

Hallar g—y para 'y = X*
X

SOLUCION:

Ahora, hay que aplicar dos veces logaritmo.
Primero, aplicando logaritmo tenemos:

Iny=In{x*
Iny=x"Inx
Luego, volvemos a aplicar logaritmo:
In(Iny)= In(xX In x)
In(Iny) =Inx* +In(In x)
In(In y) = xIn x+In(In x)
Y ahora si, derivamos implicitamente:
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D, [In(In y)]= D, [xIn x+In(In x)]

y=ylIn y[ln X+1+ ! }
xInx

y=x* Inxxx{lnx+l+ ! }
xInx

1

X

Existen situaciones en que es recomendable emplear la derivacion logaritmica

S G
y=x" x"Inx|{ Inx+1+

Ejemplo-

dy % +2 3/1+arctgx
Hallar =~ para y =

dx 4/1+ e*
SOLUCION:
Primero, aplicando logaritmo, tenemos:

WEE

‘\'/1+ex

Iny = %In(x2 + 2)+%In(1+arctg x)—%lnﬁ+ ex)

Ahora derivando implicitamente, resulta:
Dy(Iny)= DX(%In(x2 + 2)+%In(l+ arctgx)f%ln(lJr ex»

1,1 1 1 1 1 1 1 X
—y= (2x)+ - e
Yy 2x242 3l+arctgx\1+x%) 41+eX
Y=y 1 1 (2x)+ 1 1 1 )11 (ex)
2x242 3l+arctgx(1+x2) 41+eX

Finalmente, reemplazando resulta:

y,:\/EQ/uaTgxﬁ L it [1}11(X)}

X)+ - e
‘\1/1+ex LZ X242 3l+arctgx(1+x2) 41+¢*

tjercicios Propuestos 3.10
dy

1. Calcular — , para:
dx

y sec®x  3ftgx +1 e. y=x"n
a. =
Vesex® -4 2 \arctg 2x
%/_ y arcsen \sen = x
_x2 f. =
b,y =43 cosax X arccos (cos % x
(4x - x3)5
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Jx-1

o yeren) |y = farosen e
o y=(ifsen(a) Fresteot>)

3)(
d Y=X i (x+y) =x2+y?
) 2\%
ioy= (l+ X )
: y iy y x Jn(x+1)
2. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion y ={1+e en el
punto (0,1)

3. Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion. xY + yX =2 enelpunto (L1).

2
4. Determine u(1,2) ,si existe, para XY + xy = 3

dx?

3.7 FUNCIONES HIPERBOLICAS.

Existen funciones especiales, denominadas Hiperbdlicas, que se definen a
partir de la funcion exponencial.

3.7.1 FUNCION SENOHIPERBOLICO

. e —€
Su regla de correspondencia es [y = f(X) = senhx = T

Por tanto su grafica seria:

4y
e’ —e’
2 = 5
n] I
-2 [u] Z
-z
Fig. 3.17

3.7.2 FUNCION COSENOHIPERBOLICO

X —X

+€
Su regla de correspondencia es: |y = f(X) =cosh x =
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Por tanto su grafica seria:
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JL}(-.
_ et 4+’
2
2
0 Jf.
-z 0 2 "
Fig. 3.18
-2

3.7.3 FUNCION TANGENTEHIPERBOLICA

Su regla de correspondencia es:

y = f(x)=tghx =

senhx e —e”
coshx e +e”

Por tanto, su grafica seria:

Se puede demostrar que

Fig. 3.19

cosh’ x —senh’x =1
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3.7.4 DERIVADAS DE FUNCIONES HIPERBOLICAS

D
D
D
D
D
D

,(senh x) = cosh x
(cosh x) = senh x

,(tgh x) = sech?x

ctgh x) = —csch?x
x\C1g

,(sechx) = —sechx tgh x

)
(cschx) = —csc hxc tgh x

X

iDemuéstrelas!

Misceld

1. Determine si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique formalmente su respuesta.

a)

Si 7(2)=9"(2) =g(2) =2 entonces [WJ(Z) =4

Lafuncién f(x) =|senx| noes derivable en X =0

Si f y g son derivables en x=c y f'(c)=9g(c)=0 y h(x)= f(x)g(x) entonces
h'(c)=0.

La ecuacion de la recta tangente a la curva y = xS enel punto (1,1) es y-1= 3(x —1).

enXx—

.S 1 .
La expresion lim es la derivada de f (X) =senx cuando X =
X X— %

SIE]

La funcion f (x) = 6x3 +5x — 3 no tiene rectas tangentes con pendiente 4.

X X 1
Si y(x) = x* entonces y'(x) = x* xx[lnx+ln2x+—j
X

Si g(x) = f(ef(x))tal que F(0)=In2, £ (0)=-2y f(2) =3 entonces g(0) = 12
Si f es una funcion continua en el intervalo cerrado [a,b] y f(a)= f(b) entonces en algiin punto
del intervalo abierto (a, b), lafuncion f tiene una recta tangente que es paralela al eje X .

1
()
Si f, g y h son funciones tales que (f ogo h)'(2) =4, g=9g@®=-1y
h(2) =h'(2) =1 entonces f'(-1) =0

Si f es una funcion invertible entonces [dif’lj(x) =
X

Si f es una funcion inversible y derivable tal que f'()=4 y f(@)=-2 -entonces

d .1 B
(d—xf ](—2)_1.
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si h(x) = fL+ f@+f(x)), fW=1, fQ=-1, Q=5 f'@Q=-2y f©0)=3
entonces h'(l) =30

2x-1, x21
La funcion de variable real f con regla de correspondencia f (x) = & :0<x<1 es derivable
3x ; x<0
en todo su dominio.
g(x) ;X<0

Existen funciones ¢ y h tales que la funcion f (x) = 3x2 —5x+4 ;0 < x <1 esderivable en
h(x) x>1
todo R .

3

Si tenemos las curvas f(X) = x2 +ax+b y g(x)=Xx"+cx. Entonces no existen valores

a,b,c € R, tales que ellas posean una recta tangente comdn en el punto (2,2) .

Sila ecuacion x¥ = y* define una funcion y = f(X) entonces la ecuacion de la recta tangente a
en el punto (1,1) es y=x-1.

Si g eslafunciéninversade f(x)=2x+Inx entonces g'(2) = %

33X  x<

? entonces f (1) existe.
X“+2 ;x>1

Si f esunafuncién de variable real tal que f (x) = {

f(2)=g'(2) = 9(2) = 2 entonces (fog)(2)=4.
Si f(c)=g(c)=0y h(x)=f(x)g(x) entonces h’(c) =0

Si Ces un lugar geométrico en el plano cuyos puntos satisfacen la ecuacion:
2 2

X
_2+E)/_2 = ;abeR— {0} , entonces la recta tangente a C en cualquier punto
a
P(xg, Yo )< C , tiene por ecuacion XLZY + yLZy =1
a b

Si f y g sonfuncionesde IR en R talesque f'=g entonces f =g

dy

Encuentre — para
dx

x2y? + ec0s(X+Y) _ ycos y n Y00 = x%+2 3+arctgx
y) = (x2 +1)nx f'/l+ eX

2 3x Loy(x) = (39”3X)amtg(xz)
y(x) = \/sen(ln (cosx+e »

1)1 %
yarctg(?j_l 5

yx) = x& +eX
y(X) = +/x cos/X +/x

y(x)=1In

2
i y(x) =arcsen(Inx)+ 319" X

y k. In(x+y)= arctg(%)

L y(x) =el9X tg(ex)

m (x+y) =x?
243X
2-3x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Hallar %[[f (X)]2 +1]

x* sen(%) x<0
X
Determine los valores para”a "," b "y " ¢ " de modo que la funcion f (X) = ax+b 0<x<1

ox?+d X >1

Sea continua en X=0 'y derivable en x=1. Ademas determine, de ser posible,

[Fe2llil)- 1y

) . ) . X = 2sect
Encuentre la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas {

y = 2tant

ent=—"
6

2
Si ' (x)=x%X, f()=0y g(x) = (x +1)2+3 determine el valor de (g ° f)'(l).
Determine las ecuaciones de las rectas tangentes a la curva definida por las ecuaciones paramétricas

X = cost
enelpunto (0,0).
y = sentcost

Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcion f en x =1 donde f, g y h son funciones

diferenciables en todo IR . f tiene como regla de correspondenciaa f(x) = h(ng(x)) y se conoce que
g0 =2, g®)=-2,h@2)=-3yh(2)=-1

Determine los puntos del intervalo [—1,2] donde la funcién f (X) = HX‘]+ ‘x —1‘ sea derivable.

d ,_
Determine los valores reales que puede tomar " K " para que (d—f 1J(l) = . Considere que
X

k2 + 5k
f(4)=1y f(x) =—x%+10x.

” . . X = arccost .

Para la funcién y = f(X) cuyas ecuaciones paramétricas son te (—1,1) determine
y = arcsent —t

&y

dx®
_ 2 q3

Para la funcion y = f(X) cuyas ecuaciones paramétricas son x=1+t t >0 determine ay enel

y =tint dx3

punto (2,0)

2 2

Determine a, b y ¢ conociendo que las curvas Yy = X“ +ax+b y y =cx—X“ tienen una recta tangente

comdin en el punto (1,0) .

Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva cuya ecuacion es In(x2 - y)— tgl = XYy en el punto
X
10).
Encuentre la ecuacion de la recta normal a la curva C en el punto (1,2) . Donde C esta definida por las
ot
ecuaciones paramétricas t;lt ,telR- {—1,0}
y=3¢
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

21.

28.

29.

30.

Cap. 3 Lladerivado

d2y x = e' cost
Hallar —— para ,telR
dx y =elsent

d
Hallar d—y en el punto (0,n) donde X e y satisfacen la ecuacion xy2 + sen(x + y)— x=0.
X

Sea y = f(x) funcion tal que h = 1 sea y >0 si h(y) .y 2 5 calcular f"(1)
y+

y+1

Determine la ecuacion de la recta tangente y normal a la curva definida por las ecuaciones paramétricas

3 3 3
X =acos"t
te [0,27t]; a >0 enelpunto —a[ﬂj ,a(ﬂj

y = asenSt 2 2

Determine los valores de a, b, ¢ para que las funciones f y f~ sean continuas en todo su dominio; donde f
senx+a ;x>0

es una funcion tal que f(x) = X .
be®+c ;x<0

Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x = (1+ cost)cost
ent="1,
y = (L+ cost)sent 2

Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacion Yy + Cos(xy2)+ 32 =4 venel
punto (1,0) .

Hallar le ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la ecuacién Xy +Iny =1;enelpunto (1,1) .

Determine la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas x=2t- t2
y=3t-t3

en el punto (1,2).

Demuestre que la derivada de F(X) = sen X[f (cos X)] es una funcién Par.

Determine el valor de k de manera que la recta definida por 3x — y + k = 0 sea tangente a la parabola

definida por y = 2x% —5x+1.

50
Hallar d F— X}

dx®° | 1+ x

Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva definida por las ecuaciones paramétricas
x=e-1
ot cuando t =0
y=e°"+2
Determine la ecuacion de la recta tangente a la funcion f cuya regla de correspondencia es

f(x) = x> —6X+6 , y ademas dicha recta es paralela a la recta que contiene al origen y al vértice de la
parabola.

Si f es una funcion de R en IR inversible y con regla de correspondencia f (X) = x3 +3x-10

entonces determine {i f _1}(4)
dx
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