EXAMEN PARCIAL DE ESTADÍSTICA ICM 00166

DICIEMBRE 8, 2005

SOLUCIÓN

Tema 1.- Enuncie y pruebe el Teorema de Chebishev

Solución

Sea X una variable aleatoria discreta con media ( y varianza (2, entonces,
 la probabilidad que X tome algún valor que no se desvíe de su media  ( en más de  k(, es al menos 1 – 1/k2:     P(( - k( < x < ( - k() ( 1 – 1/k2  , k((+                                             
 

Demostración

Separamos los valores de la variable aleatoria  X en tres intervalos:
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Con la definición de varianza:

(2 = E[(X-()2] = 
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f(x),  se suprime un término positivo


En R1:   x((-k( ( x-((-k( ( -(x-() ( k( ( (x-()2 ( k2(2

En R3:   x((+k( ( x-((k( ( (x-()2 ( k2(2
Al sustituir en las sumatorias, se mantiene la desigualdad:
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De donde se obtiene,
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,  
los valores de f(x) son valores de probabilidad:


1/k2 > P(X((-k(  (  X((+k(),  tomando su complemento de probabilidad:


P((-k( < X < (+k() ( 1 – 1/k2
Tema 2.- Un experimento consiste en lanzar un dado sobre un objetivo circular cuyo radio es 1 metro. El dardo puede caer aleatoriamente dentro del objetivo pero jamás fuera de él. Suponga además que los lanzamientos son independientes. Calcule la probabilidad que algún lanzamiento caiga dentro de la corona circular cuyo radio menor mide 0.7 metros.

Solución
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Sea E: evento que el dardo caiga dentro de la corona circular

P(E) = 
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Tema 3.- Suponga que en el problema del tema 2 se efectúan 10 lanzamientos y se anota el número X de veces que el dardo cae dentro de la corona circular.

a) Calcule la probabilidad que al menos 6 dardos caigan dentro de la corona circular

b) Cuando mas 5 dardos

c) Ningún dardo

Solución

X: número de veces que el dado cae dentro de la corona circular

X es una variable aleatoria discreta con distribución binomial 

con n = 10,  p = 0.51:

P(X=x) = 
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, x=0, 1, 2, ..., 10

a) P(X(6) = f(6) + f(7) + f(8) + f(9) + f(1) = 0.4018

b) P(X(5) = 1 – P(X(6) = 1- 0.4018 = 0.5982

c) P(X=0) = f(0) = 0.00079

Tema 4.- Para la misma variable X definida en el Tema 3, 

a) Grafique el histograma

b) Grafique la distribución acumulada

c) La función generadora de momentos y con ella su media y varianza

Solución

a) Histograma

x     = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

f(x) = 0.0008, 0.0083, 0.0389, 0.1080, 0.1966, 0.2456, 0.2130, 0.1267,

          0.0494, 0.0114, 0.0012
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b) Distribución acumulada

x     = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

F(x) = 0.0008, 0.0091, 0.0480, 0.1560, 0.3526, 0.5982, 0.8112, 0.9379,    

           0.9874, 0.9988, 1.0000
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c) Calcule su función generadora de momentos


m(t) = E[ext] = 
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    = (0)f(0) + (1)f(1) + ... + (10)f(10) = 5.1


Varianza


(2 = E[X2] - (2 ,  E[X2] = 
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Tema 5.- Con referencia al Tema 2, calcule la probabilidad que en una sucesión de Y lanzamientos, el tercer dardo en caer fuera de la corona circular sea el sexto en ser lanzado

Solución:

Y es una variable aleatoria discreta con distribución binomial negativa

con p = 0.49, k = 3

P(Y=y) = f(y)= 
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P(Y=6) = f(6) =0.1561 

Tema 6.- Con referencia al Tema 2, una persona efectúa 1200 lanzamientos. Use la distribución normal para calcular:

a) La probabilidad que entre 600 y 800 veces el dardo caiga dentro de la corona circular

b) Exactamente 600 veces

Solución

X: variable aleatoria discreta con distribución binomial, con n = 10, p = 0.51

Siendo  np(5, nq(5, la distribución normal es una buena aproximación 

con (=np=612,  (2 = npq = 299.88. Recordando extender 0.5 al valor de X por la corrección de continuidad:

 a) P(600(X(800) ( 
[image: image22.wmf]599.5612800.5612

PZ

299.88299.88

æö

ç÷

ç÷

èø

--

££

 = 0.7648, con la Tabla Z

b) P(X=600) ( 
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Tema 7.- Suponga que T es una variable aleatoria exponencial con media 5. A partir de su densidad f(t), determine y grafique con precisión

a) Su distribución acumulada F(t) = P(T(t)

b) La función de confiabilidad R(t)=1- F(t)

Solución

T: variable aleatoria continua con distribución exponencial con ( = 5

f(t) = 
[image: image24.wmf]b

-

b

t

e

1

, ( = ( = 5, t>0 ( f(t) = 
[image: image25.wmf]5

t

e

5

1

-

, t>0,  función de densidad

a) Distribución acumulada


F(t) = P(T(t) = 
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b) Función de confiabilidad


R(t) = 1 – F(t) = e-t/5, t>0
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Tema 8.-  X es una variable aleatoria exponencial tal que
P(X(2) = k P(X(3).

Determine la media y varianza de X cuando  k = 2/3

Solución

Nota: En este tema se concedió crédito a los estudiantes por intentar resolverlo, pues no hay una solución finita para los datos dados.

X: variable aleatoria con distribución exponencial: f(x) = 
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 P(X(2) = k P(X(3)  (  
[image: image30.wmf]xx

23

00

11

edxkedx

--

bb

=

bb

òò

 ( -e-2/( + 1 = k(-e-3/( + 1)

k=2/3  (  3(-e-2/( + 1) = 2(-e-3/( + 1)  (  2e-3/( - 3e-3/( + 1 = 0

Se intenta resolver esta ecuación no lineal sustituyendo U=e-1/(
2U3 – 3U2 + 1 = 0

Esta ecuación tiene una raíz repetida U = 1, con la cual ( = (,  y otra raíz

U = 1/2 con la cual no existe un valor real para (
Alternativamente, con la regla de L´Hopital, se puede determinar que el límite de la expresión:  
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Tema 9.- Calcule la media aritmética, mediana, varianza, y distribución empírica de la siguiente muestra: 4,  8,  2,  7, 10,  8,  4,  9,  7.

Muestre los cálculos.

Solución

Media muestral:  
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[4 + 8 + ... + 7] = 6.5556

Varianza muestral:  
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X = 2, 4, 4, 7, 7, 8, 8, 9, 10,  datos ordenados

Mediana muestral: 
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Distribución empírica:   
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Tema 10.-  El pH de un químico tiene una distribución  N((, 0.102). 

Durante la elaboración del producto se ordena suspender la producción si el pH supera el valor 7.20 o es inferior a 6.80.

a) Calcule la probabilidad que la producción no sea suspendida si (=7.0

b) Calcule la probabilidad que la producción no sea suspendida si (=7.05

c) Cual debe ser ( para que la probabilidad de que se suspenda la producción sea 0.85

d) ¿Es única la respuesta en todos los casos?

Solución

X variable aleatoria continua con distribución   N((, 0.102).

a) P(6.8(X(7.2) = P(
[image: image38.wmf]6.877.27

Z

0.10.1

--

££
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b) P(6.8(X(7.2) = P(
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) = P(-2.5(Z(1.5) = 0.927

c) Supondremos que la probabilidad de que se suspenda la producción 85%, se reparte en las dos colas, 42.5% en cada una:
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P(X(7.2) = P
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P(X(6.8) = P
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d) Las respuestas son diferentes
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