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Transformaciones Lineales

Definicion: Sean V' yW dos espacios vectoriales. Sea T :N —W una funcion que asigna a todo
vector v eV un inico vector W=T(v) eW . Se dice que T es una transformacion lineal si:

1. vv,weV TV+w)=T(V)+T(w)
2. YaeR VYveV T(av) = aT (V)

Teorema 1
Sea T :V ->W una transformacion lineal. Entonces:

1. T(O,)=0,
2. weV TW)=[Tv)]

3. Tl +a,Vv, +aVy +..+a,V,) =, T (V) +a,T(V,) +aT (V) +...+a, T(v,)
Niicleo de una Transformacién Lineal

Definicion: Sea T:V —-W una transformacion lineal. El niicleo de T, denotado por Nu(T) o
Ker(T), se define como:

Nu(T)={veVI/T(v)=0,}
Recorrido de una Transformacion Lineal

Definicion: Sea T:V —W una transformacion lineal. El recorrido o imagen de T , denotado por

Re(T) o Im(T), se define como:
Re(T)={weW/T(V)=w,veV}
Teorema 2

Sea T :V - W una transformacion lineal. Entonces se cumple que:
1. Elniicleo de T es un subespacio de V

2. Elrecorrido de T es un subespacio de W

Nulidad y Rango de una Transformacion Lineal

Definicion: Sea T :N —>W una transformacion lineal. La nulidad de T , denotada por v(T), se
define como:

v(T) = dim Nu(T)

Elrango de T, denotado por p(T), se define como:
o(T) = dimRe(T)
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Teorema de la Dimension para Transformaciones Lineales
Sea T:V > W una transformacion lineal donde N es un espacio vectorial de dimension finita.
Entonces se cumple que:
V(T)+ p(T) = dimV

Transformacién Lineal Inyectiva

Definicion: Sea T :V —W una transformacion lineal. Se dice que T es inyectiva si:
vwaweV [Tv)=TWw)]= (v=w)

Transformacién Lineal Sobreyectiva
Definicion: Sea T :N —W una transformacion lineal. Se dice que T es sobreyectiva si todo vector
de W es la imagen de por lo menos un vector deV . Es decir:
vweW FveV w=T(v)

Dicho de otra manera, T es sobreyectiva si Re(T) =W

Teorema 3
Una transformacion lineal T :N —W es inyectiva, si y sélo si, Nu(T) = {0, }

Isomorfismo

Definicion: Sea T :N —W una transformacion lineal. Se dice que T es un isomorfismo si T es
inyectivay T es sobreyectiva. Es decir, T es un isomorfismo si T es biyectiva.

Espacios Vectoriales Isomorfos

Definicion: Sean Ny W dos espacios vectoriales. Se dice que V' y W son espacios vectoriales
isomorfos, denotado porV =W, si existe un isomorfismo T :V —W entre ellos.

Teorema 4
Sea T:V ->W una transformacion lineal definida entre espacios vectoriales de dimensién finita,
tales que dimV =dimW , entonces:

1. SiT esinyectiva, T es sobreyectiva.
2. SiT essobreyectiva, T es inyectiva.

Teorema 5
Sean V' y W dos espacios vectoriales de dimensién finita. Sea T :N —>W una transformacion
lineal. Entonces:
1. SidimV >dimW , T no es inyectiva.
2. SidimV <dimW , T no es sobreyectiva.

Lo que quiere decir, que si dimV =dimW , T no es un isomorfismo
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Teorema 6
Sea T:V > W una transformacion lineal, se cumple que:

1. Si T es inyectiva y S = {vl,vz,v3,...,vn} es linealmente independiente en V , entonces
S'={T(v,), T(v,), T(V5),....T(V,)} es linealmente independiente en W

2.5 T es so5reyectiva y G= {vl,vz,v3,...,vn} genera a NV, entonces
G'={T(v,),T(V,), T(Vs),.. T(V,)} generaa W

3. 8 T es un isomorfismo y B= {vl,vz,vs,...,vn} es una base de \ , entonces
B'={T(v,), T(V,),T(V),... T(V,)} esuna base de W

Operaciones con Transformaciones Lineales

Suma: Sean T,:V ->W y T,:V >W dos transformaciones lineales. La suma entre T, y T,,
denotada por T, +T, :V > W, se define como:
wweV (T, +T,)V)=T,(v)+T,(V)

Multiplicacion por escalar: Sea a € R. Sea T:V —W una transformacion lineal. Se define la
multiplicacion de @ por T, denotada por T :N —W como:

vweV (aT)(V)=aT(v)

Composicion: Sean T,:V —-U yT,:U ->W dos transformaciones lineales. La composicion entre
T, yT,, denotada por T, o T, :V > W, se define como:
weV (T,oT)(v) =T,(T,(V))

Transformacion Lineal Inversa

Definicion: Sea T:V —W una transformacion lineal. Se dice que T es inversible si existe una
transformacion lineal S :W —V |, tal que:

1. ToS:W W =1d,
2. SoT:V 5V =Id,

Sitales el caso, sellamaa S lainversade T ysedenota S=T7"

Teorema 7
La transformacion lineal T :N —W es inversible, siy solo si, T es un isomorfismo.
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Representacion Matricial de una Transformacion Lineal

Teorema 8
Sea T:V > W una transformacion lineal donde V y W son espacios vectoriales de dimension
finita.  Supéngase que dimV=n y dimW=m. Sean B, ={V,,V,, V..V,
B, = {W,,W,,W,,...,W, } dos basesdeN yW respectivamente.

La representacion matricial de T respecto de las bases B, y B, respectivamente estd dada por:

? 1 (R
AT = [T(Vl)]BZ [T(Vz)]gz [T(V?,)]Bz [T(Vn)]Bz
\2 2 \! \2 .
Teorema 9

Sea T:V > W una transformacion lineal donde V y W son espacios vectoriales de dimension
finita. Sea A, la representacién matricial de T respecto a las bases B, y B, de V. y W

respectivamente. Entonces:
VveV [T (V)]BZ =A [V]Bl

Teorema 10
Sea T:V > W una transformacion lineal donde V y W son espacios vectoriales de dimension
finita. Sea A, la representacién matricial de T respecto a las bases B, y B, de V. y W

respectivamente. T es un isomorfismo siy solo si det(A;) =0
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Temal
Sea T :M,, — R unafuncion con regla de correspondencia:

T (A) = det(A)
Donde Ae M .. Determine si T es una transformacion lineal

1. Yv,weV TV+w)=T()+T(w)
Seanv=A yw=BeM

T(A+B)=T(A)+T(B)
det(A+ B) = det(A) + det(B)

Esto no siempre se cumple
=T no es una transformacion lineal

T(A+B)=T(A)+T(B)
6 -G 2 2
T =T +T

0 3 01 0 2
det[3 szdet(1 OJ+det(2 O]

0 3 01 0 2
9=1+4
9=5

Y como vemos no se satisface la igualdad
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Tema 2
Sea T :M_,, — R unafuncion con regla de correspondencia:

T(A) =traza(A)
Donde Ae M .. Determine si T es una transformacion lineal

1. Yv,weV TV+w)=T()+T(w)
Seanv=A yw=BeM

T(A+B)=T(A)+T(B)
traza(A+ B) =traza(A) +traza(B)
traza(A) +traza(B) = traza(A) + traza(B)

. Se cumple el primer criterio de linealidad

2.VaeR VeV T(aw)=aT(v)
SeaaxeR.Seav=AeM,

T(aA) = aT (A)
traza(aA) = atraza(A)
atraza(A) = atraza(A)

. Se cumple el sequndo criterio de linealidad

=T es una transformacion lineal
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Tema 3
Sea A una matriz cuadrada de orden n. Considere la transformacion T:M_ . — M, dada

por T(A)=AB—-BA (Bes una matriz fija de orden n). Demuestre que T es una
transformacion lineal.

1. vv,weV T(v+w)=T(v)+T(w)
Seanv=A yw=A, eM

T(A+A)=
(A +A,)B-B(A +A,)
(A +A,)B-B(A +A,)
(A +A,)B-B(A +A,)

T(A)+T(A,)

(AB-BA )+(A,B-BA,)
(

(

AB+A,B)-(BA +BA,)
A +A)B-B(A +A,)

. Se cumple el primer criterio de linealidad

2.VaeR VeV T(aw)=aT(v)
SeaaxeR.Seav=AeM,

T(aA)=aT(A)
(A)B - B(eA) = a(AB - BA)
a(AB - BA) = a(AB - BA)

. Se cumple el sequndo criterio de linealidad
=T es una transformacion lineal
Cuando los ejercicios para determinar si una funcion es una transformacion lineal estén basados en

operaciones con matrices se recomienda trabajarlos de manera general como se lo ha hecho en los
problemas planteados hasta el momento

Ramiro J. Saltos



8-

Tema 4
Sea T :R? —» R’ la funcién que transforma cada punto del plano en su simétrico respecto

del eje y. Encontrar la regla de correspondencia de T y demuestre que es una
transformacion lineal.

Determinar la regla de correspondencia de T es sencillo ya que el punto simétrico en el plano
respecto aleje y es el punto en el plano cuya coordenada en x cambia de signo. Entonces:

x) (=X
-0
y y
Ahora hay que verificar si se cumplen los criterios de linealidad

1)vv,weV TV+w)=T()+T(w)

seov=[2] yw-[¢)er
o)) (C)
one- (o (3)
s

. Se cumple el primer criterio de linealidad

2)VaeR vweV T(w)=aT(v)

SeaaeR.Seav:[Qe R?

. Se cumple el sequndo criterio de linealidad

=T es una transformacion lineal
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Tema 5
Determine el rango y la nulidad de la siguiente transformacion lineal

a

T[Z]z a+b
b

Nu(T)={veVIT(v)=0,}

a) Por definicion sabemos que:

Aplicando la definicion al problema nos queda:

0
Nu(T) = @eRZ/T@: 0
0

Entonces para hallar el niicleo de la transformacion lineal igualamos la regla de correspondencia
de [a misma, con el vector nulo de R®

0 a=0
T(aj: a+b|=|0 a+b=0
0

De donde concluimos que:

Nu(T) :{gj} v(T)=0
b) Para el recorrido sabemos que:

Re(T)={weW/T(V)=w,veV}

Y aplicada al problema nos queda:

X X
a

Re(T)=1|y eR‘WT[bj: y

z z

Para hallar las condiciones del recorrido igualamos la regla de correspondencia con el vector tipico
de la imagen, luego planteamos la matriz aumentada y la reducimos, si es posible, hasta obtener la
mayor cantidad de filas (lenas de ceros.

a=x 1 0|x 10 X 10 X
a+b=y |1 1|y|A (D0 1|y-x|A,(-D0 0|y-x-2 y-x-2=0
b=1z 0 1|z 01| z 01| z y=xre

X X 1 0 1) (0

yl=|X+z|=x1|+21 Breery =111 || 1 p(T)=2

Z Z 0 1 0/l1
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Tema 6
Dada la aplicacion lineal T :R* — M,,, definida por:

a b b
a_
T b=
b b-c
c
a) Halle larepresentacion matricial de T respecto a las bases canénicas.
b) Encuentre Ker(T),Im(T),v(T), o(T)

a) Para hallar la representacion matricial de T debemos encontrar las coordenadas de las

transformadas de los vectores de la base del espacio de partida respecto a la base del espacio de
llegada

0
1 0)(0 1)(0 0)Y(O0 O
Sean B, =3|0||1]|0|t y B, = , , , las bases candnicas de R®y
olloll1 0 0/\0 0){1 0/)l0 1

M,,, respectivamente

1

1 1
10 10 0 1 0 0 0 0 0
! 8 :(o oj:(l)(o Oj+(0)(0 oj+(0)(1 0]+(O)(o J - Tg "o
0
- (1
) -1 1 10y ,(0 1) (0 0) (00 A |1
! (1) :(1 J:(_l){o oj+(1)(o 0]+(1)[1 oj+(1)(o J - Tcl) 1
N
- (0
°l 0 o 10 0 1 0 0 0 0 A 1o
! (1) :(o —1]:(0)(0 oj+(0)(o 0]+(O)(1 OJ+(_1)[0 1} - T(l) "o
A

Estas coordenadas representan las columnas de la matriz asociada a T , es decir:

0 0 0
1 0 0
A =[|T|0 T| 1 T| O
0 0 1
B2 B2 B2
| ) |}
1 -1 0
,AT_o 0
T o 0
0 -1
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b)

a a 0 0
o-[Ffewnfi-2 9

Igualamos la regla de correspondencia de la transformacién lineal con el vector nulo del espacio de

llegada
a-b=0—->a=0

b=0
b=0
b-c=0—>c¢=0
De donde obtenemos:
0
Nu(T)=<|0 (M) =0
0
a
WX WX
e Im(T)= [ jeMm/T b :( J
y ¢ c y ¢

Para hallar la imagen igualamos la regla de correspondencia de la transformacion lineal con el
vector tipico de la imagen, planteamos el sistema de ecuaciones y reducimos la matriz aumentada,
si es posible, hasta obtener la mayor cantidad de filas posibles lenas de ceros

a-b=w 1 -1 0 |w 1 -1 0 w
b=x 0 0 | x 0 1 O X -x=0
Ans(-D) g
b=y 0 0|y 0 0 0 ]y-x X=Yy
b-c=z 0 -1z 0 1 -1 Z

Ahora reemplazamos esta condicion en el vector caracteristico y extraemos la base
WX WX 10 01 00
= = + X +Z
y z X z 0 0 1 0 01
1 0)(0 1)(0 O
B = , , =3
oo o oo o

Revisamos el teorema de la dimension:

V(T) + p(T) = dimV
0+3=3
3=3
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Tema7
Sea T :P,— M,,, unaaplicacion definida por:

T (ax? +bx+c)=@ _1 J{Z 2]

a) Obtenga Ker(T),Im(T),v(T), o(T)

b) Hallar la matriz asociadaa T con respecto alas bases
B, = {x—1,x+1,x* -1}

(296 3 36 2)

Primero debemos simplificar la regla de correspondencia de la transformacion lineal, para ello
realizamos las operaciones especificadas

1 - cb_c—a b-c
2 1)la ¢/ \2c+a 2b+c

- b—
- T(ax? +bx+c)= c-e ¢
2c+a 2b+c

%)
) 2 00
e Nu(T)=1ax +bX+CEP2/T(aX +bx+c)= 0 0

Como ya sabemos hay que igualar la regla de correspondencia de la transformacion lineal con el
vector nulo del espacio de llegada, con lo cual obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

c—-a=0—->c=a

) c-a b-c 00 b-c=0—->b=c
T(ax +bx+c)= =
2c+a 2b+c 00 2c+a=0—->2c+c=0—->c=0
2b+c=0

—a=b=c=0
< Nu(T) = {0x? +0x+0}  v(T)=0

WX WX
o Re(l'):{( je M2X2/T(ax2+bx+c):( j}
y ¢ y ¢

Igualamos la regla de correspondencia de la transformacion lineal con el vector tipico de la imagen,
es decir:

T(ax2+bx+c)=(c_a b_CJ=[W XJ

2c+a 2b+c y z
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Con lo que se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

c—-a=Ww -1 0 1 |w -1 0 1 W -1 0 1 W
b-c=x 0 1 -1]|x 0 1 -1 0 1 -1 X
_ A (D) Ay (=2) Ag(=1)

2c+a=Yy 1 0 2|y 0 0 3 |y+w 0 0 3 |y+w
2b+c=z 0 2 1]z 0 2 1 z 0 0 3 |z-2x

-1 0 1 w

0 1 -1 X y+w+2x-2z=0

0 0 O |y+w+2x-z Z=Y+W+2X

0 0 3 Z—-2X

Reemplazamos la condicién en el vector tipico

P4 O o Y X P b
WY o

b) Para hallar la matriz asociada a T debemos encontrar las coordenadas de las transformadas de
los vectores de la base del espacio de partida respecto a la base del espacio de llegada

T(x—l):(:; ﬂ T(x+1)=@ 2} T(X2-1)=(:i _1J
1 T2 1 To _2 T1
e e

Planteando la combinacion lineal:

11y (11 (11 (1 -1\ (a+ta,+a+ o
T(V) = al + a2 + a3 + a4 — al a2 ag a4 al 0[2 aS a4
1 1) %1 o 0 0 0 0 o ta, .

S

ata,+a,+a, o ta,ta;—a,) (-1 2
a, +a, a, -2 1
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o +ta,ta,+a,=-1->a,+a,=1

a+ta,+ta,—o,=2—>0,-a,=4

o +ta,=-2—>a,=-3

1 11
1 -1/4

25,

o to,ta,ra, =l->a,+a, =-1
-2

2%

-

1 1
1 -1

a =1

111
jAuc-{o _2‘

2

£a1+a2 +a, +a,

1
3

s

o, +a,

T, +0,

-o,=0->0,-a,=

o +a,=2—>a,=-1

o, =3

1
A12 (_1)(0 _92

5L

o +ta,vta,+a, =-2->a;+a,=-1

o +ta,ta,—a,=1->a,—a, =2

1 1
1 -1

-1 1 1
ety

(0{14-0!2 +a,+a,

1‘—

1
1

o +a,

o+a,=-1->a,=0

a, =-1

Reemplazando en la matriz:
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-1
3

s

s

11
01

11
01

11
01

1

-3

%
7

1
]

o, +a,+o,—a,

a,

_1&44{10

%

o +a,+o,—a,

a,

-1

7

3
-1 0
7
b

j%e%lo

]%e%lo

1
-3

ST(x=1)|,, =
[T (x=D)], 5
%

% as; =%
01—Q Ta, =%
(1 0
{2 3

3
-1

ST D, =
[ (X + )]BZ %
%

% 3“3__%

01 % 0(4—%
B -2 1
R
-1
0
T2 =D}, =
Foc-k: =],
%

% 3“3:%

0 1|% a, =%
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Tema 8
Sea T :R® - R® unatransformacién lineal, tal que:

1 1 1
TI1|=|0|, T|O0|= yT|1|=|0
2 1 1

Encuentre laregla de correspondenciade T

Para resolver este tipo de ejercicios debemos obtener una base del espacio de partida con la
caracteristica de que conocemos en que vector del espacio de llegada se transforman los vectores de
dicha base. Por lo general los vectores que nos dan como datos son linealmente independientes vy
constituyen una base del espacio de partida.

Seleccionamos un vector tipico o representativo del espacio de partida, en este caso R® y lo
escribimos como combinacion lineal de la base formada. Luego procedemos a expresar los escalares
en funcion de las variables que conforman el vector caracteristico, asi:

1)(1)(O0
B=<1||0|1]|} esunabasede R®
1/11)\1

a
Sea|b|eR®
c
a 1 1 0 a, +a, o, +a,=a
bl=a|l|+a,|0|+a,|1|=| o +a, a,+a;=b
c 1 1 1 o, +a,+a, o, +a,+a;=C
11 0]a 1 1 0] a 1 0 1] b 1 0 Oja+b-c
1o 1|00 21 1lb-a| O 10 1 ofb-cM Do 1 0| cob
11 1c A () 0 0 1|c-a Ao (1) 0 0 1|c-a A1) 00 1| c-a
—a,=a+b-c a,=C-b a,=c-a

En la combinacién lineal planteada al inicio sacamos transformacién lineal a ambos lados,
reemplazamos los datos y simplificamos

a 1 1 0
bl=a|l|+a,| 0|+, l
c 1 1 1
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a 1 1 0
TIb|=T|1|+a,T|0|+e,T|1
Cc 1 1 1
a 1 0 1
Tib|=(a+b-c)]0|+(c-b)1|+(c—a)0
c 2 1 1
a a+b-c 0 c—a
T b= 0 +lc=b(+| O
c 2a+2b—-2c c-b c—a
a b
~TIb|=lc-Db
c a+b
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Tema9

Sea T :R?> - R® unatransformacién lineal y suponga que:
8

-1 _
1 -1
T = 3|y T =|-6
1 2
1 5
-9
Calcule T
6

Primero hallamos la regla de correspondencia de T Sabemos que:

B= {[ﬂ (_ 1]} es una base de R*
1)\ 2

/i
(M)

2a+b 2a+b

1 -1]a 11—1aM(1—1bfla 110 3 ==
1 2 b Alz(_) 0 3 b_a 2% 0 1 - = AZl() b—a — b—a
3 0 1] == @ ===

Una vez expresados los escalares en funcion de las variables que conforman el vector tipico,
sacamos transformacion lineal a ambos lados de la combinacion lineal, reemplazamos igualdades y
simplificamos

- -8
T[aj:(zamJ +(b—aj 6
b 3 3
1 5
-1 -8
a _
T :(2a+b] 3 +(b aj i
b 3 3
1 5
—-2a-b 8a—8b
3 3
a 6a+3b 6a—6b
T = +
b 3 3
2a+b 5b —5a
3 3
2a—3b -36
a -9
T( ]: 4a-b T( ]: —42
b 6
—a+2b 21
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Tema 10
Sea T : P, > P, un operador lineal tal que:
T(x)=1
TA+Xx)=3+x>
T2-x*)=x-1

a) Determine laregla de correspondenciade T
b) Respecto al resultado anterior, encuentre Nu(T),Im(T),v(T), po(T)

c) Determine la representacion matricial de T respecto a la base candnica de P,

a) Primero hallamos la regla de correspondencia utilizando el procedimiento ya visto en los
ejercicios anteriores

Sea B = {X, X+12— xz}una base de P,

Sea a+bx+cx’ e P,
a+bx+cx® =a,(X)+ o, (X+1) +ay(2— x?)

a+bx+cx? = (a, +2a,) + (o, + )X + (—a5)X*

a, +2a,=2a
a,+a,=b
—a,;=C
01 2]|a 110|b 1 0 -2|b-a 1 0 0|b-a-2c
P Ay (2)
110bM(1)012 a |A,(-1[0 1 2 (2)010 a+2c
00 -1|c) ° 00 1|-c 00 1 A 001 -c
a, =—-a+b-2c o, =a+2c o, =—C

T(a+bx+cx2)= a,T(X)+a,T(X+1) +aT(2-X%7)
T(a+bx+cx?)=(—a+h—2c)(1) + (a+2c)(3+ X?) + (—c)(x~1)
.'.T(a+bx+cx2): (2a+b+5¢) + (—c)x + (a + 2¢)x>

b)

o Nu(l'):{a+bx+cx2 eP2/T(a+bx+cx2)=0+0x+0x2}
2a+b+5¢c=0—->b=0
-c=0->c¢c=0 =a=b=c=0
a+2c=0—-»>a=0

Nu(l'):{0x2+0x+0} v(T)=0
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Para hallar el recorrido utilizamos el teorema que dice que si dimV =dimW y T es inyectiva,
entonces T es sobreyectiva.

T es inyectiva porque Nu(T) = {O, }

- Re(T) =P, o(T)=3

¢) La base candnica de P, es B = {1 X, x2}

0 A A
A=TOL Tl Fedk

¢ ¢ !
2
TR =2+x* = 2)D) + 0)(x) + W)(x?) =>[TO); = {0}
1
1
T(x) =1 () + (0)(x) + (0)(x*) :[T(x)]g—{()]
0

(6]

T(¢)=5-x+2¢ > GO + DM +QK) =[], _[_1J

2
1 5
~A =[0 0 -1
0 2

R O DN
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Tema 11
Construya, de ser posible, una transformacién lineal T:R® — P, que cumpla con las
siguientes condiciones:
a
e Nu(T)=<|bl|/a=-t,b=t,c=2t,teR
c

e ImT)={ax’+bx+ceP,/c=a+b]

0 1
o T|-1|=2+x+x>yT|[1|=1+x?
3 1

Primero debemos encontrar una base y la dimensién tanto del niicleo como del recorrido de la
transformacion y verificar si se cumple el teorema de las dimensiones. Si este no se cumple,
entonces no existe una transformacion lineal que cumpla las condiciones que del problema

a
Sea | b |e Nu(T)
c
a) (-t) (-1 -1
bl=|t|=t1 — By =1| 1 v(T) =1
c 2t 2

Sea ax’ +bx+c e Re(T)
ax’ +bx+c=ax’+bx+(a+b)=a(x* +1) +b(x+1)
— Baery = P +1x+1] p(T)=2

Revisamos el teorema de la dimension
V(T) + p(T) = dimV
1+2=3
3=3

Como se cumple el teorema anterior, ahora debemos formar una base del espacio de partida, en este

caso R, y [a obtenemos con los dos vectores que nos dan en el problema mds el que forma parte de
la base del Nu(T) . Se recomienda que de preferencia la base del espacio de partida contenga a la
base del niicleo

Una vez obtenida esta base el procedimiento a sequir es el mismo ya revisado en los ejercicios
anteriores

Ramiro J. Saltos



21-

a
Sea|b|eR’®
c
a 1 0 -1 o, —ay o, —a;=a
bl=a,|l|+a,|-1|+a,| 1 |=| a,—a,+a, a,—a,+o,=b
c 1 3 2 a, +3a, +2a, o, +3a, +20; =C
1 0 -1]a ()10—1 a (3)10—1 a
121 1 |b|™ 0 -1 2 |b-a| @¥]o 1 2 a-b  [M,(%)
Al3(_1) Mz(_l)
1 3 2]|c 0 3 3 ]|c-a 0 0 9 |-4a+3b+c
10 0 S5a+3b+c a1=5a+3b+c
L0 ] M B2 B2
01 -2 a-b ::1(2)0 1o AR, s
—4a+3b+cC
00 1 |———|" —4a+3b+c —4a+3b+c
9 00 1) —>=— 4 =——

Luego aplicamos transformacion lineal en ambos lados de la combinacién lineal y reemplazamos
las igualdades que obtuvimos y las que nos dan en el ejercicio. Hay que recordar que la
transformada de todo vector que pertenece al niicleo es igual al vector nulo del espacio de llegada

a 1 0 -1
TIb|=aT|1|+a,T|-1|+a,T| 1
c 1 3 2
a 1 0 -1
bl 5a+3b+c Tl )L a-3b+2c N —4a+3b+c ol q
9 9 9
1 3 2

a
T|b :(—5a+§b+c)(x2 +1)+(—a—3g+2cj(xz + x+2)+(—_ 4a;3b+cj(0x2 +0x+0)
c

a
5a+3b+cC 2a—6b+4c a—-3b+2c 5a+3b+c a-3b+2c)| ,
T|b|= 9 + 5 + 9 X+ 3 + 9 X

c

a

7a—3b+5c a—3b+2c 6a+3c) ,

STl b|= + X+ X
9 9 9
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Tema 12
Construya, de ser posible, una transformacion lineal T:S,,, — R*que cumpla con las
siguientes condiciones:

b
. Ker(l')z{(;l CjeSZlea:C/\b+2c:0}

-3 1
10 0 2

e T = 1|yT =1
0 2 2 -

4 0

X
e IMT)=4|y|eR®/x-y+2z=0
z

Hallamos las dimensiones del niicleo y del recorrido para verificar si se cumple el teorema de la
dimension

Sea (a b]e Nu(T)
b ¢

a b c -2 1 -2 1 -2
o AL T e T o
b ¢ -2c ¢ -2 1 -2 1
X

Sea |y |eRe(T)
z

X X 1 0 1
yl=[x+z|=x1|+21 = Brery =9 1}, pM)=2
z z 0 1 0

Verificando el teorema
V(T)+ p(T) = dimV
1+2=3
3=3

Ahora formamos una base del espacio vectorial de partida, hay que recordar que esta base, si es
posible, debe contener a la base del niicleo

o-{ )E 96 2)

a b
Sea b €S,,
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a b 1 -2 -1 0 0 2 o, —a, —2a, +2a,
=a, +a, +a, =
b ¢ -2 1 0 2 2 -1 -20,+20, o, +20,—-a,
o, —-a,=2a
—20,+20, =D
o, +20,—0,=C
1 -1 a 1 -1 0 a 1 -1 O a
A,(2) Ay (D)
-2 0 1) 0 -2 2 |2a+b|A,1)|O0 1 1 |a+b+c 3)
1 2 -1 cA“ 0 3 -1|c-a 0 3 -1| c-a Az
10 0 4da+b+2c
1 0 1 2a+b+c 1 0 1| 2a+b+c 1) b42
01 1| a+tbrc |M,(%)0 1 1| a+bec 2:1( p|0 10 +4C
0 0 —4|-4a—3b—2c 0 o 1|2ax3rac |t 4a+3b+2c
4 00 1| ———
4
da+b+2c b+2c 4a+3b+2c
> =— a, = Oy =—
4 4 4
Finalmente:

0
b
T(a J:(4a+b+20j0 +(b+2c
b ¢ 4 4
0 4
—-3b-6¢C 4a+3b+2c
4 4
(2 by | b+2c 4a+3b+2c
b ¢ 4 4
4b +8c 9
4 4
a-c
a b
T{ j: a+b+c
b ¢
b+2c

-2 -1 0 0 2
+a,T +a,T

N P b

o 1

j L +(4a+:1 +2cj 1

0
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Tema 13
Sea T:S,,, = P,, unatransformacion lineal con regla de correspondencia:

a b
T(b j:(a—2b—c)+(—a+b+c)x+(b—3c)x2
c
Demuestre que T es inversible y encuentre la regla de correspondenciade T ™

Para averiguar si existe la inversa T primero debemos comparar las dimensiones de los espacios
donde opera la transformacion; si estas dimensiones son diferentes, entonces T no es inversible,
caso contrario debemos proseguir con cualquiera de las siguientes opciones:

1. Encontrar el niicleo y ver si es igual al nulo del espacio vectorial de partida
2. Hallar la matriz asociada a T, calcular su determinante y si éste es diferente de cero,

entonces T es inversible.

Nos inclinaremos por la sequnda alternativa por ser mds corta. Para ello encontraremos la
representacion matricial de T respecto a las bases candnicas para facilitar los cdlculos

1 1
Sea S:{ OJ,[O ](O O]} y P:{l,x,xz} las bases canonicas de S,, y P,

0 ofl1 oflo 1
respectivamente.
10 10 .
T(O szl—x—>(1)(1)+(—1)x+(0)x2 :[T[O Oﬂp= —01
01 01y [T
T(l Oj=—2+x+x2—>(—2)(1)+(1)x+(1)x2 = T[l oj - 1
00 0oy |
T(O 1j:—1+x—3x2—>(—1)(1)+(1)x+(—3)x2 :_T[O J_P= _13

1 -2 -1
SAl-1 11
o 1 -3

Ahora calculamos el determinante escogiendo la fila o columna con mds ceros que exista

det(A) = Jf 1 +4_ 2 _1‘
1 -3 1 -3
det(A) =-3-1+6+1 =T esinversible
det(A) =3
det(A) = 0
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Lo siguiente es hallar la inversa de T vy para ello igualamos la regla de correspondencia con el
vector tipico del espacio de partida, para este problema S,,,

T‘l[(a—Zb—c)+(—a+b+c)x+(b—3c)x2]:[r: :)]

Y escalonamos la matriz con la finalidad de expresar a, b y ¢ en funcionde m, n y p

1 -2 -1|m 1 -2 -1 m YA,(-2)(1 0 -1| -m-2n
-1 1 1 |nlA,®0 -1 0 [m+n|A,@0|0 1 0| -m-n |M(%)
0 1 -=-3|p 0O 1 -3 p /M,-){0 0 -3 |m+n+p
—4m—-7n-
1 0 -1] -m-2n 100%
01 0 -m-n (A0 1 0 -m-n
00 1 —m-n-p 0 0 1 —m-n-p
3
Reemplazando:
—4m—37n—p Cm-n
LTl 2)_
ST (m+nx+px )_ “m-n-p
-m-n 3
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Tema 14
Sea T :R® - R®latransformacién lineal definida por:
X X—12
Tiyl|=| VY
z y+z2
1
Determine si T es un isomorfismo y en caso de serlo calcule T™| 2
3

Para determinar si T es inversible debemos calcular el determinante de cualquiera de sus matrices
asociadas y si éste es diferente de cero, entonces T serd inversible

1Y(0)(O
SeaB=:|0||1]|0| labasecandnica de R?
0/l0){1

1
TI0|= —>(1) 0 +(0) 1 +(0)
0

0) (0 [ (0Y] (o0
T|1]|= —>(0)0+(1)1]+(1)} =IT[1]]|=]1
1

o) |1 0]
0) (-1 -1
TO:O—>(1)0+(0)1+(1) = 0
1) |1 1

10 -1

A =0 0

0 1

Calculamos su determinante:

det(AT)=]‘i 2‘:1;&0

=T es un isomorfismo

Para calcular la inversa de T igualamos la regla de correspondencia con el vector tipico del
espacio de partida y escalonamos el sistema de ecuaciones hasta obtener la matriz identidad, asi

Ramiro J. Saltos
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y+12Z

El objetivo serd de expresar las variables de la regla de correspondencia de T en funcion de las
nuevas variables del vector tipico del espacio de partida

X—z=a 1 0 -1|a 1 0 -1| a 1 0 0|la-b+c
=3 y=b 01 0 |blA-D/O0O 1 O b |A,@0 1 0 b
y+z=cC 01 1]|c 0 0 1 c-b 0 0 1| c-b

Lo que nos queda del otro lado de la matriz aumentada es la regla de correspondencia de T~ y el
paso final inicamente consiste en ir reemplazando cada igualdad adaptindola a los espacios que

pertenece, que para R® es sencillo porque va directo, tal como estd, ast:
a a-b+c
TYb|= b

c c-b

Y calculando lo que nos pide el ejercicio:
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Tema 15
Sea T : P, » R”unatransformacién lineal con regla de correspondencia:

a+2b
T(a-+bx)= [3a+7bj

a) Encuentre la representacion matricial de T respecto a las bases B, = {1+ x,3—2x}

2\(1
de P,y B, = : de R? y la matriz asociada a T respecto a las bases
1 2 5 5

L 1) (0 )
canonicas B, :{1, x}de PyB,= oll1 de R

b) Si T esinversible, encuentre laregla de correspondenciade T™

a) Por teorema sabemos:

) )
e Ag, = [1+X]BZ [3_2)(]32
J J

2 1 20, +a,
TV)=a,| _|+a,| _|=
5 5 5a, +5a,

Ahora debemos hallar las coordenadas de las transformadas de los vectores de la base B, respecto a

la base B,
3 20, +a, =3
o T(l+x)= aT
10 Sa,; +5a, =10

2 1] 3 \M,(%)1 1|2 1 1]2)A,0 (1 0]1 n
(5 5‘10j P, (2 1‘3%2(_2)(0 —1‘—1JM2(—1)(0 1‘1] [T(“X)]BZ‘(J

. T(3-2%)=- -1 20, +a, =-1
-5 50, +5a, = -5

2 1] -1\M,(¥)(1 1|-1 1 1 |-YA,®D(1 0]0 (0
(5 5‘_5j P12 (2 1‘_JA12(_2)(0 _1‘ 1]M2(_1)(0 1‘_1] [T(B_ZX)]BZ_(_J

a1
"BlBZ_l_

Para encontrar la representacion matricial de T respecto a las bases candnicas realizamos el mismo
procedimiento, aunque en este caso es mds fdcil encontrar las columnas de la matriz.

T@) = @ [T ©]s, = @
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T() =@ 0l =@
]

b) Para saber si T es inversible hay que calcular el determinante de cualquiera de las dos
representaciones matriciales anteriores

det(A) = (D(-1) - ®)(0)
det(A) = -1
det(A) = 0

=T esinversible

Y como ya se vio en ejercicios anteriores para encontrar T igualamos la regla de correspondencia
de T con el vector tipico del espacio de partida, en este caso P,

L(a+2b
T =M+ nx
3a+7b
12mA1(3)12 m A(2)107m—2n
3 7|n)™ 0 1({n-3m) * 0 1| n-3m

Pero como la regla de correspondencia estd en términos de a y b es mejor dejar expresada la
respuesta en _funcion de las ya mencionadas variables

Tl(zj — (7a—2b)+ (~3a + b)x

Ramiro J. Saltos
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Tema 16
Sean T,:R®* - R® y T, : R® > R® dos transformaciones lineales definidas por:
a a-c a a+b+c
T,/b|=| 2a+b T,/ b|=la-b+2c
C a+b+c C 2a+3b

Encuentre la transformacién lineal L= 2T, =3(T, - T,)+5(T, o T,)

Encontremos por separado cada transformacion lineal para al final sumar todas

o 2T,
Para hallar esta transformacion lineal es suficiente con multiplicar la regla de correspondencia de
T, por dos a ambos lados, es decir:

a a—-c a 2a—-2c
(2T,) b |=2| 2a+b —@2T,)b|=| 4a+2b
c a+b+c c 2a+2b+2c

* - 3(T2 - Tl)
Proseguimos de la siguiente manera:

a a a
~3(T,-T,)b|=-3T,|b|-T,/|b
C C C

Reemplazamos las reglas de correspondencias de las respectivas transformaciones lineales vy
simplificamos las operaciones:

a (a+b+c a-c
~3(T,-T,)b|=-3|a-b+2c|-| 2a+b
c 2a+3b a+b+c
a [(a+b+c —a+c
~3(T,-T,)b|=-3|a-b+2c|+| —2a-b
c 2a+3b —a-b-c
a b+2c
~3(T,-T,) b |=-3/| —a-2b+2c
c a+2b—c
a —-3b-6¢C
—3(T2—T1)[b =| 3a+6b-6¢C
c —3a—-6b+3c
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° 5(T2 ° Tl)
El procedimiento es parecido al realizado anteriormente pero para realizar la composicién es
necesario que el espacio de llegada de la transformacién lineal de la derecha sea el mismo espacio de
partida de la transformacion lineal de la izquierda, es decir:

T,:V->W
T,:W —>U

Como podemos notar T, llega a W y T, parte de W, solo si esto se cumple se puede realizar la
composicion. Para el ejercicio no hay problema pues las dos funciones operan dentro del mismo
espacio vectorial R®

a
5(T,°T,)=5/T,| T,| b
c
Reemplazando la regla de correspondencia:
a-c
5(T,oT,)=5T,| 2a+b
a+b+c

Luego evaluamos en la regla de correspondencia de T, donde hay que recalcar que la variable a es
ahoraa—c, b es2a+b yc esa+b+c

(a—-c)+(2a+b)+(a+b+c)
5(T, oT,)=5| (a—c)—(2a+b)+2(a+b+c)
2(a—c)+3(2a+hb)

Simplificando las operaciones:

3a+2b
5(T,oT,)=5 a+b+c
8a+3b-2c
15a+10b
5(T,oT,)=| 5a+5b+5¢c
40a +15b -10c

Una vez halladas todas las transformaciones lineales por separado, se procede con realizar la suma

de todas ellas
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a
Ll b|=2T, +[-3(T, -T,)]+5(T, - T,)
c
a 2a—2cC —-3b-6¢C 15a+10b
Lib|=| 4a+2b |+| 3a+6b—-6c |+| 5a+5b+5c

c 2a+2b+2c —3a—-6b+3c 40a+15b-10c
a 17a+7b-8c

~Lb|=| 12a+13b-c

c 39a+11b-5¢c
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Tema 17
Califique las siguientes proposiciones como verdaderas o falsas. Justifique formalmente

Su respuesta.

1) (4 3 1
a) Existe una transformacion lineal T : R?> — R? tal que T(J :(GJ y T(gj :(Oj

Seaa:Byv:Gj

A B

a a+b
b) La funcién T : R? — R? definida por T(b} :[ 1 ] es una transformacién lineal

DTV+w)=T(v)+T(w)

al a'2 2
= = R
Sea v [bij (sze
T o] 22 | =7 2 ] 22
b, ) b, b, b,
T a,+8,) a, +b N a, +b,
b, +D, 1 1
(a1+a2+bl+sz_£al+a2+b1+b2j

1 2

Contraejemplo

Sv—l W—2 R?
ea—ly —Ze
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a+b
a
c) Lafuncién T :R* — R?® definido por T(b] =|a—b | es lineal

a
1)vv,weV T(V+w)=T()+T(w)

Seanv=(2ij yW:(Zje R?
(oa) 1))
b, +D, b, b,
[(a, +a,)+ (b, +b,)] (a +b) (a,+b,
(a,+a,)— (b, +b,) |=| &, —b, |+]| &, D,

a, +a, a, a,
a,+a,+b +b, a,+a,+b +b,
a,+a, —b, —b, |=| a,+a, —b, b,

a, +a, a, +a,

2)VaeR WeV T(aw)=aT(v)

a 2
Sea v = b eR°. SeaaeR

oa+ab a+b
oca—ab|=ala-b
oa a
a+b a+b
ala-b|=ala-b
a a
..Verdadero
1 1 3
d) Si T:V —W es una transformacion lineal tal que A; =|0 3 2| es la representacion
2 01

matricial de T respecto alas bases B, y B,, entonces T es un isomorfismo

Para saber si T es un isomorfismo bastard con calcular el determinante de la matriz asociada a T

det(AT)=JF 2l 1 3‘+ 1 3

01 o1 32

det(A, ) =3+2(2-9)
det(A, ) =3-14
det(A, ) =-11

.. Verdadero
Ramiro J. Saltos
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3 -1
e) Sea T :R? - P, una transformacién lineal. Si T[ J =4+X%y T{ 5 J = -3+ 2X, entonces

_5 5
T 5 =-10+4x—-X

Sabemos que:

-1

combinacion lineal de los vectores de esta base.

Sea (aj e R?
b
ol el )
=q +a, =
b -1 2 -a, +2a,

Para hallar la regla de correspondencia de T debemos expresar los escalares en funcion de a y b.
Planteamos la matriz aumentada y reducimos por Gauss

3)(-1
{( ]( 5 ]} es una base de R’, es decir, que todo vector de R® se puede escribir como

3 -llay, (-1 2|b| A, (1 -2] -b 1 -2] -b
P M a+3b 2
[_1 2 bj 12(3 -1 aJMl(—l)O 5 |a+3b (8o 1 TAzl()
1 0 2a+b al:2a+b
) - 5
a+3b a+3b
0 1 a, =
5 5

Ahora volvemos a escribir la combinacion lineal y aplicamos transformacion lineal en ambos lados

de la ecuacion
a 3 -1
o)) l2)
a 3 -1
T =T| o +a,
o) el5)e()
Aplicamos las propiedades de las transformaciones lineales
T(aj = alT( ° ]+ azT(_lj
b -1 2

Reemplazamos los escalares por las igualdades encontradas y las transformadas de los vectores de
la base con los datos del problema.

T(a] _ [Za + bj(x2 . 4)+ (a + 3bj(2X _3)
b ) 5
Simplificando nos queda:

a [2a+bj ) (2a+6bj (Sa—SbJ
T = X+ X+
b 5 5 5
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Y finalmente

-5 (—10+5j ) (—10+30j (—25—25)
T = X+ X+
5 5 5 5

_5 5
T =-X"+4x-10

.. Verdadero

fySea T :P, = S,,, unatransformacion lineal con regla de correspondencia:

2C a+b-c
T(a+bx+cx®) =
a+b-c c¢-b
. _ 4 -2 X
Entonces, T es unisomorfismoy T s 3 =1-Xx+2X

Para saber si T es inversible debemos hallar la matriz asociada a T vy calcular su determinante,
como no nos dan ninguna base nosotros usamos las bases canénicas.

Sean P:{l,x,xz} y Mz{l O}(O 1}(0 Oj} las bases candnicas de P, y Sax

0 0){1 0)\0 1
respectivamente.
0
01 10 01 0 0
T(1)=(1 Oj:(O)[O O]+(1>[1 Oj+(0)[o 1] =[Ol =|1
0
0 1 10 01 0 0 0
T(x)=[1 _l]=(0)[o 0}(1)(1 Oj+(—1)[0 J =Tl =] 1
-1
, 2 -1 10 01 00 ) 2
0% Feeft Yl ool O shool |-
1
0 0 2 0 2
S>A =1 1 -1 det(AT)=—4 . 1‘:-2 det(A,) =0
0 -1 1 -

=T esinversible

Sabemos que si T es inversible entonces T(V) =WAT (W) =v

22) 1+(-D-2
T(l_HZXz):(l—(l—)z +(2+)1 j

T(-x+2x%) = (_42 _sz

.. Verdadero
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Espacios con Producto Interno
Producto Interno

Definicion: Sea I un espacio vectorial. Sea f :VXV — R una funcion que asigna a cada par de
vectores V,W eV un unico escalar a € R. Se dice que f es un producto interno real en NV  si
cumple con las siguientes condiciones:

vwweV f(vwv)>0

vweV f(ww)=0<v=0,

vv,zweV f(v,w)=f(w,V)

VaeR Vv,weV f(av,w)=af (v,w)
vv,w,zeV f(v+w,z)="f(v,2)+ f(w,2)

R RN =

Notaciones: Sea V' un espacio vectorial. Sea f VXV — R un producto interno real en V , las
diferentes notaciones que puede tomar f estdn dadas por:

1. f(v,w)
2. (v/w)

Norma de un Vector

Definicion: Sea V' un espacio con producto interno f . Sea veV . La norma o médulo de v, que
se denota |V, se define como:

M=+ f(v,v)

Vector unitario
Definicion: Al vector v eV se lo llama vector unitario si su norma es iguala 1

Teorema 1
Sea V' un espacio con producto interno f . Entonces se cumple que:

1. VaeR WeV |ov|=lo|-|
2. YeV f(v,0,)=0
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Conjunto Ortonormal de Vectores

Definicion: Sea S = {V,,V,,V,,...,V, } un conjunto de vectores de un espacio vectorial con producto

a3V

interno\V . Se dice que S es un conjunto ortonormal de vectores si:

1. Vi# ] (vi/vj)zo
2. Vi=j (v/v;)=1

Si el conjunto S satisface unicamente la primera condicién se dice que S es un conjunto
ortogonal.

Teorema 2
Sea V' un espacio vectorial con producto interno. Sea S ={V,,V,,V,...,V, } un conjunto de vectores
no nulos de\ y ortogonal. Entonces, S es linealmente independiente en V

Distancia entre dos Vectores

Definicion: Sean vy W dos vectores cualesquiera del espacio con producto interno V . La
distancia entre v y W, denotada por d(v,w), se define como:

d(v,w) = |v—wj|
Medida del angulo entre dos Vectores

Definicion: Sea N un espacio con producto interno. La medida del dngulo entre dos vectores vV y
W cualesquiera no nulos de V' , se define como:

E afCCOS[HJ

Complemento Ortogonal

Definicion: Sea W un subespacio del espacio vectorial con producto interno V' . El complemento
ortogonal de W , denotado por\W *, se define como:

W' ={veV/v/w)=0vweW}
Proyeccion Ortogonal

Definicion: Sea NV un espacio vectorial con producto interno y W un subespacio de \ . Sea
B ={u,,U,,Us,...u,} una base ortonormal de W . Sea v eV . La proyeccién de ortogonal de v

sobre W , denotada por proy,, v, se define como:

proy,, v = (v/u Ju, +(v/u, u, +(v/ugu, +...+(v/u, ),
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Teorema 3
Sea B =1{u,,u,,U,,...,U, | una base ortonormal del espacio con producto interno V. Sea VeV,

entonces:
v=(v/uu, +(v/u,u, +(v/ugu, +...+(v/u, Ju, = proy,v

Teorema 4
Sea W un subespacio del espacio con producto interno\V , entonces se cumple que:

1. W* esun subespacio de \V
2. WAW*={0,}
3. dimW +dimW* =dimV

Teorema de Proyeccion
Sea V' un espacio con producto interno. Sea W un subespacio de \ . Sea v eV . Entonces existe

un tinico vector heW y peW~, tal que:
v=h+p

Donde:
e h=proy,V

e p=proy,.v
Matriz Ortogonal
Definicion: La matriz invertible Q de nxn se dice que es ortogonal si:
Q' =Q’

Teorema 5
Si Q es una matriz ortogonal de nxn, entonces det(Q) =1 o det(Q) =-1

Teorema 6
Una matriz Q invertible de nxn es ortogonal, si y sélo si sus columnas forman una base

ortonormal para R" con el producto interno candnico.
Teorema de Aproximacion de la Norma
Sea V' un espacio con producto interno y W un subespacio de \/ . Sea v un vector cualquiera de

V. De todos los vectores que se encuentran en W , el vector “mds cercano” a v es el vector
proy,, Vv, es decir:

vwe W — {proy,v}] |v- proy,v|<[v-w
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Temal
Sea el espacio vectorial V = P, donde se ha definido la funcion:

f(p(x)|q(x)) = p(0)q(0)

Determine si ésta funcion es un producto interno real en P,

Escribamos la regla de correspondencia en funcion de las variables del vector tipico de P,
Sea p(x)=ax+b yq(x)=cx+deP,

f(ax+b|cx+d)=(a(0)+b)c(0) +d)
f(ax+b|cx+d) = hd

1. weV f{v[v)=0
Seav=ax+beP
f (ax+b|ax+b)=bb =b?

b? siempre serd mayor igual a cero
- Se cumple el primer punto

2.wveV f(vv)=0ov=0,
Seav=ax+beP
f (ax+b|ax +b) =bb =b?
b?’=0->b=0

Entonces la funcion serd cero cuando b=0, lo que nos dice que la variable acR y no
necesariamente deberd ser cero. Veamos un ejemplo:

Seav=2x+0
f(2x+0[2x+0)=0
(0)(0)=0
0=0

Se cumple la igualdad 2x+0# O,

.t no es un producto interno real en P,
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Tema 2
Sea el espacio vectorial V = P, donde se ha definido la funcion:

t(p(0]a00) = 3. pat)

Determine si ésta funcion es un producto interno real en P,

Desarrollamos la sumatoria:

ip(i)q(i) = p(-1)a(=2) + p(0)q(0) + p(L)a®)

Es decir:
f(p(x)|a(x)) = p(-1)a(-1) + p(0)q(0) + p(Hq(D)

Evaluamos de manera general para reducir un poco la regla de correspondencia:
Sea p(x)=ax+b yq(x)=cx+deP,

(a(-1)+b)c(-1) +d)+(a(0) +b)c(0) +d)+(a(l) +b)c() +d)
(~a+b)-c+d)+(bd)+(a+b)c+d)

=ac—ad —bc+bd +bd +ac+ad +bc+hbd

= 2ac + 3bd

ax+b|cx+d

ax+b|cx+d

ax+b|cx+d

i
i
o
H

~ ~— ~—— ~—

ax+b|cx+d

1.vveV f(v[v)=0

Seav=ax+beP
f(ax+b|ax+b)>0
2(a)(a) + 3(b)(b) = 0
2a* +3b* >0

- Se cumple el primer punto

2.vveV f(vv)=0&sv=0,

Seav=ax+beP
f(ax+blax+b)=0
2(a)(a) +3(b)(b) =0
2a’ +3b* =0

La tnica solucién posible para que la ecuacién anterior sea cero es que a=b=0, es decir, que
ax+b=0x+0=0,

. Se cumple el sequndo punto
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3.vv,weV f(vlw)=f(w|v)
Seav=ax+b yw=cx+d eP,
f(ax+blcx+d) = f(cx+d|ax+b)
2ac + 3bd = 2ca +3db
2ac + 3bd = 2ac + 3bd

- Se cumple el tercer punto

4. wv,w,zeV f(v+w|z)=f(v|z)+ f(w|z)

Seav=ax+b,w=cx+d yz=mx+neP,
f((ax+b) +(cx+d)|mx+n) = f(ax+b[mx+n)+ f(cx+d|mx+n)
f((@a+c)x+(b+d)|/mx+n)=2am+3bn+2cm+3dn
2(@+c)m+3(b+d)n=2(a+c)m+3(b+d)n

. Se cumple el cuarto punto

5. VaeR Vv,weV f<av|w>:af<w|v>

SeaxeR.Seav=ax+b yw=cx+deP,
f(a(ax+b)|cx+d) = of (ax+b|cx +d)
f((a@)x + (ab)|cx +d) = ar(2ac +3bd )
2(aa)(c) + 3(ab)d = a(2ac + 3bd)
a(2ac +3bd ) = a(2ac + 3bd )

.t esun producto interno real en P,
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Tema 3
En R® se consideran los siguientes conjuntos:
0)(1 1
S=genq| 1|1 L=gens| 0
0)(0 1

X
Expresar el vector v=| y |e R® como la suma de dos vectores, uno de S y uno de L
z

Siempre se aconseja en este tipo de ejercicios escoger la base con menor niimero de vectores puesto
que el proceso de ortonormalizacion es mds dificil mientras mds vectores hallan

1 1
B, =30 =>v,=|0
1 1

Ahora hay que ortonormalizar la base:

u, = i oV,
Vi |

1 1
)= [(| O] |0

1 1 1
= VOO + 00 + OO —Bo ={—|0

ha] =2 2l

Se aconseja dejar la base ortonormal expresada de la manera anterior. Finalmente para hallar esos

dos vectores hallamos la proyeccion del vector v sobre el subespacio L 7y el otro lo obtenemos por
diferencia

| =Proy, v
I =(v|u,)eu,
1 X 1 1
=] = 0 0
@ aiinla
z 1 1

Cabe recalcar que los escalares en un producto interno real pueden salir sin ningin problema

Ramiro J. Saltos



44-

1

| =(§j[(x)(1)+(y)(0>+(z)(l)]- 0
1

v=I+s
s=v-I
X+2
X 2
s=|y|-| O
X+Z
Z
2
X—12
2
s=| vy
X—2
2
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Tema 4

X
SeaV =R, yW={|y|eR*/3x-2y+6z=0} un subespacio de V

z

Determine:
a) El complemento ortogonal de W
-3
b) Laproyeccion de v sobre W si seconoceque v=| 1
4

Para calcular el complemente primero necesitamos una base de W

3x-2y+62=0
2y =3X+62
X 2X 2X 2 0 2\ (0
y|=|2y|=|3x+6z|=x%x]3|+2Z 6 =B, =1¢|3}|3
z 21 21 0 2 0)\1
a
Sea|b|eW™
c
all(2 0
bi{|3|)=0 bi|3|)=0
c)|\0 c/)\1
2a+3b=0 3Bb+c=0
2a=-3b c=-3b
a
~W*h=4bleR*/2a+3b=c+3b=0
c

Para hallar la proyeccién del vector que nos piden es mejor calcularla sobre W~ debido a que la
base de este subespacio tiene un solo vector y ortonormalizarla serd mds sencillo.

a 2a -3b -3 -3
bl=[2b|=| 2b |=b] 2 =B,. =4 2
c 2C —6b -6 -6
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Ahora procedemos a ortonormalizar esta base:

u = i Vv,
i |

”Vl” = \/(Vl /Vl)

-3)\|(-3 3

= 2 ||| 2 -
Vil Y (i Bw: ={=| 2
-6

v, =v9+4+36
] =38 =7

Vamos a suponer que vV se puede escribir como la suma de dos vectores heW y peW™,
hallaremos p y luego contestaremos la pregunta al encontrar h=v—p

p=Proy,.v
p:(v|u1)u1
-3)|(-3 -3
1
pz[—J 1 2 |)e| 2
49
4 )\-6 -6
. -3
p:[—j(9+2—24). 2
49
-6
13 >
=l—=1-2
P (49j
6
—3) (3%,
h=| 1 |+| %,
4 ) \ s
1890
h= 7%9
24%9
189
.Proy,v=| "%,
24%9
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Tema 5
a

Sea H={|b|eR®/c=-2a+3b} un subespacio del espacio euclidiano R® con
c

operaciones usuales y producto interno candénico:

a) Encuentre una base y determine la dimensién de H*
1

b) Siv=|1]|eR?, encuentre dos vectores he Hy peH" talesque v=h+p
2

c) Determine el cos(d), donde € es la medida del angulo formado entre vy p

Primero obtenemos la base de H

a
Sea|b|eH
c
a a 1 0 1 0
bl=| b |=al 0 |+b/1 ~B, = 11 dim(H) = 2
C —2a+3b -2 3 -2/13
Por definicion:
H* ={eVivh)=0;heH]
a
Sea|b|leH*
c
1 all(0
c)\-2 c)|\3 a
a-2c=0 b+3c=0 —>H*={|bleR*/a=2cAb=-3c
a=2c b=-3c c
a 2C 2
b{=|-3c|=c -3
C C 1
2
B,. =1/ -3 dim(H*)=1
1
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Hay que recordar que por el teorema de proyeccién v=h+ p donde:
h=Proy,v y p=Proy,.v

Y que estas proyecciones siempre se realizan sobre bases ortonormales, lo que quiere decir que hay
que ortonormalizar las bases ya encontradas. Pero se recomienda ortonormalizar la base del
subespacio con menor nimero de vectores para simplificar los cdlculos y hallar el otro vector
despejando de la ecuacién antes mencionada. Para este ejercicio es aconsejable hallar la base
ortonormal de H y obviamente el vector p

Sea B, = {u,} una base ortonormal de H*

2
u =iv1 donde v, =| -3
A )
2 2
vil=_|(|-3]| -3
1 1 1 2
u =— -3
Jvi| = V(2@ + (-3)(=3) + O ) |

vi]| =v4+9+1
]| = V14

) 2
.B,=¢—=—| -3
1 \/ﬁl

Se recomienda dejar la multiplicacion expresada pues mds adelante se simplificard

p=Proy,.v
p=<v|ul>u1 ) 2
1 2 2 p= —](2—3+2 -3
o=(|3 -3 & ] -2 ‘ 3
(V| ) ”
1\|( 2 2 pP=|a
p=(ij 1]|-3|)-3 Ha
14
2|\ 1 1

Para hallar h despejamos de la ecuacion original, es decir: h=v—p

1 %4 1 _%4 12
h = 1 — ’%4 h = 1 + %4 L. h = 1%4
2 %4 2 _%4 o
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Finalmente por definicion:

Cos(@) = M

V-

Hallamos cada parte de fraccion por separado:

| Ha
(hf o) ={ | e ||| A
)|\ Ha
AP E:
(h|p)= 2 Y |l 3
27 1
v /(12 2
<h|p>=(ﬂj[ﬂ 17 ||| -3
27)|\ 1
1
(019~ 135
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Como el producto interno de h con p salio 0, un resultado esperado debido a que h y p son

ortogonales entre si: heH y peH™*. Por definicion el producto interno de cualquier vector de

H con cualquiera de H* es cero, entonces la expresion se simplifica a:

Cos(8) =0
@ = Cos™(0)
6 =90°
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Tema 6
En el espacio vectorial P, esta definido el siguiente producto interno:

(p(x)/a(x)) = p(=1)a(=1) + p(0)a(0) + pa()
a) Encuentre un vector p(Xx) tal que su norma sea igual a \/% y la medida del angulo
con el vector g(x) =1+ X sea % radianes.
b) Sea el subespacio de P, :W ={a+bx/a+b:0}¢CuéI es el vector de W que esta

“maés cerca” de r(x)=1-2x7?

a) Para resolver este literal hay que tener en cuenta el polinomio p(X) es una incégnita por ese
motivo debemos suponer un p(x) genérico.

Sea p(x)=a+bxeP

El ejercicio nos da como informacion que la norma de p(X) es ~/30, por tanto:

[P0 =/ (p()[p(x)) =30

(a+bxja+bx)=30
(a—b)(a-b)+a®+(a+b)(a+b)=30
a’-2ab+b*+a”*+a”*+2ab+b*=30
3a® +2b* =30

Y asi obtuvimos una primera ecuacion, la otra que nos falta la obtenemos del seqgundo dato del

literal, el cual nos dice que la medida del dngulo con el vector q(x) es %

(p([a(x))
O = To00]-Jawo]
~ (a+bxi+x)

M T REE0]

3 (a-b)(0)+a+(a+hb)(2)

T
a+2a+2b=0
3a+2b=0

Ahora ya tenemos dos ecuaciones que nos relacionan las variables a y b . Resolviendo el sistema

3a’ +2b* =30
3a+2b=0
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3(_?2bj+ 2b* =30

4
3a=-2b 3(§b2j+2b2 =30 . __2(3)
a="%p 4b? +6b? = 90 3
3 a=-2
10b2 =90
b?2 =9
b=43

Existen dos vectores que cumplen las condiciones especificadas, asi que escogemos sélo uno de ellos
y nos queda:

Sop(x) = -2+ 3x

b) Primero necesitamos extraer una base de W , [uego debemos ortonormalizarla
Sea a+bxeW

a+bx=-b+bx=b(-1+x)
— B, ={-1+x}

Debido a que la base sélo tiene un vector, ortonormalizarla consistird tinicamente en dividir el
vector para su norma

||—1+x||:1/i1—x|1—xi N NENEH
-1+ x| = 5 P _{JE -1 X)}

Entonces para hallar el vector cercano debemos calcular su proyeccion sobre W

o
1

Proy,, r(x) = §j<l_ 2X|-1+ x)(-1+ x)

Proy,, r(x) = <r(x)

Proy, r(x) = %][(3)(—2) + (@)D + (-DO))-1+x)

Proy,, r(x) = _?7)(—1+ X)

, 7 7
®or lo tanto el vector mds cercano a r(x) =1—2x es: £ X
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Tema7
SeaV =M,,,, considere el producto interno:

f
<(a bj (e J>:ae+2bf +2cg +dh
c d

g h
a a .
Sea H :{C Cj/a,c IS R} un subespacio de V

a) Determine el complemento ortogonal de H

1 2
b) Escriba la matriz C :[3 4] como la suma de dos vectores AcH y Be H" tales

que C=A+B

0
c) Determine la medida del angulo entre los vectores C e | si se sabe que | :(O J

d) Determine la distancia entre los vectores C e |
e) Encuentre una base ortonormal de V

a) Para resolver este literal primero debemos encontrar una base de H , como ya tenemos el vector

. B e i I o

Para hallar el complemento ortogonal, el vector tipico de H* le aplicamos producto interno con
cada uno de los vectores de la base de H y lo igualamos a cero

Recuerden utilizar el producto interno definido en el ejercicio durante todo su desarrollo

(a b] |
Sea eH
c d

Ol {216

a+2b=0 d+2c=0

b
S HE :{i d]eM2X2/a+2b:d+2c:0}

Obtenemos su base:
a b -2b b -2 1 0 O -2 1)(0 O
- b e 5B = ,
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b) Debemos hallar la proyeccion de la matriz C sobre el subespacio cuya base tenga el menor
niimero de vectores, pero en este caso ambos subespacios tienen dimension 2, por lo tanto
escogemos cualquiera de las dos bases para ortonormalizarla.

Las proyecciones siempre se calculan sobre bases ortonormales

Vamos a ortonormalizar B, y a esta nueva base la denotaremos como B,

SR S

) 11 00
Supongase que v, = 00 YV, = 11

Utilizamos el proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt

u, =

Y
A

Recuerden para todo el ejercicio utilizamos el producto interno definido en el planteamiento del
problema

||V1|| = \/(\/1 | Vlj

e[ 1) e

Jv.| = VO@ + 2@) @) + 2(0)(0) + (0)(0)
v, =~/3

u2: .VZ

L
v

(0 0 (1 1 1)\ (11
2711 (EN j (0 OJ [0 Oj
(0 0) (1 1
vl @[(0)(1)+2(0)(1)+2(1)(0)+(1)(0)] (0 Oj
(0 0
V,'=

1 1
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”Vz ” =4 (Vz | vV, 5

8 -

v, 1 = YO +2@)@ + 2(0)(0) + (0)(0)

13
=[50 o300 )

Cabe recalcar que no era necesario realizar todo el proceso debido a que los vectores de B,, son

ortogonales, es decir, (v, | v,)=0

Asi que para ortonormalizar la base solo era necesario dividir cada vector para su norma, pero
realizamos todo el proceso para practicar mds; pero en adelante, de ser posible, nos saltaremos los
pasos innecesarios

Sabemos que:

A=Proy,C
A=(C |u)eu,+(C |u,)eu,

(e DG 6 GG DIE HE Y

A= (%j[(l)(l) +2(2)() +2(3)(0) + (4)(0)] o (é ;j n [%j[(l)(o) 4 2(2)(09+ 23)1) + (4)D)] e ((1) (1)]

(o o (51s 3
A=|— e +| =— |o
30 0 3 11
S )
A:[lé 1?}
%
Y para obtener la matriz B despejamos de:

C=A+B
B=C-A

-3

S
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¢) Para determinar la medida del dngulo nos remitimos a la formula:
Cos(0) = —(C )
<110l

Pero por comodidad de cdlculo la resolveremos por partes y al final reemplazaremos todos los

valores
1 2 10

em={; 3|6 2

(C | 1)=@)@) +2(2)(0) +2(3)(0) + (4

(Cl1)=5
[c]=+(c[c) =00
cl - 1 2 1 2 1 0
el-y((5 3|5 &) =yl 3|06 3
IC] = VD@ +2(2)(2) + 23)(3) + (4)(4) 1] = V@@ +2(0)(0) + 2(0)(0) + (V@)
c] =43 1] =+2

Finalmente reemplazando nos queda:

5
Cos(f) = ———
@ J24/43
0= ArcCos{i

%

d) Para hallar la distancia también utilizamos una formula conocida:

d(c")é'ﬂ(; )
-2 ?;J
en-ys 3)

d(C.1) =J®X®+2QXE+ZBX$+BX$
d(C,1)=+/35

d(C,1)=
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e) Para este ultimo literal recordaremos aquel teorema que nos indica que para obtener una base
ortonormal de \ basta con unir una base ortonormal de un subespacio H cualquiera con la base

ortonormal de su complemente ortogonal, es decir, H™

Como ya tenemos la base ortonormal de H solo falta ortonormalizar la base de H*, la cual
denotaremos como B,

) -2 1 0 0
Supongase que v, = 0 0 YV, = L o

Pero estos dos vectores ya son ortogonales, solo falta que sean unitarios, asi que dividiremos cada
uno de ellos para su respectiva norma

ve] =0 [v) Vo[l = v, Tv,)

wGIEY weE )

Vo] = V(=2)(=2) + 2(D)(L) + 2(0)(0) + (0)(0) V2| = v/(0)(0) + 2(0)(0) + 2(1)(L) + (—2)(-2)
v.[| =6 v.]| =6

o -[1(2 )40 5)

La base ortonormal de V' [a denotaremos como B,, entonces:

o of sl s okl )

R P & I P & Y
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Tema 8
Califigue como verdaderas o falsas las siguientes proposiciones. Justifique formalmente su
respuesta

a) Sea f :R’°XR* — R una funcién con regla de correspondencia:

a, \(a
f<(bj(b§ J> =2a,b, —6a,b,

Entonces f es un producto interno real en R?

Para averiguar si la funcién dada es un producto interno habrd que averiguar si se cumplen las
condiciones del producto interno

eV f(v)=20

swv=[ew
[BIE)-

2ab-6ab >0
—4ab >0
ab<0

No se cumple el primer punto

Pero hay que plantear el contraejemplo aunque ya esté demostrado formalmente que no es un
producto interno

seav=[] e
(AR

2(0)(0) - 6(L)(1) > 0
—4>0

. f no es un producto interno

.. Falso
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rSen(t) Cos(t)

b) Vr,teR: A:(
Cos(t) —rSen(t)

j es ortogonal

Para que la matriz sea ortogonal, el producto interno entre sus columnas debe ser igual a 0 y al
mismo tiempo el producto interno de cada columna consigo misma debe ser igual a 1. Entonces,
utilizando el producto interno canénico:
Cos(t) 0
—rSen(t) )/

rSen(t)
[ Cos(t) ]

rSen(t)Cos(t) —rSen(t)Cos(t) =0

0=0
(rSen(t)] (rSen(t)) 1
Cos(t) )|\ Cos(t) )/ Sen?(t) =0 r2—1=0
r?Sen®(t) + Cos’(t) =1 Sen(t) =0 r’=1
r?Sen®(t)+1-Sen?(t) =1 t=0At=27 r=+1

sen’(t)[r> -1]=0

Por lo tanto la igualdad solo se cumple para los valores de v y t encontrados y no para todos los
reales. Se igual procedimiento para la sequnda columna

.. Falso

c) Sea V un espacio vectorial real con producto interno. Sean u,v eV dos vectores
ortonormales. Si los vectores au + AV y au— v son ortogonales, entonces |a| =|f|

(au+ lau—pv)=0
(au/ au) + (au /- AV) + (Al au) + (A - ) =0
a’ulu)—afUl/v)+afulv)—p*(vIv)=0

Pero como los vectores U y v son ortonormales, sabemos que: (u/u)=(v/v)=1

a’ulu)-pB%(vIv)=0

a?-p*=0
aZ :ﬂZ
o] =]
.. Verdadero
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Valores y Vectores Propios

Valor y Vector Propio de una Matriz: Sea A una matriz de nxn. Se dice que A es un valor propio

de A si existe un vector no nulo X e R", tal que AX = AX . En tal caso se dice que X es un
vector propio de A asociado al valor propio A

Valor y Vector Propio de una Transformacion Lineal: Sea NV un espacio vectorial y T :V —V
una transformacion lineal. Se dice que A es un valor propio de de T , si existe un vector propio no

nulo veV, tal que T(V)=Av. En tal caso se dice que v es un vector propio de T asociado al
valor propio A

Teorema 1
Sea A una matriz de nxn. Entonces A es un valor propio de A si'y solo si:

p(A) =det(A-Al)=0
Matriz Semejante

Definicion: Las matrices A y B de nxn se dice que son semejantes si existe una matriz invertible
C de nxn tal que:
B=C*-A.C

Teorema 2
Sean A y B dos matrices semejantes de nxn. Entonces se cumple que:

1. det(A) = det(B)
2. pA(/AL) = pB(ﬂ’)

Y por tanto A y B tienen los mismos valores propios pero no necesariamente los mismos vectores
propios

Teorema 3
Sea A un valor propio de la matriz A de nxn. Entonces:

E, ={X eC"/AX =X}
Es un subespacio de C" y es llamado espacio propio de A asociado al valor propio A

Teorema 4
Sea A un valor propio de la transformacién lineal T :N —V . Entonces:

E,={veVIT(V)=Av}

Es un subespacio de V' y es [lamado espacio propio de T asociado al valor propio A
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Multiplicidad Geométrica

Definicion: Sea E, el espacio propio de la matriz A de nxn o de una transformacion lineal

T:V >V asociado al valor propio 1. Se define la multiplicidad geométrica de A, denotada por
mg(A), como:

mg(4) =dimE,
Teorema 5
Sea A un valor propio de la matriz A de nxn o de una transformacion lineal T :V —V en el
espacio de dimension finita V. Entonces, se cumple que:

1<mg(4) <ma(l)

Teorema 6
Vectores propios asociados a valores propios diferentes son linealmente independientes.

Teorema 7
Sea A una matriz simétrica de nxn con componentes reales. Si A es un valor propio de A,

entonces A es un niimero real

Teorema 8
Sea A una matriz de nxn simétrica. Sea X, un vector propio de A asociado al valor propio A, y
X, un vector propio de A asociado al valor propio A,.

Si A, # A,, entonces X, y X, son ortogonales.

Teorema 9
Sea A una matriz de nxn. Si A tiene exactamente n valores propios diferentes, entonces A es
diagonalizable

Matriz Diagonalizable

Definicion: Se dice que la matriz A de nxn es diagonalizable si existe una matriz inversible C de
nxn tal que:

D=C'AC

Es decir, una matriz A de nxn es diagonalizable si existe una matriz diagonal D de nxn tal que
Ay D son semejantes

Teorema 10
Una matriz de nxn es diagonalizable si tiene n vectores propios linealmente independientes
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Transformacion Lineal Diagonalizable

Definicion: La transformacién lineal T:V —V , donde V es un espacio vectorial de dimension

finita, se dice que es diagonalizable si existe una base B de \V respecto de la cual la representacion

matricial de T es una matriz diagonal

Teorema 11
Una matriz A de nxn es diagonalizable si cumple que, por cada valor propio de A:

ma(4) = mg(4)
Matriz Diagonalizable Ortogonalmente

Definicion: Una matriz A de nxnse dice que es diagonalizable ortogonalmente si existe una
matriz ortogonal Q de nxn tal que;

D=Q"AQ
Donde D es una matriz diagonal semejante a la matriz A

Teorema 11
Una matriz A de nxn es diagonalizable ortogonalmente, si'y solo si, A es una matriz simétrica
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Tema 1l
Halle los valores y vectores propios de la siguiente matriz:
1 0 1
A=0 1 -1
1 -1 2

Para hallar los valores propios debemos encontrar el polinomio caracteristico y extraer sus raices,
muchas veces es necesario utilizar la division sintética para poder factorizar la expresion

1-4 0 1

p(A) =det(A-Al)=0
A-D[a-1)-1)-1]+=Da-1)=0
A-A)Q2-A-21+A-1)-1+1=0
1L-A)(A*-31+1D)-1+1=0

P -31+1-2+312-1-1+1=0

P42 +31=0
AW —-44+3)=0
2— =
4 =0 A -42+3=0
(A-3)(A-D)=0
A, =1 A, =3
A, =0
A, =1
Ay =3

Finalmente debemos encontrar los vectores propios y para ello debemos hallar una base de los
espacios E

EL procedimiento consiste en reemplazar cada valor propio en la matriz A— Al y resolver el
siguiente sistema homogéneo:

1-24 0 1 Ya 0
0 1-4 -1 |b|=|0
1 -1 2-A)c 0

Entonces para hallar cada espacio planteamos el sistema mencionado y reducimos la matriz hasta
obtener la mayor cantidad de ceros posibles
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.Ell

1-0 0 1 |0y (1 0 110 1 0 1]0 10 110
0 1-0 -1]0|>|0 1 -1|0[As(-D/0 1 -1|0lA,MO0 1 -1]0
1 -1 2-0/0) |1 -1 20 0 -1 1|0 00 010

De donde extraemos las siguientes igualdades:

a+c=0 b-c=0
a=-C b=c
Reemplazando en el vector tipico
a) (-c¢ -1 -1
b|=| c |=¢ 1 vy =1
c c 1 1
. E/IZ
1-1 0 1 1]0 0010A(1)oooo
1-1 -1|0|—>|0 0 -1 0A21(1)o 0 -11/0
1 -1 2-110 1 -1 1/0) 21 -1 010
-c=0 -b=0
c=0 a=>b
a a 1
C 0 0
d Ezz
1-3 0 1 |0 -2 0 110 0—2—10A(1)oooo
0 1-3 -1 |0|—>| 0 -2 -1|0|A,, (20 -2 -1 0A21(1) -2 -11]0
1 -1 2-3|0 1 -1 -1/0 1 -1 -1]/0) % 1 1 010
—2b-c=0 a+b=0
c=-2b a=-b
a -b -1 -1
bl=| b |=b 1 v, =| 1
c —-2b -2 -2
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Tema 2
Encuentre, de ser posible, la matriz C que diagonaliza a la matriz:
5 -4 2
A=|4 -3 2
4 -3 2

El procedimiento para encontrar la matriz C consiste en calcular el determinante de A—Al e
igualarlo a cero para finalmente hallar los valores propios de la matriz, recuerden que en muchos
casos es necesario usar division sintética para factorizar.

5-4 -4 2
A-Al= 4 -3-1 2
4 -3 2-1

p(4)=0

det(A— A1) =0
(5-)[(-3-2)(2-2)+6]-4[-4(2-2)+6]+4[-8-2(-3-1)]=0
(5-A)-6+31-24+ 2% +6]-4[-8+44+6]+4[-8+6+21]=0
(5-A)(A2+2)+32-161-24—-32+24+81=0

542 +51-2°-12-81=0

B —422+31=0

A2 =42+3)=0

A, =0
A=0 (A-3)(A-1) =0 A, =1
Ay =

A=3 A=1

Ahora debemos hallar una base para cada espacio propio asociado con cada uno de los valores
propios, recuerden que por lo general los valores propios se los ordena de menor a mayor

Eil;ﬁlzo
5-0 -4 2 10 5—420A(1)1—1oo 1 -1 0|0
4 -3-0 2 O—>4—32021(1)4—320A12(—3)1020
4 -3 2-0/0 4 —3 2|0)™ 0 0 0]0 0 0 00
a-b=0 a+2c=0
a=b c=—%a
a a 1
bl|=| a |=a1 — B, =
c Ya v -1
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No hay ningiin problema si multiplicamos al vector por cualquier niimero para eliminar la fraccion

E.i4, =1
5-1 -4 2 10 4—420(1)0000 00 010
4 -3-1 2 094—4202‘21(1)2—210A12(2)20—10
4 -3 2-110 4 -3 1]0) % 0 1 -110 01 -11/0
2a—-c=0 b_c=0
a ¥ I 1
bl|=| ¢ |=c|1| =B, 2
C C 1 2
Ezs;/%e,:?’
5-3 -4 2 |0 2—420(2)1—210 1 0 -1/0
4 -3-3 2 |0|—>|4 -6 202112(2)0 2 -2|0A, @m0 1 -1]0
4 -3 2-310 4 -3 -1/0) " 0 5 -5|0 00 010
-c=0 b-c=0
=C b=c
a Cc 1 1
b|=|c|=cll — Bgjs 1
C C 1 1

Finalmente las columnas de la matriz C que diagonaliza a la matriz A estdn dadas por los
vectotres que conforman las bases de cada uno de los espacios propios

2 1
~C=l2 2
2

e

-1
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g)?eil?n?ine los valores caracteristicos y base para cada espacio propio de la matriz:
a 1l 1
A=|1 a 1
1 1 a

(a-Al@-4)?-1]-1@-1)-1]+1- @-1)]=0
(@a-Al@-4)?-1]-(@-4)+1+1-(@a-1) =0
(a—1)°-3(@a-4)+2=0

Ahora realizamos un cambio de variable para facilitar la factorizacion del polinomio

X=a—-A4A
x3—3x+2=0

Aplicando division sintética:

1/1 0 -3 2 D(x? N0 x=1 X=-2
1 1 -2 (X_l)(x +2X_ )1‘ . a—i=1  a-A=-2
11 -2 0 (x=D)(x+2)(x=1) = d=a-1 A=a+2

Y finalmente hallamos cada espacio propio reemplazando cada A en la matriz A— Al

E as
111 (111 oo [3) (P8 () (2
111|000 a+—t:c— bl=| b |=bl 1 |+c O
111 (o0 0 a=-h-c . c 0 1
1) (-1
Be =4| 1 }| 0
0o/l 1
E/I:a+2
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Ei:l?nﬁine la matriz ortogonal Q que diagonaliza ortogonalmente a la matriz:
-1 5 0
A=|5 -1 0
0O 0 4

Para encontrar la matriz Q realizamos el mismo procedimiento aplicado en los ejercicios anteriores
solo que cuando hallemos las bases de los espacios propios debemos ortonormalizarlas, y esas serdn
las columnas de la matriz en cuestion

Hay que recordar que las columnas de esta matriz forman una base ortonormal para R®

p(4)=0

det(A—A1) =0
(4-A)[(-1-2)(-1-1)-25]=0
(4-A)|(-1-2)* —25]=0

Cuando se calcula el determinante por medio de cofactores es mejor utilizar la fila o columna con
mayor cantidad de ceros presentes en la misma

También hay que tener en cuenta que el procedimiento se puede simplificar por la presencia de
ciertos artificios, por ejemplo en este caso la expresién dentro del corchete es una diferencia de
cuadrados perfectos y su factorizacion es sencilla

4-2=0  [(-1-4)+5]-[(-1-2)-5]=0 4-2=0  -6-1=0
A=4 (4-A)(-6-4) A=0 -6

A =—6->ma(4)=1
A, =4 —>ma(l,)=2

Ahora encontramos las bases de cada espacio propio

E ;A =-6
~1-(-6) 5 0 0 55 0]0\A,(-D(1 1 0]0
5 —1—(-6) 0 0|—>[5 5 0|0|MJ(%¥)|0 0 0|0
0 0 4-(-6) |0 0 0 10|0/M,(})l0 O 1]0
a+b=0 c=0
a=-b
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a -b -1 -1
bl=| b |=b 1 - B, =4 1
c 0 0

Hay que ortonormalizar esta base para obtener la primera columna de la matriz Q, pero como solo
es un vector bastard con dividirlo para su norma, en este caso usamos el producto interno canénico

M= V)

-1)|(-1 )
(ENESHE e
0 0 BoNE/u = }/ﬁ

0

V| = VEDED) + @) + (0)(0)
M =+2

E.i4, =4
-1-4 5 0 |0 -5 5 0]0 -1 1 0|0
A, (-1)
5 -1-4 0 |0|>|5 -5 01]0 0 0 0|0
M, (%)
0 0 4-410 0O 0 0]0 0 0 0|0
—a+b=0
a=>b

Si no aparece la variable ¢ significa que es libre y no hay condicién de la que esté sujeta
a a 1 0 1)(0
bl=la|=4a1|+c0 — B, =4]1}]0
c c 0 1 0)(1

Igualmente debemos ortonormalizar esta base, pero antes hay que notar que estos vectores ya son
ortogonales y de paso el seqgundo ya es unitario, asi que bastard con dividir el primer vector para su
norma con lo que obtendremos la base buscada y las dos iltimas columnas de nuestra matriz Q

||V1|| = (Vl | Vl)

1 1
= [(2]]|2 Za)(°
0 0 _>BONE,12: }/ﬁ | 0
0 1

vi| = V@ + @) + (0)(0)
.|| =2

Ve Va0

2Q=1 Ve Jr O
0 0 1
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Tema 5
Sea A una matriz cuadrada de tamafio 2x2 que representa a una transformacién lineal

T :R? > R?, respecto ala base canénicade R?

a) Si traza(A)=-5y det(A) =4, ¢cudles son los valores propios de T ?
b) Encuentre, de ser posible, una base de R? respecto de la cual la matriz asociadaa T

0 -6
sea una matriz diagonal, si se conoce que T(J :[ 5 j

a) Sabemos que para cualquier matriz de orden 2 el polinomio caracteristico estd dado por:
p(A) = A* —traza(A)A + det(A) = 0

Entonces:
A +51+4=0 A+4=0 A+1=0
A+4)(1+D)=0 A=-4 A=-1

Y con esto queda resuelto el primer literal
b) Para hallar dicha base necesitamos diagonalizar cualquier matriz asociada a T, pero como no
tenemos la regla de correspondencia tendremos que buscar otro camino para encontrar una matriz

asociada

Para este ejercicio tenemos suficientes datos para hallar la representacién matricial de T respecto
a la base canénica. Conocemos su sequnda columna por el dato del literal b, asi que tenemos:

A X —6
|y 2
Ademds conocemos el valor de la traza y del determinante, por lo que tenemos el siguiente sistema
de ecuaciones

X+2=-5—>x=-7 A - -7 -6
2X+6y=4—>x+3y=2->3y=9->y=3 T

Y de aqui en adelante el procedimiento es el mismo que en ejercicios anteriores:

~7-4 -6
A=Al =
[ 3 2—1}

Pero como ya conocemos los valores propios de esta matriz simplemente hallamos los espacios
propios
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Enid =-4
~7+4 -6 10) (-3 -6/0 A,1)(0 0|0 a+2b=0
3  2+4|0 3 6 |0)M,(%)\1 2|0 a=-2b

G ()

Al mismo tiempo este vector representa las coordenadas de los vectores propios de la
transformacion lineal respecto a la base de donde nacio la matriz asociada, es decir, son las

coordenadas de los vectores propios del operador lineal respecto a la base candnica de R® para este
caso.

E,,id, =1
_7+41 -6 [0y (=6 —6]0)A,(2)(0 00 a+b=0
[ 3 2+1‘oj%[3 3 ‘OJMZ(}Q)(l 1‘0J a=-b
o)-(o )5 5= J)
o)\ b 1 1
3
SV, =
1

Y estos dos vectores encontrados forman parte una base respecto de la cual la matriz asociada a T

es una matriz diagonal
-2\ (-1
. B= ,
I

Hay que tener en cuenta que si el espacio donde opera la transformacion lineal es diferente a R",

entonces los vectores de la base tendran la forma de dicho espacio, ya sean matrices, polinomios,
etc.
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Califigue como verdaderas o falsas las siguientes proposiciones. Justifique formalmente su

respuesta

a) Si A es una matriz triangular, los

diagonal principal

valores propios de A son los elementos de su

a‘ll a'12 13 a‘ln
O a‘22 23 a2n
Sea lamatriz A=| 0 0 ag a,, | una matriz triangular de nxn . Entonces:

0 0 0 a,,

a, —4 a, 83 8y

0 8y —A Ay &1

A-Al=| O 0 agp —A4 ag,

0 0 0 a._ —A

Cuando se tiene una matriz triangular el determinante de la misma estd dado por la multiplicacion
de los elementos de la diagonal principal.

p(4) = det(A— 1) = (&, ~ 2)(@z, — A)(@gs — A)-vs(By ~2) =0

De donde obtenemos que:

a,-4=0 a,-4=0 a,;-4=0 ... a,, —4=0
a; =4 ay =4 Qg = /13 a, =4,
Por lo tanto A, =a; parai=123,..,nneN
..Verdadero

b) Sea AeM,,,. Si det(A)=1 y traza(A) =-1, entonces los valores propios de A son

ndmeros reales
Sabemos que:

p(A) = A* —traza(A)A + det(A) =0
A +2+1=0

Aplicando el discriminante a la ecuacion determinaremos el tipo de raices de la misma

a=1 A =b%-4ac
b=1 A=1-4
c=1 A=-3

E( discriminante es menor que cero, por tanto las raices son niimeros complejos

.. Falso
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. . 1 0 —1 A A
c) Si A es un valor propio de A= 0 -1 , entonces (A+A ) =2"A

Observemos que la matriz A es ortogonal debido a que el producto interno entre sus columnas es
cero y al mismo tiempo el producto interno de cada columna consigo misma es uno, entonces:

AT=AT SAT=A

También como A es una matriz diagonal, sus valores propios son los elementos de la diagonal
principal, es decir:

A=1
=1
Finalmente:
(A+AT) =27 A
(A+AT) =2"A (A+AJ" =27A
(A+A) =2'A (2A)™ :%A
2A=2A L
2)"(AT=ZA
2
Laia
2 2
..Verdadero
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