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OBJETIVOS:

e Definir Limites.

o Realizar demostraciones formales de limites.
o Describir grdficamente los limites.

e Calcular limites.
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1.1 LIMITE EN UN PUNTO

El Calculo, basicamente esta fundamentado en los limites, por tanto este
tema es trascendental para nuestro estudio. De hecho, la derivada y la integral
definida son conceptos basados en limites. Conceptualizar limite determinando
el comportamiento de una funcién e interpretarlo en su grafica, ayudara
bastante en el inicio del andlisis de los limites.

1.1.1 DEFINICION INTUITIVA

Ciertas funciones de variable real presentan un comportamiento un tanto
singular en la cercania de un punto, precisar sus caracteristicas es nuestra
intencién y el estudio de los limites va a permitir esto.

Empecemos analizando ejemplos sencillos; en los que podamos por simple
inspeccion concluir y tener una idea del concepto de limite.

Ejemplo-1
Veamos como se comporta la funcion f con regla de correspondencia f(x) =2x+1 en
la cercaniade x=2.

Evaluando la funcién para algunos valores de X, préximos (acercandose) a2 :

X |y=2x+1
190 | 4.80 :
195| 490 |

v 199| 498 v

Ao01| 5024
£ 205| 5.10
210| 520 °

En la tabla de valores se han ubicado unas flechas para dar a entender que tomamos a la X
aproximandose a 2 en ambas direcciones y se observa que los valores de Yy se van acercando a 5.
Aunque son solo seis valores, por ahora sin ponernos exigentes vamos a concluir diciendo que la funcion
se aproxima a 5 cada vez que su variable independiente X se aproxima a 2. Este comportamiento lo
escribiremos de la siguiente forma:

lim(2x+1)=5

X—2

Lo anterior se puede ilustrar desde la gréafica:
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Ejemplo-2

Ahora veamos el comportamiento de esta otra funcion f con regla de correspondencia

X% +5X—6

f(x) = 1 en la cercaniade x=1.

Evaluando la funcion para ciertos valores de x , cada vez mas proximos a 1, tenemos:

X

~ x> +5x—6
x—1

0.90
. 095
v 0.99

4101
: 1.05
1.10

6.90
6.95
6.99

7.01
7.05
7.10

v

A

Parece ser que esta funcion se aproxima a tomar el valor de 7 cada vez que la variable independiente X

se aproxima a tomar el valor de 1, es decir ' lim

x—1

x2 +5x—6 _
x-1

7.

Note que no es necesario que la funcidn esté definida en el punto de aproximacion.

Por otro lado, la regla de correspondencia

f(X)=X+6 ;X#1 (;PORQUE?).

Este comportamiento se lo puede visualizar desde su gréfica:

2 —
f(x)=)(+75)i6 es equivalente
X_

P 456
A

De lo expuesto en los dos ejemplos anteriores, sin ser tan riguroso todavia,

podemos emitir la siguiente definicion:
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Una funcion f tiene limite L en un punto
X,, Si f se aproxima a tomar el valor L
cada vez que su variable independiente X
se aproxima a tomar el valor x,. Lo que
se denota como:  lim f(x)=L

X—>Xg

Para los dos ejemplos anteriores el comportamiento de las funciones se
puede determinar analizando sus graficas; pero esto podria ser no tan sencillo;
es mas, suponga que se necesite bosquejar la grafica teniendo caracteristicas
de su comportamiento. De ahi la necesidad del estudio de limite de funciones.

1.1.2 DEFINICION FORMAL

Suponga que se plantea el problema de demostrar que II'rTZI 2Xx+1=5 o que
X—>

2

. X" +5X-6 :

lim————=7. Para esto, debemos garantizar formalmente el
x—1 X—-1

acercamiento que tiene la funcion a su correspondiente valor cada vez que su
variable independiente se aproxime al valor especificado. Ya la tabla de valores
no nos sirve, el hecho que se cumpla para algunos valores no indica que se
cumpla para todos los valores proximos al punto. La demostracion consistira
en escribir matematicamente, lenguaje formal, la metodologia del proceso, lo
cual nos lleva a la necesidad de tener una definicion formal de limite y no solo
para estos dos ejemplos, sino para cualquier funcion.

Antes, de llegar a la definicion requerida, precisemos lo siguiente:

PRIMERO, para un lenguaje formal, decir que X toma valores proximos a un
punto X, (que x esta en torno a X, ), bastara con considerarla perteneciente a

un intervalo o vecindad, centrado en X,, de semiamplitud muy pequefa, la
cual denotaremos con la letra griega O (delta). Es decir:

Xo —0 < X< X,+0

Transformando la expresion anterior tenemos:

Xo—0 < X <X3+0

Xg—0—Xg <X=Xg <X +0-X| Restando " X, "

-3 < X=Xy <3 0
Empleando la definicion
‘X B XO‘ <8 de valor absoluto
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Y, para que X no sea X,, bastara con proponer que 0< |X — X0| < 0 ¢PoR

QUE?.

SEGUNDO, para decir que f esta préxima a L (en torno a L), podemos
expresar que pertenece a un intervalo o vecindad, centrado en L de
semiamplitud muy pequefia, la cual denotaremos con la letra griega &
(épsilon). Es decir:

L-e<f(x)<L+e

Transformando la expresion anterior tenemos:

L-e<f(X)<L+e
—e<f(X)-L<+g| * Restando"L"

| f(x)- |_| <e <4— Aplicando la definicion de valor absoluto

Con todo lo anterior, definimos formalmente limite de una funcibn en un
punto, de la siguiente manera:

Sea f una funcién de variable real y sean ¢ y o
cantidades positivas muy pequefias.

Suponga que f se aproxima a L cuando x se
aproxima a X,, denotado por Ilimf(x)=L,

X=X,
significa que para toda proximidad & que se
desee estar con f en torno a L, deberd
poderse definir un intervalo en torno a x, en el
cual fomar x, sin que necesariamente x =X,, que
nos garantice el acercamiento.

Es decir:

(Iim f(x):L)sv,s>0,35>0tal que 0<|x—x|<s=|f(X)-L|<e

X—>Xp

La definicion indica que para asegurar que una funcién tiene limite
deberiamos establecer una relacién entre 0 y ¢.

Una manera de interpretar graficamente lo mencionado es:
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o
+&

.xo

Con esta definicion, ya podemos realizar demostraciones formales.

Ejemplo-1

Demostrar formalmente que lim(2x +1)=5.
X—2

SOLUCION:

Cuando hicimos la tabla de valores, sélo para seis valores percibimos que el limite de esta funcion era 5, se
trata ahora de demostrarlo. Debemos garantizar que cuando reemplacemos la x por cualquier nimero
cercano a 2 el valor de y correspondiente es un niimeros cercano a 5, y mientras la x esté més cerca de

2 la y estard mas cerca de 5; esto quiere decir que la diferencia entre los valores que resultan en
2x+1con 5 deberdn ser cantidades muy pequefias, menores que cualquiera tolerancia & que nos
fijlemos.

Es decir, que debemos poder estar tan cerca de 5 con y =2x+1, tanto como nos propusiéramos estar

(paratodo ¢ ). Si esto es posible debera poderse definir el correspondiente intervalo (existe o) en el cual
tomar x que garantice aquello, es decir:

Ve>0,35>0 talque 0<[x-2/<5 = |2x+1)-5<e

En la implicacion, vamos a transformar el antecedente hasta llevarlo a la forma del consecuente.
Observe el consecuente, su forma algebraica nos guiaré en el procedimiento a seguir:

0<|x-2/<s

<4— Multiplicando por 2 (porque en el
0< Z‘X B 2‘ <26 consecuente aparece 2x )
0<[2|x-2|<25
0< ‘Z(X - 2)‘ <26 <— Propiedades del valor absoluto
0< ‘ZX - 4‘ <26 Sumando y restando 5 (debido a que
0< ‘ZX _445_ 5‘ <25 <«4— aparece -5 en el consecuente)
0<|(2x+1)-5/ <25 <— Agrupando

Ahora, podemos decidir que |6 = % ; es decir, que si tomamos 2—% <X< 2+% nos permite asegurar

lo propuesto.

Suponga que & =0.1; es decir, si quisiéramos que y =2x+1 esté a menos de 0.1 de 5, sera posible

si tomamos a la que X, entorno a 2 a una distancia no mayor de & = % =0.05. Es decir para que f

esté entre 4.9 y 5.1 bastara con tomar ala x un niimero entre 1.95y 2.05.
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No olvide que proponer una relacion entre ¢ y &, garantiza que f estara tan cerca de L, como se

. . . .01
quiera estar. Veamos, més cerca & = 0.01, bastard con tomar ala x anomenos de & = ﬂ =0.005

de 2. Es decir que si tomamos 1.995 < x < 2.005 garantiza que 4.99 < f(x) <5.01.

tjemplo-2

2

. X°+5x-6
Demostrar formalmente que lim—— =7

Xx—1 Xx—-1
SOLUCION:

X2 +5x—6 . .

Debemos asegurar que Yy :—1 se aproxima a tomar el valor de 7 cada vez que la x esté

X —

o . x2 +5x—6

préxima de 1. Es decir, que debemos poder estar tan cerca de 7 con y = ——————, tanto como nos

propusiéramos estar (para todo ¢ ). Si esto es posible debera poderse definir el correspondiente intervalo

(existe 0 ) en el cual tomar x que garantice aquello, es decir:

X2 +5x—6
x-1

Ve>0,35>0 talque 0<[x-1<o ~-Tl<e¢

Vamos a transformar el antecedente hasta llevarlo a la forma del consecuente. La forma algebraica
del consecuente nos guiara:

0<[x-1<& Sesumay resta 7 (debido a que
0< ‘X 147- 7‘ <5 — aparece -7 en el consecuente)

0<|(x+6)-7|<& Agrupando (X +6) y

4_
(x+6)(x-1) 1<s dividiéndolo y multiplicandolo por (X —1)
T x-1 S (debido a que el primer término del consecuente
W2 +5%—6 aparece dividido por (x —1) )
—-7|<0
x-1

Con & = ¢, nos permite asegurar lo propuesto; es decir, tomando 1—-e < x <1+¢&

tjemplo-3

Demostrar formalmente que lim XX =4,
X—>

SOLUCION:
Debemos garantizar que Ve >0,36 >0 tal que 0< |X—2| <o = ‘xz —4‘ <&

Por lo tanto:

Multiplicando por | + 2| (debido a que

0<[x-2/<s ) . .
« el consecuente tiene una diferencia de
0<|x—2||x+2|<5|x+2| ¢ cuadrados perfectos)

0<‘(x—2)(x+2)‘<§\x+2\<

Propiedades del valor absoluto
0<[x*—4|<5|x+2
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& . . . .y .y
Tomamos o = m . Pero ahora existe un inconveniente, la relacion es funcién de x . Esto lo podemos
X+

salvar acotando a x . Suponga que a la x se la toma a una distancia no mayor de 1, en torno a 2,
entonces 1< x <3, que si tuviéramos que escoger un valor para x, el idéneo seria 3, para que
satisfaga el hecho de que & debe ser una cantidad pequefia.

Por tanto, 0 = _£ __£ . es decir, tomar 2 _£ <X<2+ £ asegura lo que se quiere demostrar.
[3B+2] 5 5 5

tjemplo-4
Demostrar formalmente que Iinl‘ x=2.
X—

SOLUCION:
Debemos garantizar que V& >0,36 >0 tal que 0< |x —4| <5 = ‘\/;_ 2‘ <e
entonces:
0<|x-4/<s |
0<|(Vi-2)(Vx+2)<s| e e x4 para

diferencia de cuadrados

0<‘(\/§—2)H&+2‘<5

<«4—— Propiedades del valor absoluto

0< ‘\/; - 2‘ < L <«4—— Despejando

Vx+2

Tomamos & = 5(‘\/; + ZD Ahora bien, si tomamos a x a una distancia no mayor de 1, entorno a 4,

entonces 3 < x <5, un valor idéneo seria 3. ¢Por qué?.

Por lo tanto, o6 = g(ﬁ+ 2); es decir, si tomamos 4—5(J§+ 2)< X < 4+5(J§+ 2) aseguramos lo
que se quiere demostrar.

tjemplo- 5

Demostrar formalmente que lim Ix =3.
X—>

SOLUCION:
Debemos garantizar que Ve >0,36 >0 tal que 0< |X— 27| <0 = ‘%/;—3‘ <&
Entonces:

0<|x-27|<¢s

» ) Factorizando |X — 27| para
3 3 3 3 3 3 <_
0< (*/; - */ﬁ) ((\/;) + %327 + (*/ﬁ) j <é diferencia de cubos
0< (3/; _3)‘ ‘((3/;)2 +3¥x + g) <5 <4—— Propiedades del valor absoluto
<4—— Despejando
0< (3/; —3)‘ < o

((3/;)2 +3Yx + 9)‘

Tomamos O = g(

2
((3/;) + 33/; + 9)D . Ahora bien, si tomamos a X a una distancia no mayor de 1,

entorno a 27, entonces 26 < X < 28, un valor idéneo seria 26.
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Por lo tanto, 6 = g(

((%/%)2 +3%26 + 9]

j 0 0 =27 ¢ ; es decir,

((%/%)2+33/%+9D< X < 27+g[((3/%)2+33/%+9j

27 —27¢ < X< 27+ 27¢ aseguramos lo que se quiere demostrar.

si tomamos 27 — g(

It

Ejemplo- 5

Demostrar formalmente que jim>*=1_1 .
XL 2

SOLUCION:

Jx-1 1
x-1 2

La expresion algebraica del consecuente tiene una apariencia un tanto compleja, por tanto en este caso es

mejor empezar analizando el consecuente, para tener referencia de los pasos a seguir para luego
transformar el antecedente.

Debemos garantizar que Ve >0,36 >0 tal que 0< |X—l| <o <&

Vx-1 - 1 <&
x=1 2
(\/; - 1) 1 Factorizando el denominador
N T e - . :
(\/; B 1)(\/; N 1) 2 — (x—1) para diferencia de cuadrados
11 Simplificando (ﬁ _1)
(\/; +1) 2
2 (Jx+1 Restando
(1) -
2(«/; + 1)
2-Jx-1 s Destruyendo paréntesis
2 +1) —
Vx|, .
2(\/; + 1) Resolviendo la resta del 2 con el 1
)1+ 5)
2(Vx+1)(1+Vx) <¢ Multiplicando y dividiendo por (1++/x)
l;xz < +— Producto notable
2(Vx+1)
‘1_ X‘ <& +— Aplicando propiedades del valor
2(\/; 4 1)2 absoluto
‘1— X‘ < 5{2(\/; + 1)2} <+— Despejando

Ahora para transformar el antecedente, se sigue una secuencia como la anterior pero desde el final:
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0<[x-1<&
0<[l-x/<& - Propiedad del valor absoluto
0< ‘( \/— )(1 + \/— )‘ <+ Factorizando para diferencia de cuadrados
0< ‘1 x/—‘ ‘1+ \/—‘ P Despejando
‘1 \/_‘ S
1+ \/—) ‘1+ \/—‘ (1+ \/— <4——  Dividiendo todos los términos entre 2(1++/x
0< 1-Vx < g
2(1+V)| 2(14x)
0< 2(_1:{;\/%; < 2(1 j\&)z <+— Transformandoel 1en2-1
0< _(\/; +1)‘ < J <«——  Agrupando
2(1+ \/;) ‘ 2(1+\/;)2
0< 2 B (\/; +1) ‘ - o «— Separando en dos términos
2(1+x) 2(1+\/§)‘ 2(1+ &)2
0< t 1 < _ 9 <«——  Simplificando
(1+\/;) 2 2(1+ \/;)2
0 (\& -1 1 S
< (1+ \/;)(\/; _1) 2 < 2(1+ \/;)2 #&4——  Multiplicando por la conjugada
(Vx-1) 4 5
I 2(1+\/§)2

2
Tomamos & = 3(2(1+ Ix ) ) . Ahora hien, si tomamos a x a una distancia no mayor de 1, entorno a 1,

2
entonces 0 < x <2, un valor idoneo seria 0. Reemplazando tenemos & = 3(2(1+ \/5) j = 5(2)

Por lo tanto, @ = 2¢& ; es decir, sitomamos 1—2& < X < 1+ 2& aseguramos lo que se quiere demostrar.

tjemplo-6

Demostrar formalmente que ||im x—4 —4.
X4 \/;_ 2

SOLUCION:
Xx—4

—4
Jx -2

Debemos garantizar que Ve >0,35>0 tal que O<|x—4/<5 =

<&

Igual que en el ejemplo anterior primero vamos a analizar el consecuente:



Moisés Villena Mufioz Cap. 1 Limites de Funciones

Xx—4
-4 <¢
Jx-2
x=2)(x+2 Factorizando el numerador (x—4) para
w -4 <¢ diferencia de cuadrados
Ix -2
‘(\/;+2)_4‘ s Simplificando (\/;—2)
‘\/; - 2‘ <& — Restando
Vx=2)(Vx+2
w <& | *——  \Multiplicandoy dividiendo por (ﬁ+ 2)
(Vx+2)
x—4 < +— Realizando el Producto Notable
&
(Vx+2)
‘X _ 4‘ <& +— Aplicando propiedades del valor absoluto
Wx+2
|x—4| < g‘\/; + 2‘ <«———  Despejando

Ahora para transformar el antecedente, se sigue una secuencia como la anterior pero desde el final:

0<|x—4|<&
< \/)(_7_4 < \/_5 <4—— Dividiendo todos los términos entre (\/;+ 2)
X+2 X+2
0< (\/;(_\/2_)(\/;) - 2)‘ < \/_5 ‘ <€4— Factorizando (x —4) para diferencia de cuadrados
X+2 ‘ X+2
0< ‘*/; - 2‘ < \/§5+2 <4 Simplficando (vx +2)
O<‘\/§—2+4—4‘ < \/_5 2‘ <—— Sumando y restando 4
X+

0< ‘(\/; + 2) - 4‘ < \/;+ 2‘ <«—— Agrupando

(‘/; + 2)(\/; N 2) B O 4—— uitiplicando y dividiendo (~/X -2
0< (\/;_2) 4<‘\/;+2‘ ( )
0< x-4 __ 4 < ° <«—— Realizando el Producto Notable

(g | [

Tomamos o = g(\/;+ 2) . Ahora bien, si tomamos a x a una distancia no mayor de 1, entorno a 4,

entonces 3< X <5, unvalor idoneo seria 3.

Por lo tanto, 6:3(\/§+2); es decir, si tomamos 4—3(\/§+2)< X< 4+g(\/§+2)

aseguramos lo que se quiere demostrar.

Podria no ser tan sencillo encontrar un ¢ en funciéon de &, eso no significa
que el limite no existe, todo depende de la regla de correspondencia de la
funcion.

11
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tjercicios Propuestos 1.1

1. Demostrar formalmente utilizando la definicién de limite:

2 _ im oy =
) IimX =26 e lim~2x=2
x->3 X—3
b lim(2x-5)=-1 9 lim2L 2
X2 -1 \[x —1
2 —_ ’
c) |imwz_7 0) lim3/x =2
Xx—>-6 X+ 6 X—8
2x3 +3x2 —2x -3 h limYx=3a
d Iim————— ~=5 X-a
x—1 X271

2. Determine un niimero “ 0 " para el valor de “ £ " dado, tal que se establezca el limite de la funcion:

L 9x* -1 ] X
a) lim =2,¢=0.01 0 im———=2, £=0.08
H% 3x-1 -0 x+1-1
4 4
b) lirr;iz’zzzzaz . £=10°

3. Sea f: MY >N talque f(x)= /X encuentre un valor de “ & " para que 2.99 < f(x) <3.01
siempre que 0 < ‘X - 9‘ <0

4. Sea f(x)= 3/x . Establezca un intervalo en el cual tomar " X " para que (X) esté a menos de 0.1
del

1.1.3 TEOREMA DE UNICIDAD DE LIMITE.

Sea f una funcion de una variable real.
Si f tiene limite en x=x, , entonces este
es Unico. Es decir, si limf(x)=L vy

X—>Xg

limf(x)=M entonces L=M.

X—>Xg
Demostracion:
Por CONTRADICCION. Supongamos que efectivamente f tiene dos limites L y M, entonces tenemos dos
hipétesis:
Hy: lim f(x)=L = Ve, >0,35, >0tal que 0<[x—Xo| <, = [f(x)-L| <&

X—>Xg

Hy: lim f(x)=M = Ve, >0,35, >0tal que 0 <|x—Xo|< 5, =|f(x)-M|< &,

X—>Xg
Como se dice paratodo ¢; yparatodo £, entonces supongamos que &; =&, =€ .
Tomemos & = min{d;,d,} para estar con x , en la vecindad de x, .
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| f(x)- L| <&
Simultaneamente tenemos: V& > 0,36 > O talque 0 < |X - x0| <0=
| f(x)- M| <¢

lo cual quiere decir también que:
Ve >0,35 > 0talque 0 <|x—Xo| <& = | (x) - L|+|f (x) - M| < 2¢
[M—*(x)|

Por la desigualdad triangular |a+b| <|al +|b| , tenemos: | f(x)—L+M — f(x) <|f(x)- L+ M - f(x)
NS R AR S0/ Bl A So¥ A [ N S
a

b a b
entonces como [M — L| < | (x) - L|+|M — f (x)| < 2& podemos decir que [M — L| < 2¢
1
Ahora bien, suponiendo que ¢ :E|M - L| se produce una contradiccion porque tendriamos

M -L|< 2(%‘M - L‘) lo cual no es verdad. Por lo tanto, se concluye que L=M . L.Q.Q.D

Ejemplo-(una funcién que no tiene limite en un punto)

sea f(x) =sen(2).

Analicemos su comportamiento en la vecindad de “0”

x |y= sen(%)

_2 -1
T

1 0
2

_g 1
0
2

3 -1
1 0
v

2
T

Se observa que la funcion en la vecindad de “0” tiene un comportamiento un tanto singular, sus valores
son alternantes. Por tanto, se concluye que esta funcion no tiene limite en cero.

Veamos su gréfica.

13
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1.2 LIMITES LATERALES

Existen funciones que por la derecha de un punto tienen un comportamiento
y por la izquierda del punto tienen otro comportamiento. Esto ocurre
frecuentemente en funciones que tienen regla de correspondencia definida en
intervalos y que su grafica presenta un salto en un punto. Para expresar
formalmente este comportamiento se hace necesario definir limites en un punto
por una sola direccion.

1.2.1 LIMITE POR DERECHA

Cuando x se aproxima a tomar el valor de x,,
pero sélo por su derecha (x,<x<x,+0), f se
aproxima a tomar el valor de L,; significa que f
puede estar tan cerca de L, tanto como se
pretenda (Ve¢), para lo cual deberd existir el
correspondiente ¢, que indica el intervalo en el
cual fomar x que nos garantice aquello. Es decir:

(Il'm+ f(x)=L1jzv<9>0,Elatal que0<x-x,<o=|f(x)-L|<e
X—>Xo

tjemplo-1

Una funcién creciente en (x0 , oo)

14
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tj lo-2

Una funcion decreciente en (x0 , oo)

1.2.2 LIMITE POR IZQUIERDA.

Cuando X se aproxima a tomar el valor de
X,, pero sélo por su izquierda
(x,—0<x<X,), f se aproxima a tomar el
valor de L,; significa que f puede estar
tan cerca de L,, fanto como se pretenda
(Ve), para lo cual deberd existir el
correspondiente 0, que indica el intervalo
en el cual tomar x que nhos garantice

aquello. Es decir:
(Il'm f(x)=L2)zvf:>0,Elatalque0<x0—x<6:>|f(x)—L2|<g

X=Xy

T lo-1

Una funcion decreciente en (—oo,xo)

15
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tj lo-2

Una funcion creciente en (—oo,xo)

Note que lo que se ha hecho es no otra cosa que separar la definicion de
limite en un punto que fue dada al comienzo.

De las definiciones anteriores y por el Teorema de Unicidad de Limite surge
el siguiente teorema.

1.2.3 TEOREMA DE EXISTENCIA DE LIMITE

Si f es una funcidon con limite en x,
entonces se cumple que tanto por
izquierda como por derecha f tiende a
tomar el mismo valor. Es decir:
QLer(x)=L)s lim f(x)=L A lim f(x)=L

X—Xo X—>Xg

Sise daque lim f(x) = lim f(x), se dice que lim f(x) no existe.

X—>Xo X—Xg

Ejemplo-1

x—2 ;
f =‘7.HII lim f (x):
Sea f(x) oo  Hallar lim (x)

16
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Expresando la regla de correspondencia sin valor absoluto, resulta:

x-2 TR S PR
f(X)ziz X—2 _ , X>
x-2 |-(x-2) . (<2 -1 ; x<2
x-2

Esto quiere decir que su gréafica es:

T

De la grafica observamos que Ilim f(x)=1 y lim f(x)=-1; entonces se concluye que
x—2" X—2"

lim f (x) no existe .
X—2

Ejemplo-2

2X ,Xx>3
Demostrar formalmente que 'lim f(x)=6 si f(x)=<4 ,x=3
x—3

3x-3 ,x<3
SOLUCION:

Note que la funcién tiene regla de correspondencia con una definicion a la derecha de 3 y otra diferente a la
izquierda de 3, entonces es necesario demostrar que lim f(x)=6 yque Iim f(x)=6.
x—3* x—3"

PRIVERO, (Iim 2x=6) = V2 > 0,30> Otal que  0<x-3<0=>[2x-6 <z
x—3"

0<x-3<0
0<2(x-3)<20
0<2x-6<20

. & . & . N
Si 0= 5 : es decir, tomando 3 < X < 3+E garantizamos la afirmacion que lim 2x=6.

x—>3"
SEGUNDO,
(1im (3x~3)=6) =z >0,30> 0tal que 0<3-x<0=>|(3x-3)-6 <z
0<3-x<0
0<3(3-x)<30
0<9-3x<30

0<6+3-3x<30
0<—(3x—-3)+6<30
0<-[(3x-3)-6]<30

Si o :% : es decir, tomando 3—% <X <3 garantizamos que lim (3x—3)=6.

X—3"

17



Moisés Villena Mufioz Cap. 1 Limites de Funciones

Ejemplo-3

. . . x-1 ,x>2
Demostrar formalmente que lim f(x) no existe, si f(x)=
X2 X+1 ,x<2
SOLUCION:
La funcion tiene regla de correspondencia con una definicion a la derecha de 2 y otra diferente a la

izquierda de 2, entonces es necesario demostrar que ambas definiciones convergen a distintos valores, es
decir: Iim f(x)= lim f(x).
+

X—2 x—2"

Note que, XIL@(X_l) =1yque JL@(X+1) =3

PRIMERO,
(I|’m (x—l):l)zv£>0,38>0tal que 0< x—2<6:>|(x—1)—]4<g
x—2"
O0<x-2<0
O<x-1-1<0
0<(x-1)-1<o
Si @ =& ; es decir, tomando 2 < X < 2+ & garantizamos que lim (x—1)=1
x—2"
SEGUNDO
(1im (x+1)=3)=vz>0,30> 0tal que 0<2-x<d= |(x+1)-F <z
X—2"
0<2-x<0
0<3-1-x<0

0<3-(1+x)<0o
0<-[(x+1)-3]<0
Si 0 = & ; es decir, tomando 2—& < X < 2 garantizamos que lim (X+1) =3.
X—2"

Por lo tanto, al demostrar que f converge a distintos valores en la vecindad de 2, estamos demostrando
que lim f(x) no existe
X—2

tjemplo-4

Demostrar formalmente que lim (2x—[x]) =2
x—2"
SOLUCION:

(tim (2x-[x])=2) =¥z >0,30> 0tal que 0<x-2<0=|(2x-[x])-2 <&

x—2"

No olvide que a la derecha de 2 el entero mayor de X es igual a 2, es decir ﬂx]] =2.
Transformando el antecedente:

(0<x-2<0)=0<2x-4<20
=0<2x-4+2-2<20
=0<2x-2-2<20
=0<(2x—[2])-2<20

Sid= % - es decir, tomando 2 < X < 2 +§ garantizamos que Iim (2x - [[x]]) =2.
x—2"
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Cap. 1 Limites de Funciones

tjercicios Propuestos 1.2

Demostrar formalmente utilizando la definicién de limites laterales:

a lim|x=0
Xx—0
; o 3 2X—-7 ,x=2
> 1¥nqu(x)__3’s' f()()_{5—4x X< 2
; o B 2x-1 ,x=>2
¢ lmf(x)—3,5| f(x)_{m—l X<2
d. xI|_>r’£17(2x—[[x]]):3
e. XIl%n31+(3x—[[x]])=6

3x-1 ,x>1

Demostrar formalmente que 1im f (x) no existe, si f(x)=
x-1 X+2 ,x<1

Trace la grafica y determine, por inspeccion, el limite indicado si existe, si no existe justifique.

2 ,Xx<1
a f(x)={-1 ,x=1 ;limf(x)
3 x>1
o 0= im0 im0
' - X+ 2 "x>-2 " x—2
2X—7 ,x=>2 o
¢ f()():{5—4x X<2 i £
d  f(x)=x=[x] ;lim f(x) ., lim f(x)
x—0" x—0"
x+[x] X<-1
e f(x)=48gn(x-3) ,-1<x<4 ;limf(x) ,Ilim f(x)
1(x) X >4 o

Bosqueje la grafica de una funcién que cumpla las condiciones siguientes:
. Dom f =R

. f es decreciente en (—o0,—3)u(0,2)

. f es creciente en (~3,0)U (2,40)

e Ve>035>0vx[0<-3-x<5=|f(x)-2 <]
e Ve>035>0,x[0<x+3<5=|f(x)|<é]

e Ve>035>0,vx0<|x-2<5=|f(0+]<¢]
f(-3)=f(2)=0y f(0)=5

Bosqueje el gréfico de una funcién que cumpla las condiciones siguientes:
. Dom f =R

o f es crecienteen (—0,0)U(0,3)

. f decreciente en (3,0)

e Ve>035>0vx0<-x<5=|f()-3<¢]

o Ve>035>0vx0<x<5=|f(X)]<é]

. Vé‘>035>0,VX[O<|X—3|<§3|f(x)—5|<6‘]
f(-3)=f(3)=f(6)=0y f(0)=2
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1.3 TEOREMAS SOBRE LIMITES
1.3.1 TEOREMA PRINCIPAL SOBRE LIMITE

Sean f y g funciones con limite en x,:
es decir, suponga que Ilimf(x)=L vy

X—>Xg

limg(x)=M . Entonces:

X—>Xp

1. limk=k, vkeR

X—>Xg

. imx=x,

X—>Xg

limkf (x) =k Iim f(x)=kL, Vk eR

X—>Xg X—>Xg

2
3
4. 1im[f0)+90]=1im £ (9 +1im g(x) = L+ M
B. lim[ ()~ g(x)]= im  (x) - lim g(x)= L - M
6

- Im[ £ (9g00]=lim £ (0 lim g() = LM

lim f (x)
7. lim e = — = L;siempr'e que limg(x) =0
% g(x) | limg(x) M o

8. |im[f(x)]”:[!LnX1 f(x)}n =", vneN

X—>Xg

9. Il'mq/f(x):Q/!Lrp f(x) =L

X—>Xg

siempre que lim f(x) >0 cuando n es par.
X=Xy

Demostraciones

1. (Iimk:k)EVS>0,EIE;’>0/0<|x—x0|<6:>|k—k|<5

X—>Xo

El consecuente de la implicacion es verdadero porque O < ¢ . Por tanto, la proposicién es siempre
verdadera.

2. (Iimx:xo)EV5>O,36>0/O<|x—xo|<6:|x—x0|<g

X—>Xg

Si 0 = & laproposicion es verdadera siempre.
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3. (Iim kf(x):kL)zVa>0,EIE)>0/0<|x—x0|<6:>|kf(x)—kL|<g

Observe el consecuente, la expresion |kf (X)—kL|<g es equivalente a

[K[(fo)-L)<e.

Por hipétesis, en la cercaniade xy , f seaproximaa L, portanto kf se aproximaraa KL .

4. Debemos demostrar que si
lim f(x)=L  lim g(x)=M entonces  lim[f(x)+g(x)]=L+M
X—Xg X=>Xg

X—>Xg
Asegurar que lim f(x) =L significa que:
X—>Xg
Ve, >0,30, > 0tal que 0 <|x—Xo| < =|f(X)-L| <&

Y asegurar que lim g(x) =M significa que:
X—Xg
Ve, >0,30, >0tal que0 <|[x—Xo| <, =[g(X)-M| <&,

. - £ .
Lo cual quiere decir sitomamos &, = &, = Y yo= mm{al,az} tenemos:

1f0-L<Z
Ve>0,30>0/0<|x-Xo|<0= 2
|g(x)—M|<§

Sumando término a término la desigualdad resulta: | f(x)- L| + |g (x)-M | < %+%

Y por la desigualdad triangular |( (x) — L)+ (g(x) =M )| <|f (x) = L| +|g(x) = M|

Porlotanto |(f (x)+g(x))-(L+M ) <e

Finalmente, se observar que:
Ve>0,30>0/0<|x=X|<0=[(f(x)+g(x)-(L+M)<e

lo que nos aseguraque  lim [f (x)+ g(x)]=L+M
X—>Xg

El resto de las demostraciones se deja como ejercicio para el lector.

Observe que el reciproco del teorema anterior es falso.

tjemplo-

1 ;x>0 0 ;x>0
y mm=1

Suponga que se tiene f(x)={0 << < <0
PXS PX<

1 ;x=0

entonces (f +g)(x) = {0 =0

Observe que: Il'ng f(X) no existe y que "”3 g(x) tampoco existe, sin embargo II'rTg( f+ g)(x) =1

(existe). Es decir, “ Si (f + g) es una funcién con limite en un punto, entonces no podemos

asegurar que f y g también tienen limite en ese punto”
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El teorema principal de limite permite establecer limites de ciertas funciones.

E!’%Elo
Calcular Iim(x2 +3x—2)
X—2

SOLUCION:

Aplicando el teorema principal de limites, tenemos:

Iim(x2 +3x—2)= lim x? + lim3x—lim 2 (inciso 4 y 5)
X—2 X—2 X—2 X—2

2
=(Iim x) +3limx—-2 (inciso 8,3y 1)
X—2

X—2
=2243(2)-2
=8

Lo ultimo del ejemplo anterior permite concluir que con una sustitucion basta.

1.3.2 TEOREMA DE SUSTITUCION

Sea f una funcion polinomial o una
funcién racional, entonces lim f(x) = f(x,)
X—Xg

siempre que f(x,) esté definida y que el
denominador no sea cero para el caso de
una funcion racional.

De principio o de final, en el célculo de limite, se empleara el teorema de
sustitucion.

E!’ﬂlo
Calcular Iim(x2 +3x—2)
X—2

SOLUCION:
Aplicando el teorema de sustitucion, tenemos:

lim(x? +3x—2)= 22 +3(2) - 2= 8
X—2

Veamos el siguiente otro teorema, muy poco utilizado pero necesario en
ciertas situaciones.
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1.3.3 TEOREMA DEL EMPAREDADO

Sean f, g y h funciones tales que
g(x)< f(x)<h(x) para toda x préoxima a
"X," con la posible excepcién de "x,". Si
limg(x)=L 'y limh(x)=L entonces

X—>Xg X—>Xg

limf(x)=L.

X—Xg

DEMOSTRACION.

Tenemos tres hipdtesis:
Hy : (Il'm g(x) = L)EVgl >0,30, >0/0<|x=x|<8, = |g(x)-L|<¢g

X—>Xo

Hy (n'm h(x) = L)Eng 50,30, > 0/0<|x—x,| <8, = |h(X)- L] < &,

X—>Xo

Hz: 393 >0/0<|x=Xo| <03 = g(x) < f(x) <h(x)

Ahora, suponiendo que &, =&, =& ytomando & = min{3;,d,,85} , tenemos:
g -L<e
Ve>0,30>0/0<|x—xo|<d=><[h(x)-L|<e
g(x) < f(x) <h(x)
L-e<g(X)<L+e¢
que quiere decir que: Ve >0,30>0/0<|x—Xo|<d={L-e<h(x)<L+e
g(x) < f(x) <h(x)
lo cual significaque: L—e<g(X)< f(x)<h(X)<L+¢g,
y de manera simplificada se podria decirque: L—e < f(X)<L+¢
Porlotanto Ve >0,30>0/0<[x—Xo|<d=|f(x)-L|<e,
quenoesotracosaque lim f(x)=L L.Q.Q.D.
X=X,

Ahora veamos ejercicios donde se emplea el teorema del emparedado

E[@lo 1

Sea 1-x* < f(x) < x*+1 paratoda X proxima a0, excepto en 0. Hallar Iirrg f(x) .
X—>

SOLUCION:

Llamemos 'g(x) =1—x? y h(x) = x* +1. Calculando limites tenemos:

mg(x)=m(l—x2)=1 y imh(x)zim(x2+l)=l.
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Y como g(x) < f(x)<h(x) enlavecindadde x =0, por el teorema del emparedado se concluye que:
lim f(x)=1
x—0
P T 2\ <i <1l 2
O mas simplemente: IXILT(} (1 X )_ lel:rc} f(x)< IXILT(}(X +1)
1< lim f(x) <1
x—0

porlotanto lim f(x) =1
x—0

Ejemplo-2

Use el teorema del emparedado para demostrar que: lim
X—>

X sen(lj =0
0 X

No se puede aplicar la propiedad del producto de los limites debido a que |I'I’T(1) {sen (lﬂ no existe.
X—> X

SOLUCION:

También hacerlo en término de 0 — & , serfa dificilisimo, ¢,Por qué? . Por tanto hay que recurrir a otro

mecanismo.
1 1
sen| — sen| =
X X

Al muttiplicar por |x| tenemos: [x|0 <|x

La funcion f (x) = es acotada, es decir que 0 <

!
ool
-t

<1.

<X

1;

luego tomando limite resulta 1im 0 < lim
x—0 Xx—0

<0

< lim|X , que equivale a 0 < lim
x—0 X—

S
xsen| —
0 X

y llegamos a lo que queriamos, es decir: Iim
x—0)

=0.

tj lo-3

. Senx
Hallar lim ——
X

x—0

SOLUCION:

o Senx
Para emplear el teorema del emparedado, acotemos la funcién f (x) = ——
X

Rl
tg x
1
sen X|| Rz
R3
COS X
1
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2

Del grafico tenemos que: Areag = % , AR2 - (1)2(X)1 Pe, = (COS X)2(sen X)
2

Observe que Ag > Ag > Ag , entonces (tg >2<)(1) > (1)2(x) S cosxzsenx

PRIMERO: Si x — 0™ . Multiplicando por 2 y dividiendo para senx resulta:
2tgx)y) . 2(x)  2cosxsenx

2senx  2senx  2senx
1
—> > COSX
COSX  senx
. senx 1
que es lo mismo que cosx < —— < ———
COS X
L , . Ssenx .
tomando limite  lim cosx < lim < lim ——
x—0" x—0" X x—0" COS X
. senx . Ssenx
1< lim ——<1 entonces lim ——=1
x—0" X x—0t X

SEGUNDO: En cambio, si x — 0~ . Multiplicando por 2 y dividiendo para senx resulta:

1 o . .
< <cosx (Seinvierte el sentido de la desigualdad porque senx < 0
COSX  Senx
. sen x 1
que es lo mismo que: cosx < —— <
X COS X
e . . senx p 1
tomando limite:  lim cosx < lim < lim ——
x—0" x—=0" X x—0~ COS X
. senx . Senx
1< lim ——<1 entonces lim — =1
x—0" X x—0" X
. ., Senx
Finamente lim——=1
x—0 X
Observe la grafica
AL},
1.5
_senx
0.
N %
L5m —ZW':L —0.5n 1.5n x 2.5
-0.5

Note que en su grafica se observa la conclusion anterior.
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tjercicios Propuestos 1.3

1. Realice las demostraciones de los incisos 5, 6 y 7 del Teorema principal de limite.

2. Use el teorema del emparedado para demostrar que:

. 1
a lim x*sen? = =0
x—0 X

x—1"

b, lim {(x—l)z sen

3. Califique cada una de las siguientes proposiciones como VERDADERA O FALSA, en caso de ser
verdadera demuéstrela y en caso de ser falsa dé un contraejemplo.

a lm(f())=L = lim(f(x)-L)=0
b. Si lim(f(x)—g(x)) existe, entonces también existen 1im f(x) y Iim g(x)
c. Si‘g(x)-r 5‘ <3(4- X)2 ,entonces Iim g(x): -5
X—4
d. Si f(X,) noestadefinida, entonces el Iim f (x) no existe
e. Si f(x,) existe, entonces lim f(x) existe

f.  Suponga que g es una funcion tal que lim g(x) =0 . Sif es una funcion cualquiera,
x—0

entonces lim ( fg )(x) =0
x—0

g. Si f(x)=g(x)paratodax,entoncesel lim f(x)= lim g(x)

1.4 CALCULO DE LIMITES

En el céalculo de limites, la aplicacién del teorema de sustitucion puede

bastar.

26

Ejemplo-1
Calcular Iirp (x - [[x]])

Aplicando el teorema de sustitucion:

lim (X - [[XH) =1- l[f]] =1-1= 0 (El entero mayor de niimeros ligeramente mayores que 1 es igual a 1)

x—1"

Ejemplo-2
Calcular Iirp (x —[x]])

Aplicando el teorema de sustitucion

lim (X - [X]]) =1- [[17 ]] =1-0=1 (El entero mayor de niimeros ligeramente menores que 1 es igual a 0)

x—1"




Moisés Villena Mufioz Cap. 1 Limites de Funciones

E[@lo3
Calcular )!I_T ([2x-1]+Sgn(x-1))

SOLUCION:
Aplicando el teorema principal de limites y el teorema de sustitucion:

!LT ([2x—1]+sng(x-1)) = !LT ([2x-1])+ )!Iﬂ] (Sng(x-1))
=[2@)-1]+sng (1 -1)
=[r]+sng(0)
=0-1
-1

tjercicios Propuestos 1.4

Calcular:
1 XILn2+H2x—6\—4‘ R [tan x]]+Sgn(x2)
- [x-4-1 e #(x)
2. lim .
x>zt 3—X 8. Im;[[senx]]
3. lim(x—2Sgnx) 2
0 0. lim [[cos(x+£)]]
[9-3 2
4, )!lrp? L
Rt 10. XIl;rg[;z(x+5)+y(x—1)—y(x—3)}
5. lim——
o0 [x]+1
X2 =[x
. Ifmw
X1 X =1

En otros casos, al calcular limites, una vez aplicado el teorema de
sustitucién, se requerird un trabajo adicional si se presentan resultados de la
forma:
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Los resultados de la forma mencionada son llamados indeterminaciones

0

debido a que corresponden a cualquier valor. Por ejemplo, tomemos —,

0
suponga que sea igual a una constante C, es decir — = C entonces 0 =0cC

seria verdadera para todo C. Analice el resto de indeterminaciones.

Ejemplo-1

2
Calcular IimLx_6
x—1 X _1
SOLUCION:

_— - xX*+5x—6 1°+5(1)-6
Empleando el teorema de sustitucion tenemos lim =
ol x =1 1-1
indeterminacion, para destruirla vamos a simplificar la expresion, es decir factorizando:
2

. X*+5x-6 ,, (x+6)(x-1 ;

lim=—————= Ilmw =lim(x+6)

x—1 X—=1 x—-1 X—-=1 x—1

Y finalmente aplicando el teorema de sustitucion: II'rTI (x + 6) =1+6=7
X—>

0
=— una
0

Ejemplo-2
x> —7x+10
X—2

Calcular lim
X—2

SOLUCION:

. . 22-7(2)+10 © -
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: % = — (Indeterminacion)
Para encontrar el valor de esta indeterminacion, simplificamos le expresion:
2
. XEP=TXx+10 . (Xx=2)(x-5
lim =lim ( )( )
X—2 X—2 X—>2 (X — 2)

= |irTzl(X—5)

Aplicando el Teorema de Sustitucion, resulta:

|I'rT;(X—5) =2-5=3

E[@lo 3
Calcular lim= +5Vx 14

X—4 \/;_2

SOLUCION:

4+5J4-14 0

Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: \/_— 0 (Indeterminacion)
4-2

Para encontrar el valor de esta indeterminacion, simplificamos le expresion:
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x+5Ux-14 (\/}+7)(\/§_2) ]
lim =lim :Ilm(\/;+7)
x—4 \/; _92 x4 \/; _9 X2
Aplicando el Teorema de Sustitucion, resulta:
|irq(&+7)=ﬁ+7=9
SEGUNDO METODO:

Podemos hacer un Cambio de Variable: .Este caso U=+ , ycuandox—>4, u—2
Por tanto el limite en la nueva variable seria:

. u?+5u-14
lim——
u—2 u-2
Simplificando la expresion y aplicando en teorema de sustitucion:

2 —
lim 514 (U DU=2) a7y g

u—-2 u-2 u—-2 u-2 u—2

E[eLnElo' 4
Jx-1

Calcular lim
x>l x—1
SOLUCION:
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: \?_11 = % (Indeterminacién)

Racionalizando el numerador y simplificando:
. X=1 ~x+1 . x—1 1
lim {\/_ . Jx } I

1
=1lim =lim ==
x—-1 Jx+1 2

= (x=1)(Vx+1) 7 (Vx+)

x—1

E[@loﬁ
Jx -1
Yx-1

SOLUCION:

Calcular [lim
X—1

-1

31-1

Para encontrar el valor de esta indeterminacion, podemos aplicar uno de los siguientes métodos:

Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos:

= % (Indeterminacidn)

PRIMER METODO:
Racionalizando el numerador para diferencia de cuadrados y el denominador para diferencias de cubos:

lim Vit i () 4
o1 Px-1 x+1 (E/;)2+3x+1
(x—l)((i/;)2+3x+1) ((f/i)z+3/1+l)

el (x-1)(Vx+1) (VL4

N | w
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SEGUNDO METODO:
Cambio de Variable: | X =u®|. Entonces Silx —>1=>u—1
Reemplazando tenemos: lim -1 =1lim u -1
u—-l 3 u6 -1 ual u _]_
u-1)(u®+u+1 u?+u+1) (12+1+1
Y factorizando: Iim( )( ) = Il'm< ) = ( )
il (u-1)(u+1) i (u+1) (1+1)

_3
2

Ejemplo-6

Calcular [ lim w
X—2" X2 —4
SOLUCION:

2—X
Aplicando el teorema principal de limite consideramos ( lim |[3x - 2]])( lim |2—|j
X—2" x>2" X° =4

Entonces, para el primer limite tenemos: ( lim [[SX - 2]]) =3 ¢Por qué?
X—2"

Y para el segundo limite, resulta:

fim 27X i 27X g 2% fim —x=2) __
x=2" X2 — 4 xo2" x2_4 X—2~ (X 2)(X+2) X—2~ (X—2)(X+2)
lim -~ __1
X—2 (X+2) 4
Por lo tanto |imw = (3)(—1j = —E
X—>2 XS —4 4 4

tjercicios Propuestos 1.5

Calcular:
2 3y _
1 IimX -9 10 Iim\/; 2
X3 X—3 x—>8 X—8
2—-X B 3/x =1
2 Iim 2 11. ||m\/77
Xo2x" -4 x>1x2 4 X -2
3_
3 lim X8 o lim* —(1+a)x+a
x—2 X—2 :
. x2-9x+20
4,  lim———
X—4 X2—3X—4 13, 2\/;4-1
3x*—x-10
5 lim—m———
X2 x4+ 5x-14
. X +x*-5x+3 14. I|m - J
6. lim—m——— 1 _3
-1 %% 4 2x2 —Tx + 4 - 1 & 1-3x
o2 +xE-x+10 _ AJ7+3/x -3
7. lim——5——— 15 lim—m—
x>-2 X7 4+ 2X° —2X—4 x—8 X—8
- 3x-2 2—X
5 lim X2 w6 tim =2 274
x—>4 X—4 x»z x> —4
0. |imx_71_1
x—2 X—2
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. osenx

Mm——-=1| que en forma
x>0 X

Otros limites se calculan empleando la expresion

. , ., Senu
generalizada seria: [lim

=1, donde u=u(x)
u—0 u

Ejemplo-1

. sen(kx
Calcular lim ( )
x—0 X

SOLUCION:

, o sen(k(0)) o o
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos; ————— = 6 (Indeterminacién)

Para encontrar el valor de esta indeterminacion, multiplicamos y dividimos por K, y luego aplicamos el
teorema principal de limites:

ik SR im0 ey i
x>0 KX x>0 Ky
_ . sen(ku)
Se podria decir que lim————~=Kk; keR

u—0 u

tjemplo-2

. sen3x
Calcular lim
x=0 sen 5x

SOLUCION:

. o sen(3(0))
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: ————

sen(5(0))
Ahora, para encontrar el valor de la indeterminacion dividimos el numerador y el denominador entre X,y

luego aplicamos el teorema principal de limites y la formula anterior:
3

= % (Indeterminacion)

—
sen 3x lim sen 3x
IimsenSx_ . X _ x>0 x 3
x—05enB5x  x—0 Sen5x lim senbx §
X x—=0 X
—_—

5

Ejemplo-3

., 1-cosx
Calcular lim
x—0 X

SOLUCION:

1

——
1-cosO O .
>— = — (Indeterminacion)
0 0

Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos:

Ahora, para encontrar el valor de la indeterminacion hacemos lo siguiente:
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sen? x

. [1-cosx 1+cosx] . 1-cos®x
lim S =lim
x—0 X 1+cosx

x>0 x? (1+ oS X)

. sen’ x . osen®x (., 1
=lim—; =| lim—; lim
x>0 x“(1+cosX) |0 X x>01 +C0S X
senx (1) 1
=|llim==]|=|==
x>0 X 2 2
tjemplo-4

1—cos(kx)
X2

Calcular [lim
x—0

SOLUCION:
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos:
1-1 0

1-cos(k0) _1-cos(0) B

. = —— = — (Indeterminacion)
0 0 0 O

Ahora, para encontrar el valor de la indeterminacion hacemos lo siguiente:

sen? (kx)

——

(m 1-cos(kx) 1+cos(kx) - 1-cos® (kx)
[ ] =

ool x? L+cos(kx) | x>0 x* (1+cos(kx))

-~ sen’(kx) - sen?(kx) (. 1
=lim——————=| lim——— || lim———
0 x?(1+cos(kx)) (x>0 X x>0 1+cos(kx)

(=) (3)-

1- k 2
Se puede decir que IimM_k_

u—0 uz a 2

Ejemplo-5

1-cosx

Calcular lim
x—0

SOLUCION:

. I 1-cosO O N
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: = 6 (Indeterminacion)

Multiplicando por el conjugado y aplicando propiedades:
. [1-cosx 1+cosx]| . 1-cos®x

lim . =1lim

X0 X 1+cosx | x>0 x(1+cosx)

sen® x . senx,  senx
=lim lim
x>0 X(1+cosx) x>0 X x201+C0SX

0
——

:”msenx sen0 :920

x>0 ¥ 1+cosO 2
T} T
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1- k
Se puede decir que ”ng—cos( u) =0
u—> u

tjemplo-6

Calcular |imw
X—a X — a
SOLUCION:

sena-sena 0

Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: = 6 (Indeterminacion)
a-a

PRIMER METODO:

Cambiando variable ['= X=al. Entonces si[X — a], y ademas

Reemplazando y simplificando tenemos:

sen(u-+a)

lim sen(u+a)-sena lim (senucosa+cosusena)—sena

u—0 u u—0 u

——
_ Il,msenucosa+cosusena—sena

u—0 u

qSenucosa+ (cosu—1)sena
=i
u—0 u

. senucosa . (cosu-1l)sena
=lim +lim
u—0 u u—0 u

]

. senu .
=cosa| lim—— |[+sena| lim

u—>0 u—0 u

—_— -

1 0

=cosa(l) + sena (0)
=cosa
SEGUNDO METODO:

Empleando la identidad: senx—sena = Zcos(izajsen [X—_a)

X+a X—a
2c0os| —— |sen| ——
. senx—sena . ( 2 j ( 2 j
lim =lim
X—a X - a X—a X —_ a
Al denominador lo dividimos y multiplicamos por 2, y luego separamos los limites aplicando el teorema
principal de limites (el limite del producto es el producto de los limites)

X+a X—a X+a X—a
2cos sen 2cos| —— sen
. 2 2 . 2 . 2
lim =lim lim

Xx—a 2 X—a Xx—a 2 X—»a X—a
2 2
[ —
1

=Ccosa

tjemplo-7

1+sen(3£x
Calcular Iim—(zz)
x—1 (X _1)
SOLUCION:
. . 1+sen(%) 1-1 0 o
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: W = o = 0 (Indeterminacion)
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Haciendo cambio de variable: entonces | X=u +1| ysi | X—> 1|ent0nces

Reemplazando y simplificando:

i €N (%’;x) iim 1+ sen(%’;(u +1))
x—1 (X—l) u—0 u
_jimrsen(us)
u—0 u
i 1+sen(22u)cos(%£)+cos(%u)sen (%)
= u?
. 1+sen(32u)(0)+cos(3u)(-1)
=lim 2
u—0 u
_ Iiml—cos(%”u)
u—0 u

S _ - 1-cos(ku) k2
El Gltimo limite se lo puede calcular directamente con la formula [lim —— B

u—0 u 2
[}H J
1-cos| 22u
37)2 2 2
. 2 — 9
lim > _G) o _on
U0 u 2 2 8

El resultado se lo puede comprobar, realizando todo el procedimiento logico.
Multiplicando por el conjugado y simplificando:

i [1—005(37”u)][1+cos(37”u)]_”m 1-cos? (% u)
u—0 U2|:1+COS(37”U):| _ue0u2|:1+cos(37,,u)]
i sen’(%u)
w0u?[1+cos(%u) ]
3z 2
=|im[sen( 2 u)} lim

e 1>0[1+cos(%u) ]

Multiplicando y dividiendo por 37” y obteniendo limite:

3 3z P
Iim{ £ sen (% ”)} lim 1

0l 3y w9 [1+cos(%u) ]
3z
=(=)1i {sen(z u)} lim !
u—0 3T7fu u—0
[1+cos(3z”u)}

1

5IB)

L2)12

97’

8
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Ejemplo-8

Calcular [ lim X
x-0" \/1—C0oS X

SOLUCION:

: T 0 0 L
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: ﬁ = — (Indeterminacion)
—CO0Ss

Multiplicando por el conjugado del radical, simplificando y luego calculando:
lim X V1+cosx lim Xv/1+Cos x

0 1-cosX 1+ C0sX x>0 \/1— cos? x

. X+/1+cosXx
= lim

N2 H 05X
=0 ysen’ x

tjercicios propuestos 1.6

Calcular:
. sen2x+ tan3x
1. lim——— Sen(x_zj
x—0" X
7. Iim——=
) lim xsen X H% 1-2cosx
T 0 22008 X x
- 1+sen3x COt(E_Xj
X3 (x—%) x>0 tan(2x)
9 “,marcsenx
4. lim(1-x)tanZx S0
. tan 2x
. tan(7zx) 10. lim2retanex
5. lim——= x=0  sen3x
x>=2 X +2
T
cos| = x
x—1 1_\/;
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Otro tipo de limite interesante, cuyo resultado nos va ha resultar util en el

calculo de otros limites, es el de f(x)=(1+ x)% cuando x tiendea“0".

36

Hagamos una tabla de valores:

x |y=0@+x)
-0.10 | 2.86797
—-0.05 2.7895
-0.01 2.7319

0 0

0.01 2.7048
0.05 2.65329
0.10 2.5937

Se observa que: [lim(1+ x)/]/x =e {HAY QUE DEMOSTRARLO!

x—0

- ™

Mas generalmente tenemos que Iim(1+ u)% =€ donde u=u(x).

u—0

E[@lo 1

Calcular lim(1+sen x)}/X
xa‘o

SOLUCION:

Aplicando el Teorema de Sustitucién, tenemos (1+ sen 0)% =1 (Indeterminacion)

Para calcular el valor de esta indeterminacion utilizamos Iing (1+ u)}/u =e.
u—

Si consideramos [U = S€N X |, notamos que necesitamos en el exponente el reciproco de esta expresion,
por tanto al exponente lo multiplicamos y dividimos por sen X :

x—0 x—0

w(l) sen%
|im(1+sen X)Senx X = Iim[(l+sen x)%e”] =e'=¢
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Ejemplo-2

Calcular lim(cos x)}/X
Xx—0
SOLUCION:
Note que la expresién dada es una indeterminacion de la forma 1”.

Para utilizar Il’rrg (1+ u)}/u =€ primero sumemos Yy restemos 1 a la base, es decir vamos a tener:
u—

lim(1+ (cos x — 1))

x—0
luego consideramos y multiplicamos y dividimos al exponente por esta expresion:
cosx-1
o 1im 228X~
lim (1+(cosx-1)) I
e
Por tanto:

i ¥ a0 _
legg(cosx) =g’ =1.

E[@lo 3
X2 +x+1
. 2 ) x-
Calcular Ilm(—j o
oL\ x+1
SOLUCION:
2 +141 3
. i 2 a2 20 B N
Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos: n = E =(l) (Indeterminacién)
+
Sumamos y restamos 1 a la base:
X2 +x+1 K x4l
Iim[ 2 j = lim 1+(—2 —j
oI\ X+1 -1 Xx+1
X2 +x+1
2— 1)) ¥~
=I|'m[l+{(x+ )B
x>l x+1
X2 +x+1

=lim 1+(1_—Xj o
wor -\ x+1

- - 1-x
Multiplicamos y dividimos el exponente por | —— |:
X+

1-x | x2+x+1
lim (1+(1‘_ij111 L) _ em(%)(i?ff)

x->1 x+1
R

. ( —1] X2 +x+1
lim _—
_ exal X+1 X

JECSIE

—@:2
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Ejemplo-4

3x )“’"[72[:)

Calcular lim (4 -—
x—k k

SOLUCION:

Aplicando el Teorema de Sustitucion, tenemos:

X

tan| — tan Lk T
le_rﬂ (4 —i—x) (Zk) = (4 - %j [ij = (4 - 3)tan[5] =1” (Indeterminacion)

Cambiemos el 4 por 1+3 y multipliquemos y dividimos el exponente por el término que necesitamos:
tan[”—x] Ian[”—xj
Iim[4—?:<—xj " Iim(l+3—?:<—XJ *

x—k x—k
{3 x][a ( X)
1 k 2k

L 3X
=lim [1+[3—3>‘D3‘k
x—k k

[ —
e

(

3X s anf 7X)
e >! m( i\S—TJtan‘\%}

Dediguémonos al exponente. Hagamos el cambio de variable U= X—k de donde y si
X — Kk entonces U — 0.

lim 3—% tan[ 22X | = lim 3_3(u+k) tan 7(u+k)
x—k k 2k u—-0 k 2k
_lim 3_3u+3k tan(”u+”k]
u—-0 k 2k

. [3k—3u—3kj [71’ 7[)
=lim| —— |{tan| —u+—=
u->0 k 2k 2

—— ——

T T Vi T

sen|{ —Uu |COS—+COS| —U [sen—

. 2k 2 2k 2

=—=lim(u)

k u-0 V4 V4 V4 V4
COS| —U [COS——sen| —Uu |sen

2k 2 2k 2
0 1

ko —sen[luj
2k
1
0
s
COS[ku]
==lim(u) 3L
k u-0 k|l ©
sen| —u -
ua 2k ) 2k
% | 7,
2
N

(5]

. . 3x ))&

Finalmente: lim| 4—— =er
x—k
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Ejemplo-5
kx

Calcular lim2

x—0 X
SOLUCION:

. a"@_1 o

Sustituyendo tenemos 0 = e
Considerando , entonces | X = k|}1a In(u +1) ysi X — 0 también u — 0

Haciendo cambio de variable, tenemos:

lim—Y  —limklna—> =kIna| lim—2%
w0 Loin(u+1) w0 In(u+1) 00 In (U +1)

. . 1
Multiplicando, numerador y denominador por — , resulta:
u

ku

. a . i
El resultado Ilrr(} =klna puede ser utilizado para calcular otros limites.
u—> X

tjemplo-4

2X

Calcular lim
Xx—0

X
SOLUCION:
Empleando el resultado anterior:
2X
lim =2In3
x—0 X
tjemplo-5
2X _ RAX
Calcular lim
x—0 X
SOLUCION:
Primero restamos y sumamos 1 al numerador y luego separamos para calcular los limites:
32x _ g4 32x _1_54x +1
lim——=lim——
x—0 X x—0 X
32)( _1_ 54)( _l
=lim ( )
x—0
2X _1 OO
=lim —lim
x—0 X x—0 X
; 32x _54x
lim————=2In3-4In5
x—0 X
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tjercicios Propuestos 1.7

Calcular:
, CSC X 3x
e -1
1 leirg(l+tan X) 8 Iim
x—0 X
2. Iirr)r(1+ cosx)™ o _ gbt
=3 9. lim———
x-0  sen3x
3. lim(cos x)% 2% _ ¥
x>0 . 10. Iing
’ X
4. lim (senx) =0 tanx
X%
A 3 2ax _ 2bX
X2 +X+2 11. ||m7
I,m( 4 jx2—2x—3 x=0 X
5.1 _— x+h x—h X
am+a"" -2a
=3 x+1 122. Im——a>0
X2 +2X+6 h-0 h
, 3 X% —x-2 ,
6. lim| — 13, I|m(x+e*)}/x
x=2\ x+1 x—=0
V3
z In(cos(ax
7. Iim(4—3x)“”(zx) 14, IimM
X1 x50 In(cos(bx))

Para otros tipos de limites habra que extremarse con el uso de los recursos
algebraicos.

tjemplo 1
M+kx-1 K
n

Demuestre que lim—— =
x—0 X

SOLUCION:

Por producto notable se puede decir que:
(110 1) (V) (06 () () ()
- (¥ 4)[(@)"‘1 () e +1}

n términos

Entonces, multiplicando por el factor racionalizante, simplificando y calculando el limite:

Sk x-1 (4r+kx-1) [(m)l +(Q/1+—kX)H +"'+1}

x=0 X x>0 X [(m)n—i_‘_(m)n,z +---+l:|

T (1+kx-1) _

7 x (M)"’1+(M)”’2+---+1

=lim— kx -

0 (Vu_kx)"ﬁ(mfﬂ---u
k

=lim

0 (Q/lJr_kx)m1 +({‘/1+W)mz 4+l

k
(\"/14— k(O))IH +(Q/1+ k(O))ni2 +et1
k

1+1+4---+1
Tl
n veces
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_ . | Yl+ku-1] k
El resultado anterior puesto de forma general lim| Y——— |=— puede

u—0 u n
ser utilizado para calcular rapidamente otros limites.

Ejemplo- 2

3/27-x-3
Calcular lim——

x—0 X

SOLUCION:

Aunque este limite se lo puede calcular empleando el factor racionalizante para diferencia de cubos (no
deje de hacerlo), vamos a emplear el resultado que obtuvimos en el ejercicio anterior.

[2121—x)
327-x-3 -
lim X7° limY__27
x—0 X x—0 X
Po731- X 3
:||m727
Xx—0 X

=3lim
x—0 X
_1
|m327—X—3:3 27 :_i
x=0 X 3 27
E[@lo 3
,‘5’ —_—
Calcular I|'mM
x>30  x—30
SOLUCION:

Primero es necesario un cambio de variable, de modo que la nueva variable tienda a tomar el valor de cero,

para poder utilizar la formula. Hagamos U = X—30 de donde X=u+30 y u— 0 . Reemplazando,
simplificando y calculando el limite:
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Iim5x+2—2_“,m\5/u+30+2—2
% x—30 w0 u+30-30

Ju+32-2
u

=lim
u—0

. 32(u+32) ~
—JimY—32

u—0 u

Y25 L 32,
_lim 32 32

u—0 u

2 5/1+iu -2
zlimi

u—0 u

2 (s/ulu —1j
) 32
=lim——

u—0 u

5f1+iu -1
—2lm32

u—0 u

1

2

5 —
imdxr2-2_ 3| 1

x-3  x—30 5 80

E[ﬂlo' 4
[4/1+ 2x —\/1—3xJ

Calcular lim| —
X0 J-x-1

SOLUCION:
Restamos y sumamos 1 al numerador, dividimos para x y luego separaramos los limites:
lim L 2x—V1-3x _ lim YL+ 2x -1-1-3x +1
o0 Yfox-1 w0 A-x-1
. Y1 2x-1-(V1-3x -1
=lim v
frax-1 A-3x-1

=lim X X
x>0 A-x-1
X
. A1+2x-1 . N1-3x-1
lim —lim
:x~>0 X Xx—0 X
N_x—
lim Y1=X=1
x—0 X
2. (.3
. [ R1+2x—+/1-3x 4 2
lim = =-6
x>0 N-x-1 1
3
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E[@lo 5
414+ 2x — 24 -3x
Y2-x-1

Calcular lim

x—1

SOLUCION:

Aqui u=x-1 dedonde x=u+1yu—0.

Reemplazando, simplificando y calcular el limite:
. 14+ 2x—2/4-3x \/14+2 u+1) 2\/4 3(u+1)
lim =lim
ol Y2-x-1 o Y2—-(u+1)-1

\/l4+2u+2 22/4-3u-3
=1 Y2-u-1-1

lim Y16+2u —2y1-3u
u—0 \3/1_ l
[ rau) o

—lim 16

40 -u-1

24/l+%—2\/1—3u
=lim———
U0 d1-u-1

2[ 4/1+% 7\/173u]
u—0 3/1 -1

4/1+ 2 _1-3u

0 \3/171

4/1+% ~1-1-3u+1

T Tuso -u-1
u
g 4_(@4}
u

. u
=2lim

U0 1-u-1

u
f1+d 1
limy—8  _jim

u-0 u u-0

=

1

8 (3 1 3
cdax-aatx L4 2) L;mt (49) 147
=2 -6 = |=—
Hl Y2-x-1 -1 1 32 16

3 "3

tjercicios Propuestos 1.8

Calcular:
- Sx+2-4/x=2 ~[x+2-%x+20
. lim——= S im| ————
x—=6  /X+3-3 x—>7 4x+9-2
2. VX+2 —V80+x . \/3x —33x+2
Hl VX+8-3 ' va x2
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1.5 LIMITES AL INFINITO.

En ciertas ocasiones puede ser necesario estudiar el comportamiento de una
funcién cuando la x toma valores muy grandes, diremos cuando x tiende al
infinito.

Suponga que f se aproxima a tomar un valor L cuando la variable x toma

valores muy grandes, este comportamiento lo escribiremos de la siguiente
manera lim f(x) =L

X—>00

=
)
o

[
|

y

Formalmente seria:

Decir que limf(x)=L significa que f

puede estar tan cerca de L, tanto como
se pretenda estarlo (Ve >0), para lo cual
deberd poderse determinar el intervalo
en el cual tomar a x, IN (una cantidad
muy grande), que lo garantice. Es decir:

(Iimf(x)zL)EVs>0,EIN >0 talque x>N=|f()-L|<e

X—00
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rrrrrrrrrrrrrrrr

Suponga ahora que f se aproxima a tomar un valor L cuando la X toma
valores muy grandes, pero NEGATIVOS, este comportamiento lo escribiremos de
la siguiente manera lim f(x)=L.

X—>—0

tj lo-1

+

=
H
i

e
L T
_E

Formalmente seria:

Decir que lim f(x)=L significa que f

puede estar tan cerca de L , tanto como
se pretenda estarlo, V¢>0, para lo cual
deberd poderse determinar el intervalo
en el cual tomar a x , IN (una cantidad

muy grande), que lo garantice. Es decir:
(Xll’rpf(x)zL)zv€>0,E|N>0 tal que x<-N=|f(x)-L|<s
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¥
= fix)
L+€F
fix £
........................................................... L-%*
E
%
x
MR R R A AR | b
LLEFEE] .l.l.l.l.l.l)l L
il
X

Observe que para los casos anteriores significa que la grafica de f tiene
una asintota horizontal y=1L.

Aqui también podemos hacer demostraciones formales

Ejemplo-

.1
Demostrar formalmente que lim==0
X— X

SOLUCION:
Empleando la definicién tenemos:

<&
X—0 X

(Iim l:OJEVe;">O,HN >0 tal que x>N:>‘1—O
X

Transformando el antecedente:
x>N
1 1
J— < —_—
Xx N
1 . .
Se observa que tomando 'N =— asegurariamos el acercamiento.
&
. . - 1 . . 1
Por ejemplo si se quisiera que y = — esté a menos de & = 0.01 de 0, bastaria con tomara x > —
X

0.01
es decir x >100 .

Para calcular limites al infinito, usualmente un recurso util es dividir para x
de mayor exponente si se trata de funciones racionales.
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E[@lol
2x% +3x -1
5x% +x—1

Calcular 'lim
X—0

SOLUCION:

. . .z w
Aqui se presenta la indeterminacion: —
o0

Dividiendo numerador y denominador para 2, tenemos:

2x* 3 1 3.1
i e 2 k
lim = =lim =— (Noolvide que|==0:;keR]
x—@ 5y X 1 xow 1 1 5 «
BV IR Iy ST
X X X X X
.- - 2% +3x-1 o ’ ; 2
Este resultado indica que la gréfica de f (x)= vy tiene una asintota horizontal |y = 5
X"+ X—

tjemplo-2

Calcular Iim ——=2
x4 x+1
SOLUCION:
. . . .y, e e}
Aqui se presenta la indeterminacion: —
o0
x-1
Dividiendo numerador y denominador para X : lim X
e xP 4+ x+1
X
Al introducir la X dentro del radical quedara como X2
x 1 1
L= 1-=
lim — X X = lim X -1
X—>+00 X—>+0 1 1
L 1+-+2
X° xX° X X
Este resultado indica que la grafica de f (x) :2)(;1 tiene una asintota horizontal 'y=1 en el
X“+X+1

infinito positivo.

Ejemplo-3

Calcular  lim _ Xt
SOLUCION:
Ahora se presenta la indeterminacion: =
o0
x-1
—X

Aqui hay que dividir numerador y denominador para —X : lim —2——
e X+ x+1

—X
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Al'introducir la —X dentro del radical quedara como X2

x 1 1
- _ = “1+=
lim —2X—X— = lim X -1
X—>—0 X X 1 X—>—0 1 1
Sttt 1I+=+=
X Xt X X X
Este resultado indica que la gréfica de f (x) =% tiene una asintota horizontal y=-1 en el
X“+Xx+1

infinito negativo.

tj lo-4

Calcular lim (\/x2 +X+1-x? —x—1)
X—>+o0

SOLUCION:

Ahora se presenta la indeterminacion: oo —oo . Vamos primero a racionalizarla y luego dividimos para el
X €on mayor exponente:

X+ x+1+X% —x-1
VX +x+1+4X —x-1
X2+ X+1)—(x*—x-1
o I x4 14 —x =1 O x+1+4/x - x—1

lim (\/X2+X+l—\/X2—X—1)~

X—>+0

1+~ 1
=2 lim X =2(—]=1
x~>+oc\/ 1 1 \/ 1 1 2
- 1 _
X

En otros ejercicios de célculo de limite al infinito se puede requerir emplear la
- i T )\ . -
identidad: IIm(1+ U) =€ jDEMUESTRELA!

u—o0

tjemplo-

Calcular lim(1+2)".

X—w
Solucién:

Para utilizar la forma anterior, transformamos el limite:

x 72
Iim{(1+%)z} e

Se puede concluir que: lim (l+%)u =g

U—>o0
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tjercicioy propuestos 1.9

.1
1. Demostrar formalmente que  lim — =0

X—>—0 X

2. Calcular:

1.

10.

11.

12.

lim 5x° —3x* +4x-3
x>0 X3 43x+1
x>0 2X° —5x+1
Im1Qx+3f@x—2f
X0 x° +5

lim (2x+3)

X— X+§/§

IimL
Hw\/x+\/x+\/§
Ix?+1

X+1

(2x—3)(3x+5)(4x-6)

Ilim

—x+1

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

. N2x3 -1
lim

X—>—00 SX

. x-5
lim

X—>—00 X2+2
. 3x+1
lim

X—>—00 XZ _1
. Bx -1
lim

Iimvx? +x —x

X—0

Iim X(\/XZ —1—x)

X—>+00

|I'm(\/X2+X+1—\/X2—X)

X—0

lim (xz— x4—x2+2)

X+

lim &(\/x+3—\/x+2)
=)

lim| —=

x—o\ X +1
(X—lez

lim| ——

oo\ X4+3
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1.6 LIMITES INFINITOS

Suponga que cuando X toma valores proximos a un punto X, tanto por
izquierda como por derecha, f toma valores muy grandes positivo; es decir
lim f (X) = 0. Diremos, en este caso, que f crece sin limite o que f no

X—>Xg

tiene limite en X;.

Sea M una cantidad muy grande positiva.
Entonces lim f(x) = significa que cuando

X—Xg

a x estd proxima a "x,", a una distancia
no mayor de 0 (0<|x—x|<0d), f serd
mayor que M. Es decir:

(Iim f(x)=oonVM >0,30>0 talque 0<|x—Xo|<d= f(X)>M

X—>Xg

b
'k'|'|‘|'|'|'|é"£

=filx)

x,
4 &

FEETE: JETTRRRdaN
SRR R EEE R

Xa-0 x
o %o =]

‘FH

Puede ocurrir también que cuando la x toma valores préximos a un punto
X,, tanto por izquierda como por derecha, f toma valores muy grandes

negativos; es decir 'lim f(x) = —o0. Diremos, en este caso, que f decrece sin

X—Xq

limite o que f no tiene limite en x,. Es decir:
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Entonces:

X—>Xg

Sea M una cantidad muy grande positiva.

(Iim f(x)=—oo)zVM >0,30>0 talque 0<|x—Xo[<d= f(x)<-M

T lo-

=F(x)

X

A= & =
I, TETITTIIIEN
FORCY-) \LELLLLLELEEEELLY S}

LAy

£ '(J‘S}Ll

RrEh 1

%o

Para otro caso, puede ocurrir que cuando la x toma valores préoximos a
un punto x,, solo por su derecha, f toma valores muy grandes; es decir

lim f(X)=o0. Lo cual significa:

X—=Xo"

Entonces:

X=Xy

Sea M una cantidad muy grande positiva.

lim f(X)=00=vM>0,30>0 talque O<x-x,<0= f(x)>M
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fioh 3

3
Ld
W Gy

b

IRITITTIIS

IH 7
W‘xrﬁé\

Observe que este comportamiento significa que la grafica tiene una asintota

vertical X=X,.

52

lo-1

Calcular I|m

> (x-1)°
SOLUCION:

Empleando el teorema de sustitucion:
1

lim 2=72=1=+
TR TN

oo (No existe)

La grafica de f (x) :ﬁ tiene una asintota vertical y tanto por izquierda como por derecha la grafica

crece sin limite.

Ejemplo-2

Calcular [ lim Lz

x—2" X —

SOLUCION:

Empleando el teorema de sustitucion:

. X+3 2"+3 5° .
lim ——=——=— =400 (Noexiste)
x»2"X—-2 2°=-2 0F

Lagréficade f (x) = ;(—Jrg tiene una asintota vertical y por su derecha la grafica crece sin limite.

PREGUNTA: ¢ Qué ocurre a la izquierda?.

Se pueden describir otros comportamientos.
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1.7 OTROS LIMITES.

Para decir lim f(x)=c, f toma valores muy grandes positivos cada vez
X—00

que la x toma valores también grandes positivos; debemos asegurar que:

VM >0,IN >0 talque x>N= f(x)>M

tjemplo-

f(x}L’g

RITTEEY,

r=f)

rrrrrrrrrrrrrr}
/ N”””J LLLLELd
¢
tjercicios Propuestos 1.10
1. Defina formalmente y describa gréficamente:
a) lim f(x)=-x
X=Xy "
b lim f(x)=o
X—>Xo
c) lim f(x)=-w
X—Xg
d lim f(x)=—0
X—00
e lim f(x)=o
X—>—00
f) lim f(x)=—w
X—>—00
2. Demuestre formalmente que:
.1
a) lim = =+
x—0" X
1
b) lim —=-w
x—0" X
3. Calcular:
. 1
L lim {1+ —} X
vl x-1 6. lim —
X x>0 X7 41
2. Iim[—} 6—4x* +x°
-1 | x—1 7AiM ——
xoo 4 4+ 5X —TX
i X+3 )
3. an; X _9 8. !I_II\O\IZX

53



Moisés Villena Mufioz Cap. 1 Limites de Funciones

4 lim x* +1 9. lim +/1-2x

o X 49 —s

5. lim o X
x—4" 4 —X

4. Bosqueje la gréfica de una funcién que cumpla con lo siguiente:
e Dom f =(—0,-2)U[-11]u(2,+0)
e« f(X)=0x=1vx=-1
e YN>0,30>0[0<-2-x<d= f(x)>N]
« YN>0,30>0[0<x-2<d= f(x)>N]
e Ve>0,3M>0[x>M=|f(x)-1<s]
. Vg>Q3M>Ob<—M::H(@—H<d
. f(0)=1
5. Bosqueje el gréfico de una funcién que satisfaga las condiciones siguientes:
e V&>030>0wX0<x<a=|f(x)-1<s]

. Vg>036>0,Vx[0<—x<63|f(x)+1|<g]
e Ve>03N >0,VXHX|>N:>|f(x)|<g]

e YM>030>0,vx0<|x+1]<a= f(x)>M]
. f(0)=0

1. Califique cada una de las proposiciones siguientes como verdadera o falsa. Justifique formalmente.
. f(x)-5
1. si lim T0-5

=2 X —2

2. Si f y g son funciones tales que |I'rg] f(x)=1 vy |I'rg] g(x) =00, entonces

= 3, entonces Il'rzr] f(x)=0

lim f(x)°™® =1

x—0"

” ) . ) . X—a
3. Sea f una funcion de variable real tal que Iim f(X) existe y lim —— =1 Entonces
x—a* x—a’

f(x)
lim f(x)=0.
4. Sean f y g funciones tales que lim f(x)=c0 y lim g(x)=oo. Entonces el
i 100
x—a g(x)
5 Sean f y g funciones tales que limg(x)=e vy f(x)=In(g(x)). Entonces
lim(f o g)(x) =1
f(X)‘
X

no existe.

=1 entonces lim f(x)=0
x—0*

6. Si lim
x—07"

7. si Ixirg[f (X)+ g(x)] existe, entonces existen lim £ (x) y limg(x)

8. si f(x)= g(X) paratoda X, entonces Ixirg f(x) = |X|'n;I g(X)

Si |im[f(x)} existey lim f (x) =0 entonces lim g(x) =0
g (X) X—>a X—>a

X—a

10. Si f y g sonfunciones definidas en IR entonces:

Vae IR(ILrg f(g(x)) = f(m g(x)))
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x* —|x—a -

11. Si lim existe entonces a = 0.

x—a' ‘X — a‘
12. Si |X|'rTa1[f (x)g(x)] existe y |XI'rL’I f(X) existe entonces |XI'rL’I g(x) existe.
13. Si |X|'rTa1 f (X) = +o0 entonces x“ma f(x)=—
14, (IXILT}(Sx—l) = 2) < Ve>030> 0,VX[0< x-1<o= ‘(3x—1)— 2< 5‘}

15. Si lim f(x)=0 y lim g(x) = o entonces lim f(x)g(x) =
x—0* x—>0" x—0"
16. Existen dos funciones de variable real T y ¢ tales que lim f(x)= lim g(x)=0 vy
-0t x—0*
lim 19 =e
x—0* g(X)

17. Si Ilm f(x)=0y “m[f(x)] 2 entonces limg(x) =0
g(x) X—®

X—0

18. No existen dos funciones fy g tales que Iingf(x) =0, Ilm g(x)=0y Ilng EX; 5
X—> g(x

f _
19. si lim f(x) =3, I|m g(x) =-2, entonces ImM =1
e x—>a3[f(x)+g(x) -

2. Empleando la definicién de limite, demuestre que:

. 2xt-x-1 i X
1 lim————=3 4. liml4-=|=2
X1 x—1 x—>4" 2
2. limx-1=2 X2 _4
s 5. lim =-4
3. limx-3=0 o2 X +2
x—3"
3. Determine
1. lim|[x*+2x .
Hy[[ ]] 20. Im{sen(m—lj—sen x}
X—0
A e¥ —cos 2x ” X
BEE arctan(x*)—arctanl
sen 4x 21 lim ( )
. C0S X—C0S3X ot x-1
3. lim—————
o X 2 lim—=——=
o [ " e
o 25 . (arcsen x —arcsen
) 23. I|rr11 -
- oxe¥ —e =3 X=7
5 Iim 2
o1t X—1 - |sen|
2. lim =21
. COS X =00 X
6. lim — )
L x=3 25. XILrp[Sgn(x)([[x+l]]+y(x—l))}
z . sen{sen x
) 3x tanT>< 26. ||my
7. lim|4—— X0 X
x—2" 2
e 27. lim([x]+[-x])
| m—2arctanx
8. lim| ———— 28. lim(z - x)tan(3)
ex _l X2 +2X+5
9.  lim (sen2x)™ ** 20 lim[ —3_ 72
X7 o2\ x+1

55



Moisés Villena Mufioz

56

Cap. 1 Limites de Funciones
2x 3
10. ||'me —Cos 3x 30. Ilm[ f(\/x +1-x3 - )}
x>0 sen 5x o
11 Jim [In(2x+1) - In(x+2)] a1 1im| (X =%)
o ~F £ _cosx
12.  lim arctan[ X ] o 1-cos x?
e SRR VS S senx?
|n!1+ex) 33. lim (1 ZX%
13 lim 'Hm *
X—>+00 X
xT=|x-1-1 34. lim
14.  lim 5 x-6a| 3y
x—>1" X _1
15. lim (1+cotx)™" 35 lim 1+5x
x—>% " x>0 1-3x
16. 1im f (x) 36. I|m(l cosx)cotx
x—0
donde 37, lim xe X —cos2x— X +1
1 cgsSx X <0 " x50 X2
X 3x
f(x) = 5 X =0 38, lim e’ —Cos2x
x>0 sen5x — X
sen10x —tan x
—— ;x>0 X
sen 2x 39. |,'m( ]
e _ g% 0\ V1-X —+1+X
17. lim ——— (s s
x—0" 5en 2X + tan 9x 40. li ( x+1—\/§)
X—00
1 1 X
18. lim . (x+a
x—>1+|:X 1 ‘x ]J 41, !m(;j
19 lim xsen3x
x—0+\ 1—Cc0s2X
. f(x
Calcular |Irp f(X) si ) <1 para X =0
x—0" X

Bosqueje la grafica de una funcién que cumpla con lo siguiente:
e Ve>030>0:0<[x<o=|f(x)-3<e

e VYN>0,30>0:0<x+3<0= f(x)>N
e VN>0,30>0:0<-3-x<d= f(x)<-N
¢ Ve>03IM>0:x>M=|f(x)-1<e

e Ve>0,IM >0:x<-M =|f(x)|<e

Bosqueje la gréfica de una funcién que cumpla con lo siguiente:
o Dom f =(—o0,-1)U(-1L1)U(L+x0)

. Vg>O,Ela>O[O<|x|<6:>|f(x)|<g]

e« YM>0,36>0[0<x-1<0= f(x)<-M]
e« YM>0,30>0[0<1-x<d= f(x)>M]
. YM>0,3050[0<|x+1<d= f(x)>M]
e Ve>03N>0[x>N=|f(x)+]<e]

o Ve>03N>0[x<-N=|f(x)|<¢]




