MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 4 TemasAdicionales de lo derivado

4 15 ADIUIUNALEY Uk LA UER]VAUS

4.1 MONOTONiIA
4.2 MAXIMOS Y MINIMOS
4.3 CONCAVIDAD

4.4 ELABORACION DE GRAFICAS
SOFISTICADAS

4.5 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA
DERIVADAS

4.6 TEOREMA DE ROLLE

4.7 TEOREMA DE CAUCHY

4.8 TEOREMA DE L "HOPITAL

OBJETIVOS:

e Determinar intervalos de Crecimiento y de Decrecimiento
e Determinar extremos

e Determinar intervalos de Concavidad.

e Graficar funciones sofisticadas.

e Utilizar el teorema del valor medio para derivadas.

e Calcular indeterminaciones empleando derivadas.
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4.1 MONOTONIA

La derivada nos permite determinar los intervalos de crecimiento y de
decrecimiento de una funcion.

4.1.2 Teorema de Monotonia

Sea f una funcién continua en un
intervalo [a,b] y diferenciable en todo
punto interior de [a,b]. Entonces:

1.Si (x>0, vxelab] entonces f es
creclente en [a,b]

2.Si f'(x)<0, vxela,b] entonces f es
decreciente en [a,b].

DEMOSTRACION.

Se demostrara el primer inciso del teorema.

. o fx)-f o fx)-f

Suponga que f“(x) >0 entonces lim M > 0; es decir M >0.
X—>Xp X— XO X— XO

Suponga ahora que X, < X, entonces f(x,) < f(x),locualindicaque f es creciente.

Si x < X, entonces f(x)< f(x,) locual también indicaque f es creciente

Paraelcaso f'(x) <0 ,la demostracion es analoga.

Lemplo-1

Analice la monotonia de f(x) = 2x* —4x+5

SOLUCION:

De acuerdo al teorema anterior para determinar los intervalos de crecimiento y los intervalos de decrecimiento
analizamos la primera derivada de f . Es decir, a | f°(x) =4x—4

El asunto es determinar en que intervalo para x esta derivada tiene valores positivos y en qué intervalo tiene
valores negativos, para lo cual factorizamos f“(x) = 4(x —1) ; se observa que:

X f(x) f
x<1 Negativa (-) decrece
x>1 Positiva(+) crece
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Lemplo-2

Analice la monotonia de f(x)=x*-3x*+3
SOLUCION:

Analizando la primera derivada f(x) = 3x* — 6x

En la forma factorizada | f"(x) = 3x(x — 2) | se observa que:

X f7(x) f
x<0 Positiva (+) crece
O0<x<2 Negativa (-) decrece
X>2 Positiva (+) crece

tjercicios Propuestos 4.1
1. Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento:
1. f(x)=3x" —4x® -12x* +17 4,

X 4
2. f(x)==—-=x°
(x) =3

f(x) =3x® —3x? +12x -5

s F(x)=(x2-1)

4
3, f(x):%x3—4x+2 6. f(x):(x3—1)

4.2 MAXIMOS Y MINIMOS

Este es uno de los problemas mas interesante que resuelve la derivada

4.2.1 DEFINICION

Sea f:lIcR—R. Suponga "X, pertenece al
intervalo | . Entonces:

1. f(x,) es el valor mdaximo de f en | , si
f(x)=f(x),vxel . (El mayor de todos)
2.1(x,) es el valor minimo de f en |, si
f(x)<f(x),vxel . (El menor de todos)

Al valor maximo y al valor minimo de f se le llama VALOR EXTREMO.

111



MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 4 TemasAdicionales de lo derivado

Ahora debemos dar las condiciones para garantizar la existencia de los valores
extremos.

4.2.2 TEOREMA. Condicion suficiente para la existencia de
Maximos y Minimos

Si f es una funcion continua definida en
un intervalo [a,b] entonces f alcanza un
valor mdximo y un valor minimo en [a,b].

Lo anterior quiere decir que siempre encontraremos extremos cada vez que
trabajemos con funciones continuas en un intervalo cerrado. Pero sigue habiendo
una interrogante ¢,cémo obtenerlos?

Podemos suponer que deben existir puntos candidatos a ser extremos. Es

decir, dedicarnos a analizar soOlo cierta clase de puntos. Estos seran los
denominados Puntos criticos.

4.2.3 DEFINICION. Puntos Criticos.

Sea f una funcién definida en un
intervalo [a,b] que contiene a " x".
Entonces "X," es llamado Punto Critico si
es:

e Un punto extremo del intervalo, es
decir x =a, x,=b. Estos serdn
denominados  Puntos  Criticos de
Frontera.

O bien,

« Un punto donde la derivada es igual a
cero; es decirf’(x,)=0. Estos serdn
denominados Puntos Criticos
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Estacionarios. (En estos puntos la recta
tangente es horizontal).

O bien,

« Un punto donde la derivada no existe;
es decir f'(x,) nho estd definida. Estos
serdn denominados Puntos Criticos

Singulares. (En estos puntos la grdfica de f
, Tiene un punto

X

tiene unos picos. Por ejemplo f(x)=
critico singular (pico) en x=0)

4.2.4 TEOREMA

Sea f una funcion definida en un
intervalo [a,b] que contiene a “x,". Si
f(x,) es un valor extremo entonces "X, *
es un Punto Critico.

Para el caso de puntos criticos de frontera, no se requiere demostracion,
debido a que obviamente estos seran candidatos a que alli se produzcan los
extremos de la funcidon. La demostracion se la realizara para los casos de puntos
criticos estacionarios y puntos criticos singulares.

DEMOSTRACION.

Sea f(Xq) unvalor maximo; es decir f(xo)z f(x),entonces: f(x)—f(xy)<0
f0-10%) _,,

X=X
Ahora obteniendo limite  lim Mg lim O resulta f'(x,")<0.

x—=%" X—Xp X=Xy

. oo FO) = f(x ] o -
Para x < Xg, tenemos, obteniendo limite  lim Mz lim O resulta f°(x, )>0
X=X~ X—=Xg XX~

Si x> X, , dividiendo por x—Xx, tenemos

Suponga que f esderivable en X, entonces f'(x,) =0 es decir X, €s un punto critico estacionario.
Suponga que f no es derivable en x,, entonces f'(x,) no existe; es decir x, es un punto critico singular.
La demostracion serfa andloga para el caso de que  f (X ) sea un valor minimo.
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en los puntos criticos. Bastara con analizar los puntos criticos.
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Por lo tanto, los valores extremos de una funcidén se produciran siempre

Fmiz

Vi, FCF.

FCF

. = (D)

Fmixe

Fmin

F.CF

=S(x

FCF

Fin

.C.F.

F.C.

=f(n

F

Ademas, el teorema anterior nos hace concluir que:

e Si“X,” N0O es un punto critico entonces no sera extremo.

¢ Necesariamente los extremos se producen en los puntos criticos.
e Es suficiente que f(x,) sea un extremo para que “X,” sea un punto

critico.

e Que “X,” sea un punto critico es una condicion necesaria pero no es

suficiente. Es decir, no todo punto critico es extremo. En las graficas
anteriores, también se presentaban puntos criticos que no eran
extremos. Esto nos hace pensar que deben existir criterios para
clasificar los puntos criticos, sin embargos en problemas sencillos no
son necesarios, un simple analisis basta.
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Liemplo-1
Determinar los extremos para f(x) = 2x? —4x +5 en [0,3]
SOLUCION:

De acuerdo a lo enunciado, debemos analizar solamente los puntos criticos.
1. Puntos criticos de Frontera: X =0 y Xy =3

2.Puntos criticos Estacionarios: valores de x para los cuales la derivada es igual a cero. Para obtenerlos
analizamos la derivada f“(X) =4x — 4
f(x)=0

Ahora Ax—-1)=0  entonces serfa: Xg =1.

3. Puntos criticos Singulares: valores de X para los cuales la derivada no existe. Al observar la derivada
notamos que se define para toda X ; por tanto, no existe puntos criticos singulares. Es lo que se espera
debido a que las funciones polinomiales son continuas y derivables en todo IR .

Bien, ahora nos corresponde clasificar a los puntos criticos, para lo cual, evaluamos la funcion en los puntos
criticos (Esto es suficiente debido a que se trata de una funcién polinémica, mas adelante aprenderemos
criterios mas fuertes, para otros casos):

f(0)=2(0)* - 4(0)+5=5
f(3)=2(3)* -4(3)+5=11
f(1)=3

Por inspeccion, se determina que:
En|Xo = 3|se encuentra el Valor Maximo f .

Y en|Xo =1|se encuentra el Valor Minimo de f .

Lremp lo-2
Determinar los extremos para [f(x)=x* ~3x?+3 en [-2,3]
SOLUCION:

Primero determinamos los puntos criticos.
1. Puntos criticos de Frontera: X, =—2 y X, =3

2. Puntos criticos Estacionarios: Analizando la derivada f"(X) = 3X* —6X , tenemos:

f(x)=0
3x*-6x=0
3xX(x=2)=0

Entonces serian: Xo =0y X, =2.

3. Puntos criticos Singulares: No hay.
Bien, ahora evaluando en la funcion:
f(-2)=(-2) -3(-2)" +3=-8-12+3=-17
f (3)= (3)°-3(3)°+3=27-27+3=3
f(0)=3
f(2)=(2°-3(2)*+3=-1
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De acuerdo a estos resultados se puede concluir que el valor maximo de la funcion es 3, que se produce tanto
en X, =3 comoen X, = 0;y, el valor minimo de la funcion es -17 que se produce en X, = —2..

E!’erowwy Pro_p uestos 4.2

1.  Determine el valor maximo y el valor minimo :

Cap. 4 TemasAdicionales de lo derivado

1 f(x)=3x*—4x®-12x* +17 en [-2,3] | 4 f(x)=3x*—3x* +12x—5 en [-11]
X 4, 2 4

2 =gy enl33] s 100=(¢ 1) o[22

3 f(x):%x3—4x+2 en [-5,3] 6 100 =< -1 en [-12]

Hasta el momento nos habiamos preocupado de determinar el mayor de todos
los valores de la funcién y el menor de todos en todo su dominio o en un intervalo
de su dominio, pero esto nos deja insatisfechos con respecto a puntos criticos que
bien pudieron ser extremos, u otros puntos que los pudiéramos considerar

maximos o minimos cuando no lo son.

4.2.5 Maximos y Minimos Locales O Relativos

Sea f una funcién de variable real. Sea

“x," un punto del dominio de f.Entonces:

1. f(x,) es un valor mdaximo local de f , si
existe un intervalo (a,b) en el dominio
de f que contiene a "x," tal que f(x,)
es el valor mdximo de f en (a,b).

2.f(x,) es un valor minimo local de f , si
existe un intervalo (a,b) en el dominio
de f que contiene a "x," tal que f(x,)
es el valor minimo de f en (a,b).

3.f(x,) es un valor extremo local de f,
si es un maximo o un minimo local.

Al mayor valor y al menor valor de todos, se les llamara extremos absolutos.

Observe el siguiente grafico:
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Max. Ahsohto
FCE.

F.CF.

FCE.
Min. dbsohita

Un criterio para clasificar a los extremos locales es el que sigue.

4.2.6 Teorema: Criterio de la primera derivada.

Sea f continua en (a,b) que contiene al

punto critico "x,". Entonces:

1.Sif'(x)>0,vxe(ax,)y f(x)<0,Vxe(x,b)
entonces f(x,) es un valor madximo
focal de t.

2.5if'(x)<0,vxe(ax,)y f(x)>0 Vxe(x,,b)
entonces f(x,)es un valor minimo
focal de f.

3.Si f'(x) tiene el mismo signo a ambos
lados de "x," entonces f(x,) NO es un
valor extremo de f.
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Liemplo-
Para f(x)=x*-3x*+3

Analizando la primera derivada | f"(x) = 3x(x - 2) se observo que:

X 7 (x) f
x<0 Positiva (+) crece
O<x<2 Negativa (-) decrece
X>2 Positiva (+) crece

Entonces:

1. Como antes de X = 0 la derivada es positiva y después es negativa se concluye que f (0) =3 esun
méaximo local.

2. Como antes de X = 2 la derivada es negativa y después es positiva se concluye que  f(2) =—1 esun
minimo local.

tjercicioy Propuestos 4.3

Emplee el criterio de la primera derivada para clasificar los extremos locales:

1. f(x)=3x" -4x® -12x* +17 4. f(x)=3x*-3x*+12x-5
5y 4
2. f(x):%—EXS 5. f(x)= (x2 —1)
4
3. f(x):%x3—4x+2 6. f(x):(x3—1)

Si nuestro objetivo ahora fuese trazar la grafica de las funciones analizadas, no

tendriamos inconveniente, debido a que la informacion que hemos obtenido nos
permite hacerlo.
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Gemplo-1

Trazar la grafica de f (X) = 2x? —4x+5 en [0,3].
SOLUCION:

Se ha obtenido Xy =1 como Punto Critico Estacionario y también se ha determinado que antes de este
punto la gréfica de la funcion es decreciente y después es creciente, por tanto su gréfica serfa:

14

f(x)=2x* - 4x+5
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Note que para obtener la grafica de la funciébn anterior no es necesario el
andlisis que se realizo, hubiera bastado con los criterios conocidos acerca de
funciones cuadraticas. Sin embargo se decidid realizarlo para que el lector
compruebe la concordancia de los resultados, aplicando uno u otro criterio, y

ademas para que se vaya familiarizando con los criterios nuevos, expuestos en
esta seccion.

Para otros casos se hace imprescindible los nuevos criterios.

geyploz OO
Graficar f(x)=x°-3x’+3 en [-2,3]

SOLUCION:

Ya se obtuvieron los Puntos Criticos Estacionarios Xg =0 y X, = 2, también se determind que antes de

X =0 la grafica de la funcion es creciente y después es decreciente hasta el otro punto X, = 2 ;y después
de este punto critico es otra vez creciente; por tanto, su grafica es:

f(x)=x*-3x*+3

tjercicioy Propuestos 4.4

Elabore la gréfica de:

1. F(x)=3x" —4x® -12x* +17 4. f(x)=3x>-3x*+12x-5

2. y=3x"-20x° s f(x)= (Xz _1)4
3 y=3ix-9x+2 .
6 f()=(x-1)

Para los casos de funciones polinomiales, los criterios estudiados podrian ser
suficientes para obtener una buena aproximacion de su gréfica, debido a que son
funciones continuas y derivables en todo su dominio y se puede concluir sobre su
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comportamiento sin cometer error alguno; sin embargo, para otros casos se hace

necesario otros criterios.

tjemplo:

Graficar | f (X) = X%
SOLUCION:

Analizando la derivada f"(X) = 4 X7 = 4 , tenemos:
5 5 ¢/x
Punto Critico Singular: X,=0
X f7(x) f
x<0 Negativa (-) decrece
x>0 Positiva (+) crece
Por tanto, se puede decir que su gréafica es:
A
.
&
S
4 y= X%

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1

Para la grafica del ultimo ejemplo se hace necesario determinar la forma de la
curva, porque con la informacién de monotonia obtenida queda la duda de que la
grafica presente el comportamiento anterior, sino mas bien tengo uno de los

siguientes comportamientos:
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4.3 CONCAVIDAD

4.3.1 Teorema de concavidad

Sea f una funcion dos veces derivable

sobre un intervalo abierto I. Entonces:

1. Si f"x)>0, vxel entonces f es
concava hacia arribaen I.

2.Si f"(x)<0, Vxel entonces f es
concava hacia abajoen I.

E[@IO' 1
Analizar la concavidad de f(X) = X’
SOLUCION:

. 4 _
Como la primera derivada de f es f'(x) =§x %

. 4 4
entonces la segunda derivadaes f'(X) = ——x %=
25 25%/x°
Determinando el signo de la segunda derivada, se concluye que:
X £ (x) f
x<0 Negativa (-) Concava hacia abajo
x>0 Negativa (-) Concava hacia abajo

Certificando con esto que la graficade f esla que se proporciond.

Otra definicion importante es la que presentamos a continuacion.

4.3.2 Puntos de Inflexion

Sea f continua en “x" Illamamos a

0 ¢
(x,, T(x,)) un punto de inflexion de la
grafica de f, si es concava hacia arriba a

un lado de “x," y concava hacia abajo al
otro lado.
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Es decir, en un punto de inflexion la segunda derivada cambiara de signo, o de
positiva a negativa o de negativa a positiva.

tjemplo-2

Analizar la concavidad de ' f(x) = x* —3x* +3

SOLUCION:

Como la primera dervada de f es f'(x)=3x*>—6x entonces la segunda derivada es

f7(x)=6x-6=6(x-1)

X f7(x) f
x<1 Negativa (-) Coéncava hacia abajo
x>1 Positiva (+) Concava hacia arriba

Esto confirma la graficade f proporcionada anteriormente y ademas completa la informacion del
comportamiento de la funcion.

f(x)=x*-3x*+3

[ [ |
@ W e W o e W

o [
T R |
VW b e M 2 o e

Note que en la funcion del ejemplo anterior hay un punto donde su grafica
cambia de concavidad, éste es el punto de inflexion.

tjercicios Propuestos 4.5

Determine los intervalos de concavidad:

1. f(x)=3x" —4x® -12x* +17 4. f(x)=3x*-3x*+12x-5

5

2 f(x):%—gﬁ . f(x):(xz—l)4

=(x3 _1)*
3, f(X)=%X3—4x+2 6. f(x)—(x 1)
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Para clasificar los puntos criticos estacionarios en maximos y minimos,
también se podria aplicar este otro criterio.

4.3.3 Teorema: Criterio de la segunda derivada

Supongase que f° y f~ existen en (a,b)

que contiene a "x," y que f'(x,)=0.

1.Si f7(x,) <0 entonces f(x,)es un valor
maximo local de f .

2.51 f7(x,)>0 entonces f(x,) es un
valor minimo local de f .

tjemplo-

Determinar los extremos aplicando el criterio de la segunda derivada para f (x) = x* —3x* +3
SOLUCION:

De acuerdo a lo enunciado, debemos analizar solamente los puntos criticos estacionarios.
Puntos criticos Estacionarios: y .

Bien, ahora nos corresponde clasificar a los puntos criticos, para lo cual:
f7(x)=6x-6
a) T7(0) =6(0)—6 =—6 <0 (negativo) por tanto aqui hay un MAximo.
b £7(2) = 6(2) —6 =6 > 0 (positivo) por tanto aqui hay un Minimo.
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4.4 ELABORACION DE GRAFICAS SOFISTICADAS

Para elaborar graficas de funciones con reglas de correspondencias
sofisticadas se sugiere seguir los ochos pasos siguientes:

1.Establecer el dominio de la funcion.

2. Establecer la simetria de las graficas.
Es decir, determinar si es par, impar
0 hinguna.

3.Establecer las asintotas horizontales,
verticales u oblicuas.

4.Establecer los puntos criticos de
frontera, estacionarios y singulares.

5.Analizar la monotonia. Es decir,
determinar los intervalos de
crecimiento y los infervalos de
decrecimiento.

6. Establecer los extremos relativos.

7.Analizar la concavidad Es decir,
determine los intervalos donde es
concava hacia arriba y los intervalos
donde es concava hacia abajo.

8. Establecer los Puntos de Inflexion.

tjemplo-1
243X
x* + 243

Graficar f(x) =

SOLUCION:
Siguiendo los pasos indicados tenemos:

Paso 1. DOMINIO;

] 243(—x
Paso 2. SIMETRIA: f (—X) = 4( ) =— 4243)( =—f(x) portanto f esimMPAR.
(—x)" + 243 X" +243
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Paso 3. ASINTOTAS:
VERTICALES: No hay (¢por qué?)
HORIZONTALES: Calculamos limite al infinito

243x 243
lim 4243)( =lim )24 im—x _ 0 _
ooxt 4243 om 2430 1 om e 124340
Tt T
X X X
Note que idéntico resultado se obtendria tomando limite a menos infinito, es decir:
. 243x
lim Q==
x>—o X" + 243

Por tanto el eje X ( es asintota horizontal tanto para el infinito positivo como para el infinito negativo.

Paso 4. PUNTOS CRITICOS:
e P.C.F:nohay. ¢Porqué?

e PCE:
£(%) :243(X4 +243)—X(4x3) a3 243 3x* a3 3(81—X4) _
(x* +243) (x* +243)° U(x“ +243)°
:2433(9—X2)(9+X2) =2433(3—X)(3+x)(9+x2)
(x*+243) (x* +243)°

por lo tanto tenemos P.C.E: ‘ X = 3‘ y‘x0 = —3‘
e P.C.S:no hay. ¢Por qué?

Paso 5. MONOTONIA: Analizando el signo de la primera derivada, se concluye que:
f T | ++++++ | - R
f decrece _|3 crece ll?> decrece

Paso 6: EXTREMOS: por el criterio de la primera derivada observamos que:
1. En X, = —3 la primera derivada cambia de signo, de negativo a positivo, por tanto aqui existe un Minimo

local.
2. En X, =3 la primera derivada cambia de signo, de positivo a negativo, por tanto aqui existe un Maximo
local.

Paso 7: CONCAVIDAD: Debemos analizar la segunda derivada
4 3/ a 2 .

f7(x)=D,| 729 (81-x )2 709 (x*+243) —(81-x )42(x +243)(4x°)
(x*+ 243) (x“ + 243)

94(x“+243)[—x3(x"+243) (81-x*)2(x )J

(x"+243)
729 4[—x7 —243x% -162x° + 2x7]
(x* +243)
4[x - 405x* |
(x* +243)
. a4 x* —4035]
(x*+243)
B 94x3(x27\/ﬁ)(x2+ 405 )
(x* +243)°
:7294x3(x7<‘/ﬁ)(x+4405)(x2+ 405)
(x* +243)°
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Entonces:
7o | +++t++ | T |+ttt

v

Paso 8: PUNTOS DE INFLEXION
Como la segunda derivada cambia de signo tanto en X =0 , X =3/405 y X =—/405 entonces existen

tres puntos de inflexion: (—% f (—(‘/ﬁ)) (0,0) y ((‘/ﬁ f (4 405 ))

En conclusion:

X f(x) f7(x) f
X < —4/405 - - Decrece y concava hacia
abajo
X = —4/405 0 Punto de inflexion
—4/405 < x < -3 - + Decrece y concava hacia
arriba
X=-3 0 + Punto critico estacionario,
Minimo local
-3<x<0 + + Crece y concava hacia
arriba
x=0 0 Punto de inflexion
O0<x<3 + - Crece y concava hacia
abajo
x=3 0 - Punto critico estacionario,
Méximo local
1< x < 4405 - - Decrece y concava hacia
abajo
x = 41405 0 Punto de inflexién
x > 4405 - + Decrece y concava hacia
arriba
a
243
f(x) = 225
X" +243 -
4.49;1.68)
(~4.49; -1.68) ‘ 2
e -2.25
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E[@loz
x2+1
x? -1

Graficar f(X) =

SOLUCION:
Siguiendo los pasos indicados tenemos:

Paso 1. DOMINIO: Dom f = R—{-1,1}
(-x)*+1 x*+1
(-x)?-1 x*-1

Paso 2. SIMETRIA: f (-X) = = f(X) portanto f esPAR.

Paso 3. ASINTOTAS:

VERTICALES: y (calcule los limites laterales)

HORIZONTALES: Calculamos limites al infinito

Por tanto, es la asintota horizontal tanto el infinito positivo como para el infinito negativo.

Paso 4. PUNTOS CRITICOS:
e P.CF:nohay. ¢Porqué?
e PCE

£(x) = 2><(x2 71)7 (xz +1}2x) _ 2 - 2x— 23 - 2x __ &
(x2 —1)2 (xz —1)2 (x2 —1)2
Por lo tanto tenemos
e P.C.S:nohay. ¢Por qué?

Paso 5. MONOTONIA: Analizando el signo de la primera derivada, se concluye que:

R | ++++| e

A

\4

f crece |crece |decrece | decrece

-1 0 1
Paso 6: EXTREMOS: por el criterio de la primera derivada observamos que:
En X, =0 la primera derivada cambia de signo, de positivo a negativo, por tanto aqui existe un Maximo local.

Paso 7: CONCAVIDAD: Debemos analizar la segunda derivada

f,,(X)D{ » ] of b -af - onrah -t
Fl e

_—4x% +4+16%°

o

oo 12x°+4

(x-1R(x+1p

Entonces:

B | ++++++

KN N N

\4
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Paso 8: PUNTOS DE INFLEXION: No hay

En conclusion:

Cap. 4 TemasAdicionales de lo derivado

X 7(x) 7 (x) f
Xx<-1 + + Crece y concava hacia arriba
x=-1 Asintota vertical
-1<x<0 - Crece y concava hacia abajo
x=0 - Punto critico estacionario,
Méximo local
O<x<l1 - - Decrece y concava hacia
abajo
x=1 Asintota vertical
x>1 - + Decrece y concava hacia
arriba

tjemplo-3

2

Graficar f(x)= X
X+1

SOLUCION:
Siguiendo los pasos indicados tenemos:

Paso 1. DOMINIO: Dom f = R—{-1}

) (—x)* x? )
Paso 2. SIMETRIA: f(—x):m: 1 portanto f noes parni impar.
-X)+1 —X+

Paso 3. ASINTOTAS:

VERTICALES: Por inspeccién de la regla de correspondencia, en X =—1 la funcién no se define
(division entre cero) por tanto aqui hay una asintota vertical. Ademas:
] ? G
lim =-—o lim
x>-1 X+1 x->-1" X +1

HORIZONTALES: Calculamos limites al infinito

=+
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X
2 2
lim :Xxlzlllzl:m
oex+l o x L1 10

¥ x* x X

Por tanto, no hay asintota horizontal.

ASINTOTA OBLICUA:
En ciertas funciones se cumple que: Iim[ f(x)—(mx+ b)] =0
X—>0

ey y b= lim[f (x)—mx]
X—o X X—>0

Si los limites existen, se dice que la gréficade f tiene una asintota oblicua
y=mx+b

Entonces, para esta funcion seria;

x? X2

, X

. . X . 2 . 1 1
m = Iim X+L _ |im =i X = =-=1
X—0 X X%wx +X x~>oox
N

2 22 _
b=Iim X —X|=Ilim xX=x =X = lim =* =-1
x>0l X 4+1 X—0 X—2 ool X—2

Por tanto, hay una asintota oblicua [y = X—1

Paso 4. PUNTOS CRITICOS:

e P.C.F:nohay
e P.CE:
. NG (2x)(x+1)—x*(1)
f'(x) =D, = 5
X+1 (x+1)
24 2x-x0 X 42X
(x +1)Z (x +1)2
; X(X+2
f(x) = —( 2)
(x+1)
por lo tanto, tenemos P.C.E: x=0 y x=-2
e P.C.S:no hay
Paso 5. MONOTONIA: Analizando el signo de f~
Attt | T | ++++++ ~
f  crece | decrece | crece

Paso 6: EXTREMOS: por el criterio de la primera derivada observamos que:
1. En la primera derivada cambia de signo, de positivo a negativo, por tanto aqui existe un Maximo
local.
2. En la primera derivada cambia de signo, de negativo a positivo, por tanto aqui existe un Minimo
local.

Paso 7. CONCAVIDAD: Debemos analizar la segunda derivada
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£(x)= D {xz +2x}_ (2x+2)(x+1)° —(x2 +2x)(2)(x+1)

(X+1)2 [(x+1)12
_ (x+1)[ (2x+2)(x+1) = (" +2%)(2)]
(x+1)4
_ 2X2 + 4x + 2 - 2x% — 4x
(x+1)3

2

o
x) (x+1)

3

Entonces:
g T | +4+++++

\4

Paso 8. PUNTOS DE INFLEXION
NO HAY. Aunque la segunda derivada tiene signo diferente en X = —1, pero como no es punto del dominio,
tiene asintota, entonces no es un punto de inflexion.

En conclusion:

X £ (x) f7(x) f
X<-2 + - Crece y concava hacia abajo
X=-2 0 - Punto Critico Estacionario,
Méximo local
—2<x<-1 - - Decrece y concava hacia
abajo
-1<x<0 - + Decrece y concava hacia
arriba
x=0 0 + Punto Critico Estacionario,
Minimo local
x>0 + + Crece y concava hacia arriba

L al
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Cuando no se dispone de la regla de correspondencia, se debera tener
condiciones que nos permitan concluir sobre la grafica de una funcién.

tjemplo-

Bosqueje una funciéon f de variable real que cumpla las siguientes condiciones:

1. Dom f =R
2. f continuaen (—oo,O)u(O, oo)

3. f(-D=0, f3)=f@)=0, f(-3)=(0)=2, f(-2)=4, f(9=-2, f(1)=1
4, Ve>0,3N >0;vx:x<-N=|f(x)-1<e
5. Ve>0,30>0;Vx:0<x<d=|f(x)-3<e
6. lim f(x)=-w
x—0"
7. lim [f(x)-(x-3)]=0
X—>+00
8.  f'(-2)=0,
9. f'(x)>0 para x<-2 v x>3,

10. f'(x)<O,para —2<x<0 v 0<x<3
1. f"@®)=0
12 f"(x)>0parax<-3 v 1l<x<3

13, f"(X)<Opara -3<x<0 v O<x<l v x>3

SOLUCION:

Interpretemos las condiciones, tenemos:

1. Dominio de la funcion.

2. Intervalos de continuidad. Como es abierto tanto a la izquierda como a la derecha de cero, entonces se puede
esperar que exista una asintota vertical o un punto de no definicion.

3. Puntos de la gréfica de la funcion. Hay que ubicarlos en el plano cartesiano.

4. lim f(x)=1.Asintotahorizontal y =1, para X negativos.
X—>—00

5. lim f(x) = 3. Lafuncidn se aproxima a 3, por la derecha de 0.

x—0*

6. lim f(x)=—oo . Asintota vertical, el eje Y por la izquierda de 0
x—0"

7. lim [f (X)] = X —3 Asintota oblicua y = X—3 para X posoitivos.
X—>+00

8. Punto critico estacionario en X = -2
9. f creceenlosintervalos (~o0,~2) oen (3,)

10. f decrece enlosintervalos (—2,0) oen (0,3)

11.  Punto de inflexion: (1, )

12.  f escoéncava hacia arriba en (—oo,—S) oen (1,3)

13, f esconcava haciaabajo en (=3,0) oen (0,1) oen (3,)

Entonces la grafica seria:
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tjercicioy Propuestos 4.6

1. Graficar las siguientes funciones, mostrando: dominio, simetria, asintotas, puntos criticos, monotonia, extremos,
concavidad, puntos de inflexion:

1. f(x)=x3/4-x . f(x):2+x—x2
2 f(x):%[ﬁ?—%) (x-1)?
o fog= XX
3. f(x)=e : x—1
2
o 100= _22) DT CE
X X
3x-5
s t=S 12, f(x):x3;4
o 1()=-2C g
' 9-x2 B fX)=
X—3
7. f(x):e% . %
14. X) = xe’X
8. f(x)=(x+2)y—(x—2)% )
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2. Bosqueje una funcion f de variable real que cumpla las siguientes condiciones:

= f(X)="f(-x)

. lim f(x)=-2
X—>—0

. lim f(x)=+w
x—1*

. lim f() =
x—-1*

s f(=3)=f'(0)=f'(3/2)=0
. f(—3):0,f(%):—1, f=-1, f(O=0

.

3. Bosqueje el gréfico de una funcion f tal que:
= Dominio f=IR
«  Continuaen (—0,2)U(2,0)
= f(-1)=4, (0)=6, f(2)=-3, f(3)=0
* Ve>030>0vx:0<x-2<0=|f(X)+]<e
= VM >030>0;¥x:0<2-x<0= f(x)<-M
. V8>0,E|N>O;VXZX<—N:>‘f(X)—2‘<S
lim [f(x)-x]=0
X—>+00
«  f'(x)>0,para x e (—0,0)U(2,») f'(x) <0, para x € (0,2)
= f"(x)>0, para x e (~w,~1) f"'(x) <0, para x e (-1,2)U(2,0)

= f'(x)>0en (O,l)y[

. £7(Q2)=0

N | w

4. Suponga que f'(X)=(X—3)(X—1)2(X+2) y f(1)=0, f(—2)=5, f(3)=-5,

eshoce una graficapara f .

5. Bosqueje el grafico de una funcién f continua en IR tal que f(-4)=f(5)=0, f(0)=8,
fQ)=6, f (—1) =7, f (2) = —3 y ademas la gréfica de su derivada es:

6. Bosqueje el grafico de una funcion f continuaen IR talque f(-2)=4, f()=0, f(2)=1,

f (3) = 3 y ademas la grafica de su derivada es:
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7. Bosqueje el grafico de una funcién f contnuaen IR talque f(-1)=2, f(0)=0, f(2)=1,
f(4) =0 y ademas la gréfica de su derivada es:

4 X
4|\

8. Bosqueje el grafico de una funcién f continuaen IR talque f(-1)=1, f(0)=3, f(1) =5,
f(2)=-1, f (—%) = —4 y ademas la grafica de su derivada es:

=
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4.5 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA DERIVADAS
(TEOREMA DE LAGRANGE)

Si f es una funcién continua en [ab] y
derivable en (ab) entonces, existe al

menos un ndmero "“x," en (a,b) tal que

Fx) = f(bg:;(a)

Lo que nos indica este teorema es que si la funcion es continua en un intervalo
cerrado y suave en su interior entonces existira un punto en ese intervalo para el
cual la recta tangente y la recta secante en los extremos del intervalo tienen igual
pendiente.

Regta Secante

f(b)

f@p

\ 4

Demostracion:

Sea S(X) = f(X)—g(x) donde g eslarecta entre los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) ,

Y=Y = m(x—xo)
entonces podemos obtener su ecuacion: f(b)- f(a , €s decir
y-t@ =0T _q
f(b)—-f(a
y=g00=f(@+ O @ g

b-a
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Reemplazando, resulta: S(x) = f(X) — [ f(a)+ f(bt))_f(a) (X - a)}

1010 )0,

Obtengamos S(a) = f(a) — { f(a)+

b
Por tanto, 3X, € (a,b) tal que S"(X,) =0

Paralo cual S"(X) = f'(x)—[f(bg_f(a)} y S'(Xy) = f'(xo)—{f(b)_f(a)} -0

S(h) = f(b)—{f(a)Jrf(b):;(a)(b—a)}zo

b-a
Porlo dltimo f7(X,) = f(bg—f(a) L.Q.Q.D.

Lemplo-1

Encuentre el nimero “X,” garantizado por el teorema del valor medio para derivadas si
f(x)=x* en[-12].
SOLUCION:

Observe que f es continua en [—1,2] y como f’(x)=2X por tanto es diferenciable en (—1,2) se

cumplen las hipétesis del teorema del valor medio, por tanto la existencia de X, en (—1,2) tal que

f(x,) = Lfl(_l) esta garantizada y lo podemos encontrar.

2-(-1)
Paralocual f(x,)=2x, y f@-fC) _4-1_ 3,
2-(-1) 3
2%, =1
Igualando y despejando, resulta: 1]
XO = E
Geométricamente.
+r
N
‘580'&(\/ 7
?\eg\'a‘ P - -
_ e
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Lyenyp lo-2

Use el teorema del valor medio para demostrar que: |senb—sen a| <|a—h|

SOLUCION:
Usemos f (x) =senx . Note que es una funcion continua en [a,b] y derivable en (a,b) por tanto de
acuerdo al teorema de Lagrange , existe un X, € (a,b) tal que f'(x,) = w .

P

Reemplazando y simplificando

senb —sena
COSXy =———
b-a
Por otro lado
0<|cosx,| <1
senb —sena
Entonces 0< b a <1
-a

Aplicando propiedades del valor absoluto y despejando.
|senb — sena|
— <1
b2
|senb — sena| <|b —a]
Que es lo que se queria demostrar.

Z@ lo-3

Dos carros de la policia de transito equipadas con radar estan situadas a 7 kildmetros de
distancia en una autopista, cuando un camion pasa junto al primero de ellos, se le mide una
velocidad de 90 km por hora; 4 minutos después al pasar junto al otro coche, éste le mide 70
km por hora. Aunque el camién baj6 la velocidad, pruebe que en algin momento en esos 4
minutos ha superado el limite de velocidad permitida que es de 100 km por hora.

SOLUCION:

Sea e= f (t) el espacio recorrido por el camion, una funcion del tiempo, continua y diferenciable en el
cualquier intervalo de tiempo mientras dure el movimiento.

Primeramente calculemos la velocidad media del camién en esos 4 minutos:

v, zfzdjizlog,k%
At —horas
60

Sea t; el momento en que se le mide al camion una velocidad de v, =90 k% ysea t, el momento en que

se mide una velocidad de v, =70 kr% . De acuerdo al teorema de Lagrange existe un t; € (tl,tz ) en el cual
de
o
demuestra que ha superado el limite de velocidad (100 k% ).

f'(to), la velocidad instantanea del camioén, fue igual a la velocidad media (105k%), lo cual

Como patrticularidad del teorema de Lagrange tenemos el teorema de Rolle.
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4.6 TEOREMA DE ROLLE

138

Si

que

derivable en (ab) y si f(a)=f(b) entonces,
existe al menos un nimero

f es una funcién continua en [ab] Yy

)}

x," en (ab) tal
f(x,) =0

(xg) =10

=flx)

Sfla =71

El teorema del valor medio para dos funciones seria:

E!’eroéowy PrgE uestos 4.7

1.

La funcion f(x) = \/; satisface la hipdtesis del teorema del valor medio en el intervalo [0,2]. Diga si esto es

verdadero o falso, justificando apropiadamente su respuesta.

Sea f (x) = x* — 2x2. Hallar todos los valores de " Xo "enelintervalo [-2,2] que satisfacen el teorema de
Rolle.

La altura que alcanza una bola "t" segundos después de ser lanzada, est4 dada por la siguiente funcion:

f(t) =16t + 48t +32.

a) Comprobar que f (1) =f(2).
b) Segin el teorema de Rolle, ¢,qué velocidad ha llevado en algiin momento del intervalo [1,2]?

Sea T(X)= ax? + PX+0 ;a, B, € IR. Encontrar el valor de " X " que satisfaga el teorema del
valor medio para derivadas en [a,b].

Dos carros patrullas equipadas con radar estan situadas a 5 millas de distancia en una autopista, cuando un
camion pasa junto al primero de ellos, se le mide una velocidad de 55 millas por hora; 4 minutos después al
pasar junto a otro coche, éste le mide 50 millas por hora. Probar que en algiin momento en esos 4 minutos ha
superado el limite de velocidad de 70 millas por hora.

Use el teorema del valor medio para demostrar que: |cos b — cos a| <|b —a|
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4
7. Considere f(x)= xé en el intervalo [—l, 2] . Demuestre que no se cumple la conclusién del Teorema de
Lagrange. Justifique.

8. Considere f (X) = 3/; en el intervalo [—1,8] . Verifique que no se cumple una de las hipétesis del Teorema
de Lagrange, sin embargo la conclusion si se cumple. Justifique.

4.7 TEOREMA DE CAUCHY

Sean fy g funciones continuas en [a,b] y diferenciables en
(a,b) entonces, existe al menos un nimero “x,” en (a,b) tal
que f,(Xo) _f)-1(a)

g'(x,) 9()-g(a)

No olvide demostrarlo.

Con los resultados del teorema anterior, se pueden calcular indeterminaciones.

4.8 TEOREMA DE L'HOPITAL

Suponga  que lim f (x) = limg(x) =0 0  también
lim| f (x)| = limg(x)| = . §i Iimf,gx) existe en sentido finito
X—Uu X—Uu X—u g X

o infinito; entonces: lim %) _ iy L)

X—>u g(x) X—>u g'(x)
Donde u=a,a*,a ,+0,—w

No olvide demostrarlo.

Liemplo-1

., Senx
Calcular lim——

x—0 X
SOLUCION:

Aplicando el teorema de L hopital, tenemos:

. senx . COSX
lim——=1lim——=cos0=1
x>0 X x>0 1
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Lemplo-2

Calcular lim(1+ x)%

x—0
SOLUCION:
Transformando la expresion primero, resulta:
In(1+x) - In(2+x)
lim(1+x)% = lim " _jime x  —erd x
x—0 x—0 x—0
Aplicando el teorema de L hopital al exponente, tenemos:

1
Iim InL-+x) =lim 1+X =1
x—0 X x>0 1

Por tanto, lim(1+ x)}/x —el=e
x—=0

Lremplo-3

., SenxXx—X
Calcular Iim ———
x—0 X3

SOLUCION:

Aplicando el teorema de L hopital, tenemos:

. senXx—x . Ccosx-1
lim =lim
x—0 X3 Xx—0 3)(2

Como se mantiene la indeterminacion, volvemos a aplicar la regla de L"Hopital, y asi tantas veces como sea

., Cosx—-1 . -—senx 1
necesario: lim = Iim —-_-

x—0  3x2 x>0  6X 6

Liemplo-4

_ 3x%-5x+1

Calcular ' lim —

X0 4X° +2X -3
SOLUCION:

. o]
Note que aqui tenemos: —
0]

Aplicando el teorema de L hopital, tenemos:  lim 6x=5
X— 8X + 2

Volviendo a aplicar L'Hopital resulta: 1im 6

X—>00

Liemplo-5

e
Calcular lim (2 x)"92*
X—1

Observe que aqui tenemos 1% . Entonces la regla de L hopital no es aplicable directamente.
Transformando la expresion primero, resulta:
lim In(2:x)
; n ; B tg = x ; taZx fin(2— X1 cot g=x
lim (2 - x)92% = lim e"@)"2" _ jim elasxne-x] _ 2
x—1 x—1 x—1
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Aplicando el teorema de L hopital al exponente, tenemos:
1
In2-x) . ol -
xg]lco(tgﬂi B lm(—csfzﬂ);)l Tz
2 272 2
2

T —
Por tanto, lim (2 - x)9,* = e~
Xx—>1

[y

2
n

Liemplo-6
1

Calcular lim i——
x>l Inx  x-1

SOLUCION:
Observe que aqui tenemos oo — o ..
Transformando la expresion primero, resulta:

. 1 1 X=1-1Inx
lim|—-——|=lim—~——=
-1l Inx  x-1] x>1(Inx)x-1)

Aplicando el teorema de L hopital, tenemos:

1 x-1
1-0-= —
im X210y - X = lim—X—— = lim x-1
x—1(Inx)x-1) 1L ) pinx) - tipy oX-leinx
X X
. i . -1 .1
Volviendo a aplicar L"hopital: lim = lim =
x-1x-1+Inx o1y 1
X

tjercicios Propuestos 4.8

Calcular:
2 .
L lim X 3x-10 9. lim (cosx)%
x>2" X2 —4x+ 4 x>0 y
_ i 2
5. lim X=2%8nX 10. lim (cos2x) "
x—>0  tgX x—0
1
. senx+tgx
3. lim xi—?( 11.  lim (1+X2);
x>0~ e"—e x—0
. 1 3
4. lim ctgx—— . (4+Inxj
x—0 X 12. lim x
5. lim (1-cosx)ctgx X0
x—>0 5 gim (cos 3x)
6 lim cosx—1 x>0 2x2
x—0~ 1—CosXx X
. X
. 4. lim | —
7.lim x}/X er(Hlj
X—0
H sen X
8. lim xSen* 15. >!E>n0 (C tg X)
x—0
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Misceld

1. Bosqueje el grafico de f analizando dominio, simetria , asintotas, intervalos de monotonia y
concavidad, extremos locales y puntos de inflexion

a) f(x):ﬁ h) f(x)=x3+x2-5x-5
b) ()= sz__zl ) F0=x0 13

0 0=, ) 100429

d f(x)= X22_1 K f(X):%

e fx=¥xB-x
f) f(x):xeéx+1
x? -1

9 f(x)=

2. Bosqueje una gréfica posible de una funcion f que tenga todas las siguientes caracteristicas:

f es continua en toda su extension

f(-4)=-3, f(0)=0, f(3)=2

f'(-4)=0, ') =0, f"(X)>0 para x<—-4, f'(x)>0 para -4<x<3,
f'(x) <0 para x> 3.

f7(4)=0, f70)=0, f"(x)<0 para x<—4

f7(x) >0 para -4 <x<0, f7(x) <0 para x>0

3. Bosqueje una gréfica posible de una funcion f que tenga todas las siguientes caracteristicas:

lim f(x)=+0 lim f(xX)=0 lim f(x)=—0 a<b<0<d<e
X—>—00 X—>+00

f(c)=f(e)=0, f(b)=5, f(0)=3, f(a)=f(d)=1
f7®)=0, () noexiste, f'(d)=0, f"d) <0,

vx e (—,a)u(c,d)f'(x)>0], vxe(ac)u(d+o)f (x)<0]
Vx e (—o0,a)u(a,b) f(x) > 0], Wxe (b, c)u(c,+oo) f(x) < 0]

4, Grafique f tal que la grafica de su derivada f~ es:

Aly

|
R
X<

%

Suponga que f(-1)=-1
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Cap. 4 TemasAdicionales de lo derivado

Grafique f tal que la grafica de su derivada f” es:
4y
St--- T
}
|
|
|
-2 i 3
| 2 !
|
|
|
|
/__1-5
Suponga que f(0)=0
Calcular :
2 e _cos
a) lim (senx)* d) lim ———— X
x—0" x—0 X
2 f—
b) sec x—2tgx e) lim [thanx—Lj
x_>% 1+ cos4x XL COS X

. tgx — X
0 lim — X=X
x—0 arc senx—X

2
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