MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 5 Integrales Impropios

5 | INTEGRALES INPROPIAS

5.1 LIiMITES INFINITOS
5.2 INTEGRANDOS INFINITOS

Obijetivo:
Se pretende que el estudiante calcule integrales sobre regiones no acotadas
y resuelva problemas de aplicacion relacionados con |as integrales impropias
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MOISES VILLENA MUNOZ Cap. 5 Integrales Impropios

Se trata ahora de trabajar con regiones que estén limitadas por
curvas no acotadas, que tengan asintotas horizontales y verticales

5.1 LIMITES INFINITOS.

Se presentan cuando se plantean integrales de la forma jf(x)dx , 0
a

a 0

de la forma If(x)dx , 0 de la forma I f (x)dx .

—0 —00

En este caso, es una integral impropia porque uno de los limites de
integracion o ambos, no es una cantidad finita. En tal caso, debera
tratarselas con propiedad. Es decir:

0 N

f(x)dx = ’\Ill’m J' f (x)dx

a a

a a

f(x)dx:NIinJ If(x)dx

—o0 N

y finalmente la ultima integral por la propiedad de aditividad se la
trataria asi:

a

J. f(x)dx = J. f(x)dx+j f (x)dx

—00

Ejemplo-1

X

y=e
Hallar el area de laregion R:<y=0 , en el primer cuadrante.
x=0
SOLUCION:
Dibujando las curvas dadas e identificando la region tenemos:
49
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0
El &rea de la region estaria dada por A=J‘e_xdx, la cual es una integral impropia, que
0

N
escribiéndola con propiedad tenemos: A = J‘e_xdx = lim J-e‘xdx
N —>ow
0 0
Al calcular la integral definida y luego tomando limite resulta:
N
¢ —X ' -x N H -N —©0
lim je dx |= lim [—e ]0 = lim [1—e ]:1—e =1
N—o0 N—o0 N—o0
0

En este caso se dice que el reaconvergea 1 (A=1u 2 )

tjemplo-2
1
ys—
X

Hallar el rea de la regién R:<x>1

SOLUCION:

o0
. ] 1 . . .
El &rea de la region estaria dada por A=J.dx, la cual es una integral impropia, que
X
1

o N
. . 1 . 1
escribiéndola con propiedad tenemos: A= | —dx= lim| | —dx
X N —o0 X
1 1

Al calcular la integral definida y luego tomando limite resulta:
N

lim Ildx = lim[Inx]) = lim[InN-In1]=Inco-In1=w

N —x| X N—ow© N—o0
1

En este caso se dice que la integral DIVERGE (A =o0) es decir que haciendo la integral entre 1
y un nimero muy grande, el resultado es una cantidad muy grande.
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100

tjemplo-3

1
y=—
X
Hallar el volumen del sélido que se genera al rotar la region R:<x>1 |, alrededor
y>0
del eje x.
SOLUCION:

o0

2
. ] 1 . . .
El volumen del sélido estaria dado por V. = nJ’ (j dx , esto es una integral impropia, que
X

1

o0

2 ! 2
escribiéndola con propiedad tenemos: V. = &t I (1j dx=m lim I(l] dx
X X
1

N — 0|

Al calcular la integral definida y luego tomar limite resulta:
N N
. 1 . 1 . 1
nlim|{|—=dx|=xnlim|-=| =xnlim|l-—|==xn
Noowo| J x2 Now| X, N o0 N
1

Note que mientras el area era divergente el volumen es CONVERGETE. La convergencia o
divergencia de la integral depende de su forma algebraica.

tj lo-3

Determina el valor de "k" para que el area bajo la curva de 'y = seaiguala a
1

+x?

1.
SOLUCION:
Dibujando la curva para un k positivo seria:

]

X

/////////////////////Il/////

§
\
\
\
\

0

dx .

El &rea estaria dado por A= 5
1+x

—00

o0

k
1+X

dx .

Como es una funcion par, aplicando simetria, tendremos A = ZI >

0
Escribiéndola con propiedad y resolviendo:
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=2k lim j 1
Noo | 14 x2
0
=2k Iim [arctg x]y
N—o0
— 2k[arctg oo —arctg 0]
=2k
A=kn

. - 1
Si la condicion es que A=1u 2 entonces kr =1 por tanto K = —
T

Ejemplo-4

Determine para que valores de "p" la integral impropia o dx converge y para
X

que valores diverge.
SOLUCION:

. 1
Escribiendo con propiedad la integral impropia tenemos: ' lim | — dx
N

Se observa que hay que considerar 2 casos: si p=1ysi p#1

Primerosi p =1 tenemos:
N
lim J- dx = Iim [Inx]}' = Iim [LnN =In1]= oo (Diverge)
N —w X N —w N —w
1
Segundo si p #1 tenemos:

N
N
—p+l 1-p  ql-p
lim | xPdx = lim| > im| N L
N—ow N—wl —p+1 1 Noo 1—p 1-p

1
de lo dltimo hay que considerar dos casos:

1—p 11— 1
Si p<1 entonces lim = ——— =00 (diverge)
N -0 -p l
1—p 1-p
Si|p>1 entonces Ilm ! i i = i (converge)
Nowx| 1—p 1-p p| o« 1-p 1-p

0

Por lo tanto: Ildx =4 1
x P —;p>1
1 p-1
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5.2 INTEGRANDOS INFINITOS

Ahora trataremos regiones que estan limitadas por curvas no
acotadas, las graficas de las curvas tienen asintotas verticales

Ejemplo-1

1
y=—
X
Hallar el rea de la regién R:4x>0 .
<0
SOLUCION:
La region referida seria:
pd

. , 1 . 1 e
Laintegral para el rea es: A= j dx note que la funcion f (X) = — no esta definida en
X X

0
x =0 por tanto es una integral impropia, que escribiéndola con propiedad y resolviendo resulta:

1 1
A:J-ldx= Iim Jldx= lim[InxJ; = lim[In1-Int]=0-1In0* = (diverge)
X t—>0* X t—>0" t—0*
0 t

tjemplo-2

2
1
Calcular | | —dx
2
X
-1

SOLUCION:
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La funcién no esta definida X = 0, por tanto es una integral impropia que debemos tratarla de la

siguiente manera:
2 2
1
—dx = lim —dx+ lim | —dx
t—0" t—0* )(2
t

17" 17?
=lim-=| +Ilim-=
t—0" X4 taO+ X ¢
= lim —1—} + lim 11
t—0" t tot t 2

=00+ 0

J‘lz dx = oo(diverge)
X

tjercicioy propuestoy 5.1

1. Evalue la integral impropia dada o demuestre gue es divergente.

o0 [ee]
o .
X

1 | eXdx 4. 72dx
o v (X2+4)
1 —0
o0 o0
o o

) dx 5 xdx

. 27 . [ —
J x“+2x+5 J Jo+x2
—0 3
0 3
o o dX

3. | e *senxdx . |5 —
o J XT+Xx=2
0

2. Dadalacurva Yy = e X , determine el rea bajo la curva para X > 1n2 .

3. Encuentre el volumen del sélido generado al rotar R alrededor del eje Y .
R={xy)/0<x<3r0<y<x?
o I 1
4. Encuentre el volumen del sélido generado al rotar la region limitadapor y =X, y=—, y=0;
X
alrededor del eje X (en el primer cuadrante).

_2
5. Sea R laregion del primer cuadrante bajo la curva Yy = X A yalaizquierdade X =1.
a) Determine el rea de la region R.
b) Encuentre el volumen del sélido generado al rotar R alrededor del eje Y = —1.
1

nan H 1
6. Encuentre los valores de "p" para los cuales la integral N3 dXx converge y los valores para los
X

0
cuales diverge.
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Miscelaneos

10.

11.

12.

13.

X
Sea la region R definida por R = {(X, y) eIR?/x>0n ol <y< 1} . Calcule si es posible:
X+

a) Eléreade laregionR.
b)  Elvolumen del sélido que se genera al rotar la region R alrededor de larecta Y = 1

Calcular si es posible la longitud de la espiral I = e 20 ;. 02>0.

Encuentre el volumen del sélido generado mediante la rotacion de la region limitada por Y = eX,
y =0, x=1In3; alrededor del eje X .
Hallar el volumen del sélido de revolucion que se genera al girar la regién limitada por

1
y=—; X>0 ylosejes coodenados; alrededor del eje Y .
X

Si R= {(X, y)e IR?/0< y < AX> 0}. Determine si es posible el area de la

X +1
region R.

SsiR= {(x y)eIR?/y>0Ax21ny< 13} . Si es posible calcule el volumen del solido
X

que se genera al rotar la region R alrededor del eje X =1.

Determine el valor del rea de la region, en el primer cuadrante, limitadapor Y = —— A Y = 0.

X
1
Encuentre el rea de la region limitada por las y = [2 , ¥y los ejes coordenados en el primer

cuadrante.
Calcular si es posible el volumen del sélido generado al rotar la regién R alrededor del eje x, donde

R:{(x,y)eIRZ/yZO/\ysx+1/\yse‘X}.

Determine el volumen del sélido no acotado que se obtiene al girar en torno del eje "y" la regién bajo la

cuva Y =€ i x=0.
Determine los valores de ¢, C > 0, tal que el volumen del sélido generado por la rotacion alrededor del
eje x, de la region limitada por el eje x, X >1 ylafuncion f(X) = —— exista.

XC

Sea R la region definida por R = {(X, y)e IR? /Inx < y<1IA0<x< e}. Calcule si es
posible:

a) Eléreade laregionR.

b) Elvolumen del sélido que se genera al rotar la region R alrededor del eje Y .

Determine el perimetro de la regién ubicada en el plano polar, que esta limitada por:

a) Unapartedelarecta @ =1In2

b) Eltramo de la cardioide r =1+ C0S0O para Tt <0< 21,y

c) Laespiralr:28_e, 0<0<In2




