ESPOL Ing. Roberto Cabrera V.

DEMOSTRACION DE LA SOLUCION DE LA ECUACION DE LA ONDA

Ecuacion unidimensional de la Onda

Consideraremos ahora las vibraciones transversales de una cuerda extendida entre dos
puntos, x = 0 y x = L. El movimiento se produce en el plano xy de manera tal que cada punto
de la cuerda se mueve en direccion perpendicular al eje x. Si u(x, t) denota el desplazamiento
de la cuerda para t > 0 medidos desde el eje x, entonces u satisface la siguiente ecuacion:

*u(x,t) _ 22 d%(x,t)
at? dx?

Donde se asume que:

e Lacuerda es perfectamente flexible

e Lacuerda es homogénea, esto es, su masa por unidad de longitud es constante
e Los desplazamientos u son pequefios comparados con la longitud de la cuerda.
e Latension de la cuerda es constante

e Latensidn es grande en comparacion con la fuerza de la gravedad

e No actuan otras fuerzas sobre la cuerda

Por lo tanto, un problema tipico con condiciones iniciales y de frontera referente a esta
ecuacion es:

u(x,t %(x, t
%:cﬂ%, 0<x<L t>0

Donde L es la longitud de la cuerda, y a? es una constante (dependiente de la densidad lineal y
la tensidn de la cuerda) que siempre es positiva.

En este problema se define las condiciones de frontera o contorno:
u(0,t) =0, u(L,t) =0, t>0,

Estas condiciones de frontera indican que los extremos de la cuerda permanecen fijos en todo
tiempo.

A diferencia de la Ecuacion del calor, ahora se tiene dos condiciones iniciales:

du(x, 0
%=g(x); 0<x<L

u(x,0) = f(x),
Donde f 'y g indican la forma inicial y velocidad inicial de cada punto de la cuerda, es decir en
el instante t = 0.

En resumen, si en un examen toman la ecuacién de la ONDA deberian hablar de alguna cuerda
con sus respectivas condiciones iniciales y de frontera, ademas deberia indicar el valor de la
constante a?, y la longitud de dicha cuerda.
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Método de Separacion de Variables para resolver la ecuacion de la Onda

De manera general la ecuacidn en derivadas parciales que representa un problema de la
ecuacion de la Onda tipico es la siguiente, con sus respectivas condiciones.

%u(x,t) _ 22 %(x,t)

0<x<IL, t>0

at? oxz '’
u(0,t) = 0, u(L,t) =0, t=>0,
du(x,0)
u(x,O):f(x), —=g(x), OSxSL

at

Antes que nada se asume que la soluciéon u(x, t), se puede expresar como una multiplicacion

n_n

de dos funciones, una que depende de la variable "x" y otra que depende de la variable "t".
Es decir:
u(x,t) = e(x)h(t)

Obteniendo las respectivas derivadas parciales de la ecuacion de la Onda usando la solucién
que se asume, se obtiene que:

. 0%u(x, "

) =52 = e@h' (1)
.e 92 X, "

i) 52 = 9" (0)h(D)

Reemplazando i) y ii) en la ecuacién de la onda se obtiene:

PR (1) = a®¢” (Dh(D)

Expresando la ecuacion de otra manera se tiene:

'@ ") _

TR " 90 -

Se obtienen dos tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias:

Primera ecuacion diferencial

A CI
px) 4

Donde la ecuacidon queda expresada de la siguiente manera:
@"(x) = = (x)
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Se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden de coeficientes
constantes homogénea:

@ O+ 2p(x)=0
Donde la solucidn se la asume de la siguiente manera:
p(x) =e™
Por lo tanto la ecuacidn caracteristica queda expresada de la siguiente manera:
2+ 12=0
r=+Ai

Por lo tanto la solucion queda expresada de la siguiente manera:
@(x) = Cycos(Ax) + Cysen(Ax)

Recordar que los valores de frontera realmente indican lo siguiente:
u(0,t) =0, signifca que @(0) =0
u(L,t) =0, signifca que @(L) =0
Entonces con la primera condicién
¢(0) =0
Se obtiene:
0=0¢
Por lo tanto la solucion queda expresada de la siguiente manera:
@(x) = Cysen(Ax)

Reemplazando la otra condicidn:
p(L)=0

0 = C,sen(AL)

En este caso C, tiene que ser distinto de cero, para evitar la solucién trivial o
u(x,t) =0.

Por lo tanto si puede suceder que:
sen(AL) =0 - AL = nm, VneN
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Al final la solucién queda:
nm
@(x) = Cysen (Tx)

Donde se recuerda que n = 1,2,3,4 ....., por lo tanto se cambia la constante C,
por C,, para indicar las diferentes soluciones que se tienen dependiendo del
valor de n:

@(x) = C,sen (nL_nx)

Segunda Ecuacion diferencial

hll(t) B

RN ANNEY.
a?h(t) A

Donde la ecuacidon queda expresada de la siguiente manera:
h'(t) = —a’2A%h(t)

Se obtiene una ecuacion diferencial de segundo orden de coeficientes
constantes homogénea:

h" () + a?A?h(t) = 0
Donde la solucidn se la asume de la siguiente manera:
h(t) = e™
Por lo tanto la ecuacidn caracteristica queda expresada de la siguiente manera:
r’2+a’22=0
r = tali

Por lo tanto la solucién queda expresada de la siguiente manera:
h(t) = acos(aAt) + bsen(aAit)

h(t) = a,cos(alt) + b, sen(ait)
h(t) = a,cos (a"L—”t) + b, sen (a"L—"t)
Multiplicando ¢(x) y h(t) :
u(x, t) = @(x)h(t)
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u(x,t) = @(x)h(t)

nrm

u(x, t) = [Cnsen (nL_n x)] [an cos (a T t) + b, sen (a nL_n t)]

u(x,t) = [Ansen (nL_n x) cos (a nL_n t) + B,sen (t—ﬂ x) sen (a nL_n t)]

Se tiene que tomar en cuenta que esta solucién hay que expresarla en series:

u(x,t) —214 sen x)cos a—t zB sen )sen(anL—nt)

Expresando la solucidn de esta manera como una sola sumatoria:

(0e)

u(x,t) = z <Ancos (anL_n t) + B,sen (anL_n t)) sen (nL_nx)

n=1

Usando las condiciones iniciales:

ou(x,0)
u(x,0) = f(x), — e N\~ g(x);
Entonces con la primera condicién
u(x,0) = f(x)

Se obtiene:

nn
flx) = z A, sen )
Donde se puede decir que:

j f(x)sen (nizx) dx

Usando la segunda condicidn:

ou(x,0)

5t = g(x)

Se tiene que derivar parcialmente la solucién u(x, t) con respecto a t:

(0]

u(x, t) = Z <Ancos (anL_n t) + B, sen (ai—n t)) sen (rzjx)

n=1
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aug;; t) _ i <_AnanL—nsen (anL—nt) + anL—ancos (anL—nt)> sen (nL_nx)

n=1

Luego se utiliza la condicion:
ou(x,0)

5t = g(x)

—Bu(axt, 0) = Z (a T:—ﬂ) B, sen (rz_n x) = g(x)

n=1
Donde se determina ahora la constante (a %) B,:
L
nr nwx
(a T) B, = fo g(x)sen (T) dx

L L nmwx
B, = o g(x)sen( ) dx

Por lo tanto la solucion de manera general de la ecuacion de la onda es:
- nm nm nm
u(x,t) = Z <A cos aTt) + B, sen (aTt)> sen (T x)

n:

Donde:

f f(x)sen( e )dx

B, S f g(x)sen (m;x) dx

Esta es una solucidn detallada de la ecuacidén unidimensional de la Onda, para efectos de
aprendizaje. Para el desarrollo de algin problema podriamos utilizar la soluciéon de manera
general, encontrar las constantes An, y Bn y luego reemplazarlas en la solucion.

Nota: Este material es para uso académico, rechazo cualquier intencién de copia, plagio o
reproduccion masiva del mismo, mas aun si es usado en campanas politicas de la ESPOL.
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