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EDITORIAL

Como es evidente a lo largo de la historia, las universidades han sido pilares
fundamentales en los procesos de desarrollo recientes, especialmente en
aguellos observados en los paises del sudeste asiatico. En términos generales, se
pueden resaltar dos ingredientes fundamentales: facilitar el acceso a la
universidad por parte de los sectores de la sociedad tradicionalmente excluidos y
proveer una educacién superior de excelencia. En el caso particular de nuestro
pais, el primer punto ha sido incorporado a través de la gratuidad de la educacion
hasta el tercer nivel, teniendo como unico filtro el Examen Nacional de Educacién
Superior (ENES), el cual evalia las capacidades numéricas, verbales y de
razonamiento abstracto del aspirante. De esta forma se establece un acceso
democratico a la educacion superior, la cual es sostenida financieramente por
toda la sociedad.

Sin embargo, todavia queda camino por recorrer en cuanto a los altos estandares
planteados para el quehacer universitario, lo cual pasa por dar el salto cualitativo
de ser reproductores y difusores de conocimiento a ser creadores del mismo. Sin
duda alguna que para lograr aquello se requiere de ingentes recursos econémicos
asi como también la conviccion de que esto se logrard Unicamente con el
esfuerzo conjunto de todos los actores que formamos parte del sistema de
educacion superior.

En este sentido, la revista Matesmdatica ofrece un espacio de difusion y
discusion cientifica como punto de encuentro de diversas disciplinas de la oferta
académica de la ESPOL, cuyo lenguaje de comunicacion comun para el analisis y
entendimiento de los diversos problemas de estudio es precisamente el de las
Matematicas.
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DISENO E IMPLEMENTACION DE UN ALGORITMO GRASP PARA
EL PROBLEMA DE COLORACION DE GRAFOS

Delgado Erwin*

Resumen. Una de las dificultades en la busqueda de la solucién éptima a problemas de optimizacion combinatoria es el elevado costo
computacional para obtenerlas. Por ello se hace necesaria la utilizacién de algoritmos basados en metaheuristicas para obtener soluciones
factibles a un costo computacional razonable. En este contexto, en el presente trabajo se aborda el disefio de una heuristica basada en la
metodologia GRASP para el Problema de Coloracién de Grafos. Este algoritmo se lo ha implementado en Mathematica 8.0.4.0 ® y
ejecutado con diversas instancias del problema para medir la calidad del mismo.

Palabras Claves: GRASP, Coloracion de Grafos, Metaheuristicas.

Abstract. One of the difficulties in finding the best solution for combinatorial optimization problems is the high computational cost to obtain
them. Therefore it is necessary to use algorithms based on metaheuristics for feasible solutions to a reasonable computational cost. In this
context, this paper addresses the design of a heuristic based on the GRASP methodology for graph coloring problem. This algorithm is
implemented in Mathematica has 8.0.4.0 ® of the problem to measure quality.

Keywords: GRASP, graph coloring, metaheuristics.
Recibido: Julio 2013
Aceptado: Agosto 2013

1. INTRODUCCION

En este contexto, el Problema de Coloracion de
Grafos, PCG, consiste en determinar el minimo

Muchos de los problemas de optimizacion
combinatoria se caracterizan por su complejidad

computacional en la determinacion de una solucién
Optima por medio de métodos exactos. Por ello,
dada esta particularidad desde hace mucho tiempo
se intenta obtener soluciones factibles a estos
problemas en un tiempo computacional razonable
por medio de la aplicacion de diversas
metaheuristicas. Precisamente, El Problema de
Coloracion de Grafos (PCG) es un problema
combinatorio el cual para grandes instancias se
requiere la implementaciéon de algoritmos que
provea soluciones factibles a un costo
computacional razonable en comparaciéon a los
obtenidos por métodos exactos. En este contexto, en
el presente trabajo se aborda el disefio e
implementacion de una heuristica para el PCG.
Antes de definir formalmente el PCG es importante
mencionar la siguiente definicion establecida en
[14].

Definicién 1.1.

Dado un grafo G = (V,E) donde V es un conjunto
de vértices y E = {(v;,v;):v;,v; € V,v; # v;} un
conjunto de arcos definidos en G. Una coloracién
propia de G es una funcion f:V — [1,k] tal que
V(a,b) € E se cumple que f(a) # f(b), es decir,
asigna a cada vértice de G un color diferente al
asignadoa cualquier otro vértice adyacente.

! Delgado Erwin, M.Sc., Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: edelgado@espol.edu.ec).

nimero k de colores diferentes con el objeto de
realizar una coloracion propia de G. A este
minimo valor de k se le conoce como numero
cromatico de G, denotado por x(G).

2. FORMULACION MATEMATICA
DEL PROBLEMA DE COLORACION
DE GRAFOS

A continuacion, se presenta un modelo en
programacion lineal que permite encontrar la
solucién optima al problema de coloracion de
colores.

2.1 INDICES

Sea G = (V,E) un grafo no dirigido y C un
conjunto de colores
i, k: Indices referidos al conjunto de vértices
j: indice referido al conjunto de colores

2.2 VARIABLES

1, si el vértice i es coloreado
Xij = con el color j
0,sino
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2.3 FORMULACION MATEMATICA

Min Ziijxij 1)
S.a.
xij +x <1, Vv(i,k) EE,VjEC (3)
x;; €{0,1}, V(i,j)€E 4)

La ecuacién (1) representa la funcién objetivo, la
cual permite minimizar el ndmero de colores
utilizados para realizar una coloracién propia. La
restriccion (2) permite asegurar que cada vértice
sea coloreado por algin color. La restriccion (3)
permite garantizar que para cada arco definido en
el grafo, sus vértices sean coloreados con colores
distintos. Por altimo, la restriccién (4) indica la
naturaleza de las variables de decision.

3. REVISION DE LITERATURA

Uno de los enfoques utilizados para resolver el
PCG es por métodos exactos. Asi, Isabel Méndez et
al [8] propone un modelo de programacion entera,
el mismo que es resuelto por un algoritmo de
planos  cortantes. De igual manera,  Hans
Bodlaender [10] desarrolla un modelo exacto
incorporando memoria polinomial mientras que C.
Lucet et al [7] propone un método exacto basado
en una descomposicion lineal del grafo. Sin
embargo estos métodos tienen limitaciones por la
cardinalidad del conjunto de vértices del grafo
Precisamente, el PCG es uno de los problemas de
optimizacion combinatoria, categorizado como NP-
Hard [3], por tal motivo multiples heuristicas se han
disefiado con el objeto de obtener soluciones
factibles de buena calidad en tiempos de
gjecucion adecuados. Uno de ellos es el realizado
por [14] quién implementd un algoritmo gloton,
ordenando en primer lugar los vértices de acuerdo
al grado de adyacencia y asignando en cada
iteracion un color cada vértice obteniendo asi una
solucion factible. De igual manera, Cédric
Avanthay et al [5], desarrollaron una busqueda local
en un vecindario variable. Uno de los trabajos a
destacar, dentro de la categoria de métodos de
busqueda local, es el propuesto en [15], en el cual se
implementa una busqueda local con una funcion de
evaluacion de la coloracion de un grafo, la misma
que esta en términos del tamafio de cada particion
del conjunto de vértices, asi como del nimero de
arcos que violen la condicion de coloracion.

Dentro de los trabajos que se fundamentan en
algoritmos evolutivos, podemos destacar los
realizados por Zhipeng Lu [4], quien desarroll6 un
algoritmo memeético para este  problema,
resolviendo iterativamente el k -coloring desde un

valor de k, disminuyéndolo hasta que no exista
alguna solucion factible. Este algoritmo combina
un genético con una blsqueda tabd, incorporando
un operador de cruce adaptativo; y el realizado
por A. Eiben et al [9] que desarrolla un algoritmo
evolutivo para la determinacion de buenas
soluciones factibles. Incorpora un mecanismo
adaptativo que permite cambiar el fitness de la
funcion objetivo en cada iteracion. Por otro lado,
A. Hertz et al [6], disefla un algoritmo
fundamentado en la blusqueda tabd, la misma que
la compar6 con los resultados obtenidos por
algunos  trabajos desarrollados con recocido
simulado observando un mayor perfomance para
instancias de gran cardinalidad.

4. GRASP

El GRASP? es una metaheuristica en la que cada
iteracion consiste de dos etapas: construccion y
basqueda local [16]. El objetivo de la fase de
construccion es la determinacion de una solucidn
factible la cual es mejorada en la fase de busqueda
local, lo que se muestra en el seudocédigo mostrado
a continuacion, considerando un problema de
minimizacion:

Algorithm 1 GRASP

I: procedure GRASP(MaxIter Seed)

2 for k=1,... MaxIter do

3 Soluciénl + EtapaContruceion(Seed)
4: Solucién + BisquedaLocal(Solucién! )
6

5; if Solucidn<BestSolucién then
BestSolucién=Solucién
end if
& end for
0; return BestSolucién
10: end procedure

El fundamento de la fase de construccion de una
solucion factible es un algoritmo glotén no
deterministico, en la que iterativamente se
incorporan los elementos a una solucion parcial.

El elemento a ser incorporado en la solucién parcial
es escogido aleatoriamente desde una lista RCL, la
cual estd formada por aquellos elementos que
produzcan los més bajos costos incrementales en la
funcién  objetivo. Luego que el elemento
seleccionado es incorporado en la solucién parcial,
esta es actualizada y se procede a iterar nuevamente.

2 Greedy Randomized Adaptive Search Procedure.
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5. DISENO DE HEURISTICA BASADA
EN LA METODOLOGIA GRASP
PARA EL PROBLEMA DE
COLORACION DE GRAFOS

A continuacién se detalla cada componente del
algoritmo basado en la metodologia GRASP para
el problema de coloracion de grafos.

5.1. DISENO DE FASE DE
CONSTRUCCION

El objetivo principal en la fase de construccidn, es
la determinacion de una solucion factible del
problema de coloracion de grafos. Esta solucidn se
la ha de de- terminar por medio de un algoritmo
glotén no deterministico. Para tal efecto, se realizé
una adaptacion al algoritmo desarrollado  por
Daniel Brélaz [14] para el problema de coloracion
de grafos. A continuacién se muestra el
seudocodigo de la fase de construccién de la
solucion inicial:

Algorithm 2 Fase de constuccion

1: procedure CoNSTRUCCION(Seed)

2: solucion + ¢

2 Ordenar los vértices de acuerdo a su grado en
orden decreciente.

4: Construir la lista de candida-
tos  restringidas RCL  definida  por

{f' € I';|_U'3'“dr:f',] = Crnin + f-”:cnmr - Cméu]}:
donde Crar v Ciin son el maximo y minimo
erado de entre todos los vértices.

5: Seleccionar v colorear aleatoriamente un
vertice s de la lista RCL

while |solucion| # |V| do

T: Ordenar los vértices no coloreados de
acuerdo a su grado de saturacion en orden de-
creciente.

8: Construir  la lista de  candida-
tos  restringidas RCL  definida  por
{f' € I,-"_|_{,r-,r'{tdf:.{'_] > Cmr'n + (.1'1':(-_«‘171(11' - Cmiu]}_-
donde Craz v Chin son el maximo y minimo
grado de saturacion de entre todos los vértices
no coloreados.

0: Seleccionar y colorear aleatoriamente un
vertice s de la lista RCL, utilizando el mimimo
numero de colores para obtener una solucion fac-
tible parcial.

10: solucion + solucion U {s}
11 end while
12: return solucion

13: end procedure

Antes de explicar en detalle la adaptacion realizada,
es necesario introducirnos en la siguiente definicion
establecida en [14].

Definicion 5.1. Sea G un grafo simple y C una
coloracion parcial de G. Se define al grado de
saturacion de un vértice como el numero de
diferentes  colores asignados a sus Vértices
adyacentes.

5.1.1. CRITERIO GLOTON

Una de las componentes del algoritmo GRASP
es la construccién de un algoritmo gloton. Diversos
enfoques pueden ser considerados para el efecto.
Por ejemplo, se podria priorizar el grado de los
vértices en el momento de colorear un vértice. En el
presen- te trabajo inicialmente se procede a ordenar
de forma decreciente los vértices de acuerdo a su
grado de saturacion. Este ordenamiento nos permite
construir una lista de <buenos> candidatos a ser
considerados en la siguiente iteracion. Sin embargo,
este criterio cambia a partir del momento en que se
va a colorear el segundo vértice de la solucidn
parcial ya que el ordenamiento se lo realiza con
base en los grados de saturacién de los vértices no
coloreados. Esta idea surge del hecho de que
vértices de un numero elevado de arcos incidentes
se los debe colorear primero con el objeto de
minimizar el nimero de colores utilizados para
realizar una coloracion propia.

5.1.2. LONGITUD DE LA LISTA RCL

Una de las caracteristicas del algoritmo GRASP es
que la construccion de la solucion factible no es
deterministica ya que en cada iteracion  se
incorpora un vértice a la solucion parcial de forma
aleatoria, el mismo que pertenece a una lista,
denominada RCL, de buenos candidatos. Diversas
estrategias pueden ser consideradas para la
determinacion de la longitud de la lista de
candidatos; asi, puede considerarse una lista con
longitud fija en todas las iteraciones o de longitud
variable. Por ejemplo, sean Cmax y Cmin el
méximo y minimo grado de saturacion de entre
todos los vértices (o el grado de los vértices)
entonces la lista RCL esta definida como:

RCL = {v € Vlgrad(v) = Cpp +} 5)
a(Cmax - Cmin)
donde a es un pardmetro a considerar.

5.1.3. ELECCION DEL PROXIMO
VERTICE A SER COLOREADO

Luego de construida la lista RCL formada por los
vértices considerados buenos candidatos y que no
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han  sido coloreados, se procede a escoger
aleatoriamente un vértice v de esta lista. Debido a
que el GRASP debe realizarse un ndmero
MAX_ITER de iteraciones, la funcién generadora
de ndmeros aleatorios estd en términos de una
variable entera SEED que cambiard en cada
iteracion para garantizar la exploracion de otras
regiones. Al vértice v escogido se le asignard un
color que minimice el nimero de colores utilizados
para realizar una coloracion parcial del grafo y que
garantice la factibilidad del mismo.

Este procedimiento se lo realizard iterativamente
hasta que todos los vértices sean coloreados,
obteniendo asi una solucién factible inicial.

Sin embargo, no necesariamente la solucion factible
obtenida en la etapa de construccién es la dptima,
por lo que se hace imprescindible un algoritmo de
mejora de la soluci6n actual, objetivo que se cumple
con la fase de busqueda local.

5.2. 'DISENO DE FASE DE
BUSQUEDA LOCAL

Como se ha explicado anteriormente, la fase de
busqueda local tiene por objeto mejorar una
solucién actual obteniendo asi, en cada iteracion,
una solucién de mejor calidad.

En este contexto, la fase de busqueda local empieza
con una solucion inicial dada por la fase de
construccion.

5.2.1. VECINDARIO DE UNA SOLUCION

Uno de los requerimientos de cualquier blsqueda
local es la forma de construccidn de vecindades a
una solucion actual. En este sentido, una solucion
vecina a la actual es obtenida al colorear cualquier
vértice escogido aleatoriamente por un color
diferente, sea éste uno ya utilizado o por medio de
otro color.

5.2.2. EVALUACION DE UNA SOLUCION

Conforme a la construccién del vecindario de

una solucidn cualquiera, es evidente que al realizar
un intercambio de colores podria generar
soluciones no factibles, es decir asignar a un vértice
un color que viole la restriccion que cualquier
vértice adyacente sea coloreado de la misma
manera.
Sean C = {C,,C,, ..., C;} una particion de colores en
el grafo G = (V,E) y E;, Vi = 1,2, ..., k €l conjunto
formado por los arcos que tienen sus vértices
adyacentes en la particion C;, entonces el valor de la
coloracién definida por C esta dada por [15]:

f(©) = =217 + ZELCGIE] (6)

10

Un hecho a considerar en la ecuacion 6 es que esta
funcién de evaluacion promueve la creacion de
particiones de gran cardinalidad, penalizando
aquellas que contenga un gran conjunto de arcos
que violen las restricciones dadas.

5.2.3. ACTUALIZACION DE LA
SOLUCION ACTUAL

Existen dos maneras de actualizar la solucion
actual. Una de ellas es explorar todo el vecindario
de la solucion actual y reemplazarla por la
solucion vecina que posea el menor valor en la
funcién definida en la seccidn anterior. Sin
embargo, una de las dificultades de tal estrategia es
el consumo de recursos, especialmente tiempo
computacional por lo que en el presente trabajo se
ha considerado reemplazar la solucidn actual por la
primera solucion vecina que mejore el costo de la
coloracién actual.

Es importante destacar que la exploraciéon se la
realiza considerando  coloraciones factibles e
infactibles y que esta etapa se la ejecuta durante un
tiempo maximo.

A continuacion se muestra el seudocddigo de la fase
de busqueda local

Algorithm 3 Bisqueda Local

1: procedure BUSQUEDALOCAL(solucién) inicial
+— f(solucidn)

2: while Time_mazx no se cumpla do Determi-
ne una solucién s € N(solucién) por medio del
reemplazo del color de un vértice escogido alea-
toriamente por un nuevo color.

3: if f(s) <inicial then

solucion + s

inicial < f(s)
end if

end whilereturn solucion
. end procedure

A

5.3. CALIBRACION

Uno de los aspectos a analizar en la presente
seccion es la estrategia a seguir con respecto al
tamafio de la lista RCL. Para tal efecto, se ejecuto
el algoritmo desarrollado con algunas instancias
del problema de coloracion de grafos® durante 10
iteraciones cada una de ellas con una duracion de 60
segundos.

® http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR/instances.htmIXXLEI
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En la tabla 1 se muestra un resumen de los
resultados obtenidos al ejecutar el algoritmo en tres
instancias especificas. En la primera columna se
observa el nombre de la instancia, en la segunda
columna el nimero de colores 6ptimo para realizar
una coloracion propia del grafo dado. En la tercera
columna se muestran los porcentajes de aciertos con
respecto al Optimo tanto de la estrategia con
longitud de lista fija (F) y longitud variable (V)y
por dltimo los tiempos promedios en la obtencidn
del minimo ndmero de colores requeridos,
obtenidos en la ejecucion de cada instancia.

Con base en los resultados obtenidos, tanto tiempos
como en calidad de la solucidn, se ha considerado la
longitud de la lista RC L como variable, es decir,
la lista RC L estara definida como en la ecuacion 5

TABLA |
Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Calibracion: Andlisis de resultados

Resultados
Instancia # optimo de I;{. de :u'i:-l:ms ['l!'].Ilp-trrC{Hr‘g..}"
colores F ! F !
myeiels.eol 6 100 | 100 | 3852 | 3.302
myeiel.col 7 GO 70 0157 | 3LV
myeielT.eol 8 0 0 49.600 | 46.425

a Tiempo promedio que toma en alcanzar el
minimo

6. RESULTADOS
COMPUTACIONALES

Luego de la calibracion de los pardmetros del
algoritmo GRASP  desarrollado en la seccidn
anterior, se ejecutdé el mismo con diversas
instancias en una PC con procesador INTEL CORE
i3 3.07 GHz de 64 bits, durante un méaximo de
MAX_ITER, cada una de ellas ejecutadas durante
un tiempo t _max, cuyos resultados se muestran en
la tabla 11.

En las figuras 1,2 y 3 se muestra la tendencia del
numero de colores requeridos para una coloracion
propia en cada instancia utilizada en funcién del
tiempo. Como se puede observar, el algoritmo es
eficiente en la busqueda de soluciones de buena
calidad, especialmente para instancias de pequefia
escala.

A continuacion, en las figuras 4,5y 6 se muestra
la tendencia del nimero de colores requeridos
para una coloracion propia, pero sélo en el minimo
valor encontrado luego de ejecutar el nimero
méaximo de iteraciones. Como se puede observar,
luego que se ha determinado una solucion factible
inicial, el tiempo que toma en alcanzar el minimo
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local es razonable en comparacion con los que se
toman al aplicar un modelo que los resuelva en
forma exacta.

TABLAII
Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Resultados de la ejecucion del algoritmo para diversas

instancias
| #aptime T Torae | Fuaiving

Instancia de cLlor:N modos | anes MRXTTER | Crteon ##do colores
queens. 8 .ol [l o i T [} 10
queent. 9 ol 10 81 2112 280 0 12
queent I 1ol Il 121 3060 25§ 120 14

mysieB.col { 11 0 m 10 4

myiell ol 5 B 1l 1 10 5

mysiel§.col ] [} PE] k1] 10 [

mysielf.col 1 93 153 k1] 10 7

mysiell col 8 191 2360 30 10 9

FIGURA 1

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Gréfica de la evolucion del nimero de colores requeridos en
la instancia queen8_8.col
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Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Gréfica de la evolucion del nimero de colores requeridos en
la instancia queen9_9.col
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TABLA Il
Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Comparacion entre heuristica propuesta y el algoritmo de

Brélaz
Instancia Heuristica | Algoritmo
Propuesta Brélaz
queens_8.col 10 15
queen9_9.col 12 15
queenll_11.col 14 16
myciel3.col 4 4
myciel4d.col 5 5
myciel5.col 6 6
myciel6.col 7 7
myciel7.col 9 8

Otra forma de validar los resultados que se
obtienen al ejecutar el algoritmo propuesto para
diversas instancias, es por medio de la comparacion
de los mismos con los que se obtienen al aplicar
una funcidn especifica de la libreria de
Mathematica 8.0.4.0 ® denominada
«VertexColoring>», la misma que consiste en la
implementacién del algoritmo de Brélaz [14].

En la tabla 111 se muestra los resultados al ejecutar
diversas instancias tanto con la heuristica propuesta
como con el algoritmo de Brélaz.

FIGURA 3

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Gréfica de la evolucion del nimero de colores requeridos en
la instancia queen1l_11.col
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FIGURA 4
Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucién del nimero de colores requeridos en la instancia

queen8_8.col
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FIGURA5

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucién del nimero de colores requeridos en la instancia
queen9_9.col
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FIGURA 6

Disefio e implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de
coloracion de grafos
Evolucién del nimero de colores requeridos en la instancia
queenll_11.col
Zoloresn
O — —— — m m e oo [

7. CONCLUSIONESY
RECOMENDACIONES

Conforme a los resultados obtenidos al aplicar la
heuristica propuesta al problema de coloracion de
grafos, es evidente la gran utilidad de aplicar
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heuristicas en la bisqueda de soluciones factibles de
buena calidad siendo computacionalmente mejores
en tiempos de ejecucion en comparacion a los
obtenidos por métodos exactos. Sin embargo, para
problemas de gran cardinalidad ain se observa

13

una gran variacion con respecto a los valores
optimos.

Esto se debe principalmente por la no utilizacion
de estructuras de memorias a corto y largo plazo,
por lo que se recomienda en futuros trabajos
incorporarlos.
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IMPLEMENTACION DE UN ALGORITMO GRASP PARA EL
PROBLEMA DE COLORACION DE GRAFOS APLICADO
A LA CALENDARIZACION DE EXAMENES
EN UNA INSTITUCION EDUCATIVA

Delgado Erwin*

Resumen. Una de las tareas que enfrentan las instituciones educativas cada afio, es la planificacion de los horarios de clases y examenes. Su
dificultad radica en que diversas restricciones operativas surgen en el momento de la planificacion. Dada la naturaleza del problema
descrito anteriormente, la calendarizacion de examenes pertenece al conjunto de problemas de optimizacion combinatoria categorizado
NP-Duro por lo que resulta complejo resolverlo por métodos exactos. La ventaja es que la calendarizacion de examenes es un problema
operativo por lo que bastaria con obtener soluciones factibles de gran calidad, no necesariamente la 6ptima, en tiempos computacionales
razonables. Una de las herramientas utilizadas para el efecto, es la construccion de heuristicas basadas en metaheuristicas por la fortaleza
en la exploracion inteligente en el espacio de soluciones. Con base en lo anterior, en el presente trabajo se desarrollard un algoritmo
heuristico basado en la metodologia GRASP el mismo que se lo aplicara en la confeccion de horarios de exdmenes sujetos a un conjunto de
restricciones de diversas indoles.

Palabras Claves: GRASP, Coloracion de Grafos, Metaheuristicas, Calendarizacion de examenes.

Abstract. One of the tasks facing educational institutions each year is planning class schedules and exams. His difficulty is that various
operational constraints arise at the time of planning. Given the nature of the problem described above, the test scheduling belongs to the set
of combinatorial optimization problems categorized NP-Hard, making it complex to solve by exact methods. The advantage is that the
scheduling of examinations is an operational problem it would be sufficient to obtain high quality feasible solutions, not necessarily optimal,
in reasonable computational times. One of the tools used for this purpose is the construction of metaheuristics based heuristics for intelligent
exploration strength in the solution space. Based on the above, in this paper we develop a heuristic algorithm based on the GRASP
methodology the same as it applied in the preparation of test schedules subject to a set of constraints of various kinds.

Keywords: GRASP, graph coloring, metaheuristics, timetabling examinations.
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1. INTRODUCCION
La ventaja, es que la calendarizacion de exdmenes

Una de las tareas que enfrentan las instituciones
educativas cada afio, es la planificacion de los
horarios de clases y examenes. Su dificultad radica
en que diversas restricciones operativas surgen en el
momento de la planificacion. Especificamente, en el
caso de la calendarizacion de ex&menes,
generalmente se intenta elaborarlos considerando
diversas restricciones como por ejemplo que los
mismos deben ser receptados en uno y sélo un
periodo de tiempo y aula previamente definida, la
misma que debe admitir un nimero maximo de
estudiantes. De igual manera, la calidad de los
calendarios esta basado en promover aquellos que
impidan que estudiantes rindan mas de un examen
en un mismo dia, entre otras restricciones
operativas. Considerando lo anterior, y el hecho de
que la calendarizacion de examenes pertenece al
conjunto de problemas combinatorios con elevada
complejidad computacional, hace que éste sea
complejo de resolver por métodos exactos.

! Delgado Erwin, M.Sc., Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: edelgado@espol.edu.ec).

es un problema operativo por lo que bastaria con

obtener soluciones factibles de gran calidad, no

necesariamente  la  Optima, en  tiempos

computacionales  razonables. Una de las

herramientas utilizadas para el efecto, es la

construccion  de  heuristicas  basadas  en

metaheuristicas por la fortaleza en la exploracion

inteligente en el espacio de soluciones.

Considere  un conjunto de N  exdmenes

E ={ey, e, ...,ey}, los mismos que deben ser

planificados en algun periodo p € {p;, P2, .-, Pm}

Un calendario factible es aquel que satisface las

siguientes restricciones fuertes:

» Todos los exdmenes planificados son asignados
a algun periodo de tiempo

= Todos los examenes planificados son asignados
a alguna aula.

= Ningun estudiante podra rendir mas de un
examen en un mismo periodo de tiempo.

= En cada periodo de tiempo, no puede asignarse
un aula para receptar dos 0 mas examenes

= La capacidad de las aulas no debe ser excedida.

= Alguna otra restriccion operativa definida por la
organizacion.
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La calidad de un calendario factible estd definida

por el valor de la funcién objetivo que, entre otras

cosas, penaliza alguna de las siguientes restricciones

suaves:

= Materias de un mismo nivel no pueden ser
planificadas en el mismo dia

= A cada estudiante se le receptard maximo un
examen por dia.

= En caso de que a un estudiante se le recepte més
de un examen por dia, estos no deben ser
consecutivos.

= Alguna otra restriccion operativa definida por la
organizacion.

En este contexto, el problema de calendarizacion de
examenes consiste en la asignacion de aula y
horario a cada uno de los examenes planificados en
un periodo académico, satisfaciendo cada una de las
restricciones  fuertes  establecidas por la
organizacién, minimizando las penalizaciones por el
no cumplimiento de las restricciones suaves.

2. FORMULACION MATEMATICA DEL
PROBLEMA DE CALENDARIZACION DE
EXAMENES

Antes de abordar el modelo matemético para el
problema de calendarizacion de examenes es
importante establecer algunas componentes del
mismao.

2.1 CONJUNTOS Y PARAMETROS

1. Examenes:
a) E: Conjunto de examenes.
b) se;: NUmero de estudiantes registrados en el
exameni € E
2. Estudiantes:
a) S: Conjunto de estudiantes
1 si el estudiante s debe rendir
b) t;s el exameni

0 sino
3. Aulas

a) R conjunto de aulas
b) s,: Capacidad del aular € R
4. Periodos

a) P: Conjunto de periodos

b) H%/t: Conjunto de pares de examenes.
V(e;, e,) € HYt examen e, debe receptarse
estrictamente después del examen e,.

¢) He°™ : Conjunto de pares de examenes.
V(e;, e,) € HE™ los examenes e, Y e,
deben ser receptados en el mismo periodo.

d) He*<! : Conjunto de pares de examenes.

V(e,,e,) € H®*! los examenes e, Y e, NO
deben ser receptados en el mismo periodo.
5. Penalizaciones
a) w2R: penalizacién por exdmenes consecutivos.
b) w2P: penalizacion por examenes receptados en
el mismo dia.

2.2 VARIABLES

1,si el examen i debe programarse
enel periodop

1 xpy, =
0,si no
1,si el examen i debe programarse
enelaular
2. X1y =

0,si no
3. C2R, Variable que indica el nimero de ocasiones
que el estudiante s tiene dos examenes consecutivos
en un dia.
4. C2D, Variable que indica el nimero de ocasiones
que el estudiante s tiene dos exdmenes planificados
en un dia.

2.3 FORMULACION MATEMATICA

A continuacion se presenta un modelo de
programacién no lineal presentado en [2] que
permite encontrar una solucion “optima con la
minima penalizacion por violacibn de las
restricciones suaves.

Min X .es w2RC2R, + w?P C2D, 1)
YrerXliy =1, Vi€E 2
ZpeP xpip = 11 VieE (3)

Se;XpipXry < st.,Vp € P,Vi € E,YVT €ER 4)

Yier tisxpipy <1, VpEP,VSES (5)

Xpip +xDjq < 1,VD,q € B, < q,Y(i,)) € Hyp (6)
xpip = xqu! Vp € P,V(i,j) € Hcoin (7)

XPip + XPjq <1, Vp € P,V(i,]) € Hoxe (8)

C2R; = Yijek X p.acp, tistjs XPipXPjq C))
izj q=p+1,

ypa=1
C2Ds = YijeE XL p.acep, tistjs XDipXDijq (10)
i#j q>p+l,
ypq=1
xpip'xrir € {0’1} (11)

C2R,,C2D, € Z,C2R; > 0,C2D, > 0Vs €S (12)

La ecuacién (1) establece la funcion objetivo la cual
es una combinacion lineal del ndmero de
estudiantes que tienen examenes consecutivos, asi
como examenes que se toman en el mismo dia. La
restriccion (2) establece que cada examen sea
receptado en alguna aula. La restriccion (3)
establece que cada examen sea receptado en algun
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periodo. La restriccién (4) garantiza que ningln
examen sea receptado en un aula con capacidad
menor al nimero de alumnos que deben rendir la
prueba. La restriccion (5) garantiza que cada
estudiante en cualquier periodo rinda a lo mucho un
examen. La restriccion (6) garantiza el
cumplimiento de que para cada par ordenado de
examenes que pertenezcan a Haft, uno debe estar
planificado estrictamente después del otro. De
manera similar se analiza las restricciones (7) y (8).
Las ecuaciones (9) y (10) permiten determinar el
nimero de estudiantes que tienen planificado mas
de un examen en el mismo dia, asi como los que
rinden dos exdmenes consecutivos. Por “ultimo las
restricciones (11) y (12) se refieren al carécter de las
variables declaradas en el modelo.

Uno de los enfoques utilizado para obtener
soluciones factibles de buena calidad es por medio
de la utilizacion de métodos que permite resolver el
problema de coloracion de grafos. "Este es el
enfoque que se ha considerado en el presente
proyecto.

3. REVISION DE LITERATURA

Uno de los enfoques utilizados para resolver el
PCG es por métodos exactos. Asi, Isabel Méndez et
al [9] propone un modelo de programacion entera,
el mismo que es resuelto por un algoritmo de planos
cortantes. De igual manera, Hans Bodlaender [11]
desarrolla un modelo exacto incorporando memoria
polinomial mientras que C. Lucet et al [8] propone
un método exacto basado en una descomposicion
lineal del grafo. Sin embargo estos métodos tienen
limitaciones por la cardinalidad del conjunto de
vértices del grafo Precisamente, el PCG es uno de
los problemas de optimizacion combinatoria,
categorizado como NP-Hard [4], por tal motivo
maltiples heuristicos se han disefiado con el objeto
de obtener soluciones factibles de buena calidad en
tiempos de ejecucion adecuados. Uno de ellos es el
realizado por [15] quién implement6 un algoritmo
gloton, ordenando en primer lugar los vértices de
acuerdo al grado de adyacencia y asignando en cada
iteracion un color cada vértice obteniendo asi una
solucién factible. De igual manera, Cédric
Avanthay et al [6], desarrollaron una busqueda local
en un vecindario variable. Uno de los trabajos a
destacar, dentro de la categoria de métodos de
busqueda local, es el propuesto en [16], en el cual se
implementa una busqueda local con una funcion de
evaluacion de la coloracion de un grafo, la misma
que esta en términos del tamafio de cada particion
del conjunto de vértices, asi como del ndmero de
arcos que violen la condicion de coloracion.
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Dentro de los trabajos que se fundamentan en
algoritmos evolutivos, podemos destacar los
realizados m por Zhipeng Lu [5], quien desarrolld
un algoritmo memético para este problema,
resolviendo iterativamente el k-coloring desde un
valor de k, disminuyéndolo hasta que no exista
alguna solucidn factible. Este algoritmo combina un
gen ético con una busqueda tab, incorporando un
operador de cruce adaptativo; y el realizado por A.
Eiben et al [10] que desarrolla un algoritmo
evolutivo para la determinacién de buenas
soluciones factibles. Incorpora un mecanismo
adaptativo que permite cambiar el fitness de la
funcién objetivo en cada iteracion. Por otro lado, A.
Hertz et al [7], disefia un algoritmo fundamentado
en la busqueda tabd, la misma que la compar6 con
los resultados obtenidos por algunos trabajos
desarrollados con recocido simulado observando un
mayor perfomance para instancias de gran
cardinalidad.

4. GRASP

El GRASP? es una metaheuristica en la que cada
iteracion consiste de dos etapas: construccion y
bisqueda local [17]. A continuacion se muestra el
seudocodigo del algoritmo GRASP, considerando
un problema de minimizacion:

Algorithm 1 GRASP

I: procedure GRASP(MaxIter Seed)

2 for k=1,...,MaxIter do

3 Solucidénl + EtapaContruceion(Seed)
4: Solucién « BisquedaLocal(Solucién! )
6

5; if Solucidn<BestSolucién then
BestSolucién=Solucién
end if
8 end for
0: return BestSolucién
10: end procedure

El objetivo de la fase de construccion es la
determinacion de una solucidn factible la cual es
mejorada en la fase de busqueda local. En este
sentido, el fundamento de la fase de construccion de
una solucién factible es un algoritmo gloton no
deterministico, en la que iterativamente se
incorporan los elementos a una solucién parcial. El
elemento a ser incorporado en la solucidn parcial es
escogido aleatoriamente desde una lista RCL, la

2 Greedy Randomized Adaptive Search Procedure.
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cual estda formada por aquellos elementos que
produzcan los més bajos costos incrementales en la
funcién  objetivo. Luego que el elemento
seleccionado es incorporado en la solucion parcial,
esta es actualizada y se procede a iterar nuevamente
hasta que todos los vértices sean coloreados
respectando las restricciones establecidas. Luego de
la obtencion de la solucidn inicial, se procede a
realizar una basqueda local, la misma que en cada
iteracion mejora la solucion actual hasta alcanzar un
optimo local. En el presente trabajo se ha utilizado
una adaptacion del algoritmo GRASP desarrollado
por [3], el cual permite encontrar soluciones
factibles al problema de coloracién de grafos.

5. IMPLEMENTACION DEL
ALGORITMO GRASP AL
PROBLEMA DE
CALENDARIZACION DE
EXAMENES

Una de las aplicaciones de los algoritmos
disefiados para el Problema de Coloracion de Grafos
es en la confeccion de horarios de exdmenes en una
institucion educativa. En este contexto, se ha
considerado aplicar una adaptacion del algoritmo
desarrollado en [3] en la planificacion de los
horarios de examenes en un semestre especifico de
estudios, de una carrera especifica de una
institucion educativa de nuestro medio, por lo que
se hace necesario  establecer diversas
consideraciones  operativas  propias de la
organizacion que son importantes en el disefio de
horarios factibles.

5.1. RESTRICCIONES

Diversas restricciones operativas se presentan en el
momento de elaborar cualquier planificacion.
Especificamente, en la confeccion de los horarios de
examenes en la que se pretende aplicar una
adaptacion del algoritmo desarrollado en [3], se han
considerado las siguientes restricciones.

1. Restricciones fuertes.

a) Uno de los mayores problemas que tiene el
estudiantado de cualquier institucion educativa es la
que examenes considerados fuertes se planifiquen el
mismo dia. Por ello, y como una forma de impulsar
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su desempefio académico, se ha considerado que los
examenes de las materias fuertes ubicadas en el
mismo nivel se lo recepten en dias diferentes.

b) De igual manera, se ha considerado un maximo
de 30 aulas disponibles en un dia, por lo que en
cada dia no se puede programar materias que en
conjunto superen el ndmero maximo de aulas
disponibles.

2. Restricciones suaves.

a) Se ha considerado el hecho de que en cada
semestre planificado se penalice la posibilidad de
evaluar mas dos examenes del mismo nivel.

Con base en lo establecido anteriormente, es
necesario conocer las materias y el nimero de
paralelos aperturados por cada materia. En la tabla 1
se muestran las materias por nivel. De igual manera,
entre paréntesis se muestra el nimero de paralelos
por cada materia.

TABLA |
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
en una institucién educativa
Materias impartidas por niveles

Nivel Materias
1 Matl914(14) | MatI2496(1) [ MatI039(1)
2 Matl985(11) | Matl640(13) | Matl910(1) | MatIT49(10) | Matl236(2)
3 Matl185(6) | Matl623(2) [ Mat1966(10) [ Matldd4(1) | Matl947(11)
| Matl127(1) | Matl415(1) | Matl166(8)
i Matl402(1) | Matl496(1) | MatI458(1)
6 MatF177(1) | MatI501(1) | MatF115(1) | MatF144(1) | Matl477(1)
7 Matl514(3)
8 Matl326(2) | Matl484(2)
9 Matl548(1) Mat1913(1) | MatI529(1) | MatlG18(1)

De igual manera, en la tabla 2 en cada fila se
muestran las materias en la que las evaluaciones de
la primera columna deben estar planificadas en dias
distintos a la restante por su nivel de complejidad.

6. RESULTADOS
COMPUTACIONALES

A continuacidn se exponen los resultados obtenidos
de la implementacién del algoritmo GRASP en el
problema de calendarizacion de examenes:
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TABLAII
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién de grafos aplicado a la calendarizacién de examenes
en una institucién educativa
Materias que no deben evaluarse en el mismo dia

Materia Materias que deben evaluarse en
|l |I|‘;IJ‘-‘ tlllrt'l't':IJTl".-ﬁ (2 ! I.il. ‘Il' I;l (1"'."’:];! 1
MatlS4s Matlls5 Matl947T
Matll127 Matl966 Matl1GG MatI947T
MatF115 Matl5Ho1 MatI402 Matld77T
MatI913 MatI548 MatT185
Matl5Hol MatF115 Mat1477T
Mat1185 Matl548 Mat1913 | Matl947
Matl402 Matb115
Matl749 Matl910 MatlG40 | Matl914 Matl985
Matld77 MatBF115 MatI591 MatlD47
Mat 966 Matl127 MatDGa0 | Matl9a7
Matl 166 Matl127 MatlDa47
MatlGA0 Matl9l0 Mat 1966 Matl9old Matl985
Mat1914 Mat1910 MatI749 | MatlG40
Mat1935 Matl910 Mat1749 Mlat 1640
Matl947 Matl5as Matll127 | Matll85 Matlda77 Matl966 | MatllG6

TABLA Il TABLA VI
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
en una institucién educativa en una institucién educativa
Horario de exdmenes de materias del primer nivel Horario de exdmenes de materias del cuarto nivel
lu Ma M T Wi _Lu Ma M Ju Vi
530 1030 8:30 10:30 MATI166
e Harr 11:00 13:00 MATI41
11:00 13:00 13:30 15:30 MATIIS
13:30 15:30 MATIO1 MATIZ406 16:00 18:00
16:00 18:00
TABLA VII
TABLA IV Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracion
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracion de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
de grafos aplicado a la calendarizacion de exdmenes en una institucion educativa
en una institucion educativa Horario de exdmenes de materias del quinto nivel
Horario de exdmenes de materias del segundo nivel
Lu Ma Mi Ju Vi
Lu Ma Mi Ju Vi £:30 10:30 MATI406
£:30 10:30 MATIEAD MATIS10 11:00 13:00 MATI402
11:00 13:00 13:30 15:30 MATI4ES
13:30 15:30  maTrvan MATIOSs MATIZ3E 16:00 18:00
16:00 18:00
TABLA VIII

Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién

Como se puede observar en cada una de las tablas de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes

11, 1V, V, VI, VI, VIII, IX, X, XI, se cumplen cada en una institucion educativa
una de las restricciones fuertes establecidas Horario de exdmenes de materias del sexto nivel
anteriormente.
Lu Ma Mi Ju Vi
TABLA YV 8:30 10:30 MATFITT MATITT
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracion 11:00 13:00 MATISO1
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes o .
en una institucién educativa 13:30 15:30  smarens MATF 144
Horario de exdmenes de materias del tercer nivel 16:00 18:00

Lu Ma Mi Ju Vi
830 10:30  smariosr  maTnEs MATI966
11:00 13:00
13:30 15:30 MAT 1623 MATI444

16:00 18:00
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TABLA IX
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
en una institucién educativa

Horario de exdmenes de materias del séptimo nivel

Lu Ma Mi Ju Wi

MaTlzild

8:30 10:30
11:00 13:00
13:30 15:30
16:00 18:00

TABLA X
Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
en una institucion educativa
Horario de exdmenes de materias del octavo nivel

Lu Ma Mi Ju Vi
#:30 10:30 MATI4EA
11:00 13:00
13:30 15:30 marioos
16:00 18:00
TABLA XI

Implementacion de un algoritmo GRASP para el problema de coloracién
de grafos aplicado a la calendarizacion de examenes
en una institucién educativa

Horario de examenes de materias del noveno nivel

Lu Ma i Ju Vi
b&[] l[]gi} MATIGIB MATIOLR
11:00 13:00
1-3:3“ 1:?3{] MATIs23 MATIzdB

16:00 18:00
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7. CONCLUSIONESY
RECOMENDACIONES

En el presente trabajo se ha utilizado una
adaptacion del algoritmo basado en la metodologia
GRASP desarrollado en [3] aplicado en el problema
de calendarizacién de examenes. En este contexto,
se consider6 aplicarlo en la planificacion de un
semestre académico de una carrera de pregrado de
una institucién educativa. Al observar los resultados
obtenidos se ha podido evidenciar la utilidad de
heuristicas en problemas de optimizacion
combinatoria con elevada complejidad por cuanto
nos entrega soluciones factibles de gran calidad a un
costo computacional razonable. Sin embargo, sélo
se ha considerado como restricciones fuertes el
hecho de que materias de complejidad elevada sean
evaluadas en dias distintos, asi como el nimero de
paralelos evaluados en un dia especifico no supere
un limite, por lo que se debe considerar
restricciones adicionales como el hecho de existen
materias que los estudiantes dejan rezagadas
periodo a periodo y que en definitiva afecta la
confeccion de calendarios factibles.
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DE RIZADOS EN LA DENSIDAD ESPECTRAL DE POTENCIA
CALCULADA EN UNA SENAL DE RITMO CARDIACO

Gonzalez Javier!, Forero Edwin?, Jiménez Fabian®, Marino Ivan*

Resumen. El anélisis de la variabilidad de la frecuencia cardiaca esta basado en el estudio de los cambios de cada ciclo cardiaco. Estos
cambios son estudiados a partir de la sefial de ritmo cardiaco compuesta por los tiempos entre cada onda de la sefial electrocardiogréfica.
El anélisis de la sefial de ritmo cardiaco es realizado en dos métodos: calculos estadisticos (dominio del tiempo) y estimacidn de la densidad
espectral de potencia (dominio de la frecuencia). La estimacion de la densidad espectral de potencia (PSD) de una sefial de ritmo cardiaco
requiere métodos orientados para sefiales con muestreo irregular. Para este caso se ha implementado la estrategia de Lomb. El objetivo de
este articulo es la implementacion del método de promediado de espectros para atenuar los rizados que aparecen en el calculo de la PSD. El
procedimiento final se basa en la aplicacion de la misma técnica de tomar sefiales de ritmo cardiacos adquiridos de ritmo sinusal normal del
repositorio "Physionet". Los resultados obtenidos de estos experimentos mostraron una disminucién de la ondulacion en el PSD y la
variacion de los parametros en el dominio de la frecuencia.

Palabras Claves: Densidad espectral de potencia, tiempo RR, muestreo irregular.

Abstract. The analysis of heart rate variability is based on the study of changes detected in each cardiac cycle. These changes have been
studied from the cardiac rhythm signal and it is composed of data acquired from the time measured between the R waves of
electrocardiographic signal. The cardiac rhythm signal analysis is based on two kinds of methods: statistical calculation (time domain) and
the power spectrum density estimation (frequency domain). Power spectrum density (PSD) estimation from cardiac rhythm signal, can be
done through math methods for signals with non-regular sampling time. For this case, in the literature has been registered the use of Lomb
method. The main goal of this paper is the presentation of results obtained from the implementation of a technical based on spectrum
averaging oriented to ripple decrease of the PSD estimation in cardiac signal rhythm. The final procedure is based on the application of the
same technique taking cardiac rhythm signals acquired from normal sinus rhythm database “Physionet”. The results obtained from these
experiments showed a decrease of ripple in the PSD and variation of parameters in the frequency domain.

Keywords: Power Spectral Density, RR time, non-regular sampling.
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1. INTRODUCCION
dominio del tiempo) y para la medicidon de

El andlisis de la variabilidad de la Frecuencia
cardiaca (VFC) estd basado en el estudio de las
fluctuaciones de la frecuencia cardiaca instantanea.
Estos cambios son calculados a través de la
deteccion de la onda R del electrocardiograma
(ECG) vy de la cuantificacion del valor del tiempo
entre cada onda. Los valores de tiempo son
almacenados en un arreglo denominado la sefial de
ritmo cardiaco y a la vez se presentan con muestreo
irregular [1]. Para el anélisis de la VFC, se toman
los valores de la sefial de ritmo cardiaco para la
realizacion de calculos estadisticos (andlisis en el
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indicadores sobre el espectro de esta sefial (analisis
en el dominio de la frecuencia) [2]. Para el calculo
de los indicadores del espectro de la sefial de ritmo
cardiaco se utilizan técnicas tradicionales basadas
en la interpolacidn lineal y remuestreo de la sefial de
ritmo cardiaco con la finalidad de calcular la
densidad espectral de potencia (PSD) a través de la
Transformada Répida de Fourier (FFT).

El método basado en la FFT, puede causar un efecto
pasa bajos en la PSD de la sefial de ritmo cardiaco
[5]. Para evitar el efecto pasa bajos, se ha optado
por estrategias no convencionales para la estimacién
de la (PSD), aplicadas a datos irregularmente
muestreados. Siendo la técnica de Lomb, utilizada
por sus beneficios para estimar la PSD a partir de
las muestras obtenidas a tiempos irregulares sin la
necesidad de un remuestreo e interpolacion. El
método de Lomb [3] toma un arreglo de datos
x, (t,) el cual contiene las muestras adquiridas para
cada tiempo t, y procede calcular la densidad
espectral de potencia para cada valor de frecuencia
f como se observa en (1).
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En la ecuacion 2, o corresponde a la a la varianza
de los datos x,,(t,) y el célculo de la variable t se
realiza a través de la expresion (2).

SN_, sin(4mty)

tan(‘l-T[T) = 25:1 cos(4mty)
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El método de Lomb ha tenido gran utilidad en
aplicaciones del procesado de la sefial de ritmo
cardiaco, la cual presenta un escenario de datos
(tiempo de duracion entre latido y latido) que se
presentan de forma irregular en el tiempo [5,6],
también se ha aplicado en el estudio de
componentes de audio[7], andlisis de sefales de
maltiples canales [8], andlisis de componentes
armonicas de sistemas de potencia eléctrica [9],
estudios de grabaciones con componentes
superpuestas [10], andlisis de adquisiciones no
regulares de sistemas laser [11] y andlisis de la
frecuencia respiratoria [12] .

En el calculo de la PSD, es comun la presencia de
componentes de rizados que puede distorsionar el
espectro de los datos bajo estudio. Por lo cual, el
objetivo de este articulo es ilustrar los resultados
obtenidos al aplicar el promediado de espectros de
sefiales de ritmo cardiaco para la disminucion de
rizados y obtener un suavizado de la PSD estimada.
La aplicacion de la técnica de Lomb a través del
promediado de espectros ha presentado un excelente
resultado sin causar un efecto pasa bajos en la PSD
comparado con la técnica basada en la interpolacion
lineal y el remuestreo.

2. MATERIALES Y METODOS

En el estudio en el dominio de la frecuencia de una
sefial de ritmo cardiaco, también se cuenta con el
escenario de una serie de tiempo con muestreo
irregular. En la figura 1 se puede apreciar una sefial
de ritmo cardiaco adquirida de la base de datos
sefiales electro fisioldgicas de personas con ritmo
sinusal normal del repositorio Physionet.
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FIGURA1

De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial
de ritmo cardiaco
Sefial de ritmo cardiaco tomada de la base de datos Physionet
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Como se pudo apreciar en la figura 1, los datos
contenidos en la sefial de ritmo cardiaco presentan
un muestreo irregular. Tradicionalmente, para
estimar la PSD y poder hacer un andlisis en el
dominio del la frecuencia, se procede a realizar un
proceso de interpolacion lineal y remuestreo.

FIGURA 2

De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial
de ritmo cardiaco
Resultado obtenido después de interpolar y remuestrear la
sefial de ritmo cardiaco
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La figura 2 permite observar la sefial de ritmo
cardiaco después de un proceso de interpolacién
lineal y remuestreo. El periodo de muestreo se
escogié tomando la mitad del menor tiempo de
separacion que presento la sefial de ritmo cardiaco.
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FIGURA 3
De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco
Calculo de la PSD a través del calculo de la FFT

[

Megritude {(db))

E

i

o

B :

| i I i L |
0 02 04 06 08 ]
Fraqueancy (Hz)

La figura 3 contiene el resultado de estimar la PSD
a través de la Transformada Réapida de Fourier. Se
puede observar que a partir del valor de frecuencia
equivalente 0.3 Hz, se experimenta una atenuacion
de -3db, a partir de la componente de 0.4 Hz la
atenuacion se incrementa a -3.5db y en la
componente de 0.8 Hz la atenuacion ya tiene un
valor de 6-db, como consecuencia del proceso de
interpolacion lineal y remuestreo. La figura 3
también permite observar la cantidad de rizados
presente en la PSD. El efecto pasa bajo y los rizados
pueden alterar los indices estadisticos calculados
para el estudio en el dominio de la frecuencia de la
V.F.C.

A partir de la sefial con frecuencia de muestreo fija,
se puede generar una estrategia basada en el
periodograma de Welch para la estimacion de la
PSD a partir de promedios de espectros de |
segmentos de la sefial con tamafio L. La PSD para
cada segmento se puede calcular a través de la
ecuacion 3.

.2mtnk 2

XF =X txm)el 17| @

Donde la variable | es un nimero entero que cumple
la condicion: 0<I>L. La PSD promedio se calcula
tomando cada resultado X F; como se puede ver en
la ecuacion 4.

1 _
Py= zZszol XF, 4)

La figura 4 permite observar el resultado de estimar
la PSD a través del promediado de espectros. En
este caso se ha segmentado la sefial de ritmo
cardiaco para el célculo de la PSD a través del
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promedio de los espectros de cada segmento. El
resultado contenido en la figura 4 indica que el
promediado de espectros ha disminuido el
contenido de rizados, pero mantiene el efecto pasa
bajos en la PSD.

FIGURA 4

De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco

Calculo de la PSD a través del promedio de espectros usando
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3. RESULTADOS

El principal objetivo de este trabajo es poder
comprobar los beneficios de la técnica de Lomb
para el célculo de la PSD de la sefial de ritmo
cardiaco y la atenuacion de los rizados.

Al tomar los datos de sefial de ritmo cardiaco

(Figura 1), sin aplicar procesos de interpolacion
lineal y remuestreo, es posible calcular la PSD a
través de la técnica de Lomb. La figura 5 ilustra el
resultado obtenido.

FIGURAS

De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco

PSD estimada a través del método de Lomb de los datos
contenidos en la sefial de ritmo cardiaco adquirida de la base
de datos Physionet
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La figura 5 permite observar el resultado del calculo
de la PSD a través de la técnica de Lomb, con gran
cantidad de rizados. A partir de la componente de
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0.2 Hz existe un efecto pasa bajos que se mantiene
constante a diferencia del resultado obtenido con la
técnica basada en la FFT.

Con la finalidad de poder obtener una atenuacion de
los rizados, se ha procedido a segmentar la sefial de
ritmo cardiaco. A cada segmento se ha calculado su
respectiva PSD usando la técnica de Lomb. El
resultado obtenido se puede apreciar en la figura 6.

FIGURA 6
De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco
Calculo de PSD de cada segmento de la sefial de ritmo

cardiaco
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La figura 6 ilustra un efecto pasa bajos constante a
partir de 0.2 Hz. También se puede apreciar los
rizados de la PSD de cada segmento.

FIGURA 7

De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco
Resultado obtenido después del proceso de promediado de
espectros calculados a través de la técnica de Lomb para
estimacion de PSD
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El resultado final del proceso se puede evidenciar
en la figura 7. En el cual se puede observar el efecto
de suavizado en la PSD calculada a través del
promediado de espectros.
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FIGURA 8
De rizados en la densidad espectral de potencia calculada en una sefial de
ritmo cardiaco
Comparacion de resultados obtenidos por ambos métodos:
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La comparacién de los resultados obtenidos con
ambos procesos de estimacién de la PSD a través de
promediados de espectros: Lomb y FFT, se pueden
observar en la figura 8. Los resultados obtenidos de
la comparacién entre ambos métodos permiten ver
la ventaja que ofrece el uso de la técnica de Lomb
en el proceso de atenuacion de rizados en la
estimacion de la PSD.

4. CONCLUSIONES

El andlisis en el dominio de la frecuencia de la
sefial de ritmo cardiaco exige el uso de técnicas
orientadas a la estimacion de la Densidad Espectral
de Potencia para datos irregularmente muestreados.
La técnica de Lomb permite calcular la PSD,
tomando los datos de la sefial de ritmo cardiaco sin
importar el tiempo de ocurrencia de cada uno. Al
estimar la PSD por medio de la técnica de Lomb, se
puede evidenciar la presencia de rizados en el
espectro calculado.

En este articulo se ha elaborado con sefiales de
ritmo cardiaco y se ha evidenciado que el
promediado de espectros calculados a partir del
método de Lomb puede aportar en el suavizado de
la densidad espectral de potencia.

El suavizado del espectro, permite facilitar el
analisis en el dominio de la frecuencia de la sefial de
ritmo cardiaco y permite tener una mejor
caracterizacién de la variabilidad de la frecuencia
cardiaca.
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Resumen. En este articulo se describen los detalles del conocido método kernel para construir una funcion de densidad de
probabilidad para una muestra univariada. Se proponen nuevas formas para los kernels y criterios adicionales para su eleccion y
para estimar el ancho de banda 6ptimo. Como soporte para esta investigacion se instrumentd un software para experimentacion y
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1. INTRODUCCION

La distribucién de probabilidad de una variable
aleatoria continua X se describe mediante una
funcién denominada funcién de densidad f(x)
con la cual se pueden determinar valores de
probabilidad con la definicion:

b
P(a<X<b) =f f(x)dx

Si f(x) no es un modelo conocido, es de interés
para la investigacion poder estimar f(x) a partir
de una muestra de observaciones
X1, X5, ..., X, QUE Suponemos son resultados
independientes y tienen la misma distribucion
de probabilidad. Como ocurre frecuentemente
en problemas de ingenieria, la obtencion de
estos datos se basa en ensayos que involucran
tiempo y costo, por lo tanto su cantidad es
limitada. EI método kernel utiliza un conjunto
de datos que provienen de una distribucién
continua, univariada y desconocida para
aproximar esta funcion. Los fundamentos
matematicos  son  conocidos  pero la
investigacion aun continua en la seleccion de los
parametros de ajuste adecuados para Ssu
aplicacion. En este documento se describe en
detalle la formulacién y se proponen algunos
criterios para la aplicacion de este método. Los
kernels son funciones que se asocian a cada uno
de los datos. Entonces, la suma ponderada de
estas funciones es un estimador para aproximar
la funcion de densidad desconocida. Estas
funciones son objetos matematicos conocidos,
pero en esta contribucion se desarrollan nuevas
formas basadas en consideraciones geométricas
y se establecen otros criterios para compararlos.

' Rodriguez Luis, M.Sc., Departamento de Matematicas
ESPOL. (e_mail:Irodrig@espol.edu.ec).

Como ocurre en muchas éareas del
conocimiento, la formulacién desarrollada no es
adecuada para el tratamiento manual, por lo que
se ha construido un programa computacional
para su aplicacion. Existen programas para usar
el método Kernel, pero no incluyen los modelos
para experimentar como se describe en este
trabajo.

El programa usa como soporte el lenguaje
MATLAB y constituye un pequefio laboratorio
con el que se pueden probar diferentes modelos
para construir el estimador de la funcién f(x)
realizando pruebas con los parametros de ajuste.
Los resultados que se muestran son gréaficos,
simbdlicos y numéricos.

2. CONSTRUCCION DE KERNELS

2.1 Definicion de kernel

Un kernel es una funcidon de variable real:
K:R — R con las siguientes propiedades

a) K(x) €[0,0), x €[-1, 1]

b) K(x) =0, x € [-1,1]

©) K(x)=K(x)

d) [ K(x)dx =1

e) f_ll xK(x)dx =0

f) f_ll x?K(x)dx € R*

De aqui en adelante, nos referiremos solamente
al intervalo en el cual K no es negativo. En la
definicion este intervalo es [-1, 1] pero puede

modificarse mediante un pardmetro. Ademas, es
deseable que K sea diferenciable

2.2 PARAMETRIZACION DE KERNELS

Sea h € R*, el kernel parametrizado en h es
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Ky (x) =% K(%), x € [—h, h]
Esta modificacién mantiene las propiedades
anteriores, pero referidas al intervalo [—h, h].
h se denomina el ancho de banda de K y es la
semi-amplitud del kernel en el intervalo de
interés.

La propiedad d) se prueba mediante la

sustitucion: u = x/h: x=-h = u = -1,
x=h = u=1
x=hu, dx=hdu

h 1 X 11

_th(z)dX = f_lzK(u)hdu

1
=, K@du =1
Es importante interpretar el rol de h en K (x)
Si h se incrementa, h > 1, la amplitud de K
aumenta, pero el factor 1/h, reduce el rango de
K para mantener el area igual a 1
Si h se reduce, h < 1, la amplitud de K se

reduce, pero el factor 1/h incrementa el rango de
K para mantener el area igual a 1.

2.3 TRASLACION DE KERNELS

El kernel se puede centrar en cualquier punto
x; € R. El kernel parametrizado en h y centrado
en x; es:

Ku) = K (S2L), x€[x; -, x; +h]
Esta modificacién mantiene las propiedades
anteriores en el nuevo intervalo de interés:

[x; -h, x;+h]

Para verificar la propiedad d) se realiza la
sustitucion: u = % ‘X=X -h=u=-1,

X=x; + h=u=1, dx=hdu

Xj+h 1 X—X; _ 11
Lo K (52)ax = [ Kaohdu
— 1 —

—f_1 Kwdu=1
Se concluye que la funcién K, (x)= ~K (X:‘i),
X € [x; - h, x; + h] es una funcion de densidad

de probabilidad centrada en el punto x;.

3. MODELOS DE KERNELS

Se describen a continuacién algunos kernels
que son bien conocidos.

3.1 KERNEL RECTANGULAR O
UNIFORME

Es un rectdngulo que se coloca sobre cada
punto. Al interactuar con los kernels de los otros
puntos, el efecto en la suma es un cambio
abrupto.

K,(x) =05, x€[1 1]
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3.2 KERNEL TRIANGULAR

Es un triangulo que se coloca sobre cada
punto. Al interactuar con los otros kernels el
efecto combinado es lineal pero més liso que los
rectdngulos

K()=1-, xe[-11]
3.3 KERNEL DE EPANECHNIKOV

Es el kernel mas estudiado. Es un segmento del
perfil de un arco de pardbola que se coloca
sobre cada punto.

K() =2(1%), x€[-11]
3.4 KERNEL GAUSSIANO

Este kernel es un caso especial. Para este
kernel se define como intervalo el conjunto R,
por lo que cada kernel influye en todos los otros
kernels colocados en los puntos de la muestra.
La suma resultante es continua y suave.

K(x)=\/% e‘xz—z, XE(-00, +o0)
3.5 KERNEL BIWEIGHT O CUARTICO
K() = (1), x € [1,1]
3.6 KERNEL ARCO COSENO
K(x)=3cos(>x), x €[-11]
4. CONSTRUCCION DE KERNELS

El disefio de nuevas formas para los kernels es
un ejercicio matematico. El disefio se basa en
consideraciones geométricas. [Estos objetos
matematicos son los componentes con los que
se construye el estimador de la funcién de
densidad. Las formas propuestas difieren en
algin aspecto las formas conocidas que
normalmente son funciones de potencia par. Las
funciones propuestas usan polinomios clbicos
entre otros.

4.1 KERNEL CUBICO NATURAL

El perfil son dos segmentos de un polinomio
clbico que se conectan manteniendo
continuidad hasta la primera derivada y con los
extremos libres, sin curvatura. Se ilustra su
obtencién. Similarmente se obtienen los otros.
Polinomio cubico en el tramo derecho:

K(x)=ax+bx*+cx+d, x€][0,1]
K’(x)=3ax® + 2bx + ¢, K’’(x) = 6ax + 2b
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Condiciones geométricas:

a)K(1)=0 > a+b+c+d=0

b) K'(0)=0=> c=0

c)K”(1)=0 = 3a+b=0

La altura t del kernel es el pardmetro para

convertirlo en funcidn de densidad:

dyK@0)=t = d=t

Resolviendo y sustituyendo se obtiene
Kx) =223 = 2ex? + ¢

Para que K sea funcion de densidad:

4

1 1 _
fo K(x)dx=; = t=c

Entonces
KX) ==(x* =322 +2), x€[01]
K(xX) =2 (=x* = 3x% + 2), x € [-1,0]
Se pueden escribir con una regla:
K() == (|x]* = 3x% +2), x€[-11]

4.2 KERNEL CUBICO PLANO

El perfil son dos segmentos de un polinomio
clbico que se conectan manteniendo
continuidad hasta la segunda derivada

K() =21 - [x*), x € [-11]
4.3 KERNEL CUBICO SUJETO

El perfil son dos segmentos de un polinomio
clbico que se conectan manteniendo
continuidad hasta la primera derivada, pero con
los extremos horizontales (primera derivada
nula), con el objetivo de que al combinarse con
otros kernels, la interaccion sea lisa.

K(x)=2|x|®>—3x2+1, x€[-1,1]
4.4 KERNEL COSENO

El perfil es un segmento modulado de la funcién
cOSeno.

K(x) =% (cos(mx) + 1),
x € [-1,1]

4.5 KERNEL ARCO CIRCULAR

El perfil es un arco de una circunferencia:
K(x) = v1.145834 — x? — 0.381882,
x € [-1,1]
En la Figura 18 al final de este articulo se
muestra el perfil de algunos kernels formulados.

5. CONSTRUCCION DE FUNCIONES DE
DENSIDAD DE PROBABILIDAD

Sea X una variable aleatoria con distribucion
de probabilidad continua, univariada vy
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desconocida f(x) de la cual se dispone de una
muestra aleatoria de n observaciones
independientes: x,,x,,...,x,. El objetivo es
usar estos datos para obtener un estimador f(x)
de la funcion de densidad de probabilidad f(x)

El método cléasico para construir f(x) es el
histograma que agrupa los datos en clases con
amplitud que debe elegirse. La representacién
grafica son rectangulos excluyentes cuya altura
es el conteo de observaciones en cada clase y se
denomina frecuencia de clase.

El histograma es una funcién continua pero
cambia con saltos entre clases. La altura de cada
rectdngulo puede asociarse a valores de
probabilidad. Esta altura solo depende de la
cantidad de datos incluidos en cada clase
ignorando la influencia de los datos adyacentes
aunque estén muy proximos.

5.1 EL METODO KERNEL

Un kernel es una funcion de densidad. Si se
coloca un kernel en cada uno de los datos de la
muestra, la suma ponderada de estas funciones
también serd una funcién de densidad de
probabilidad. Esta suma es una funcion continua
que suaviza el perfil de la distribucion captando
la influencia de los datos cercanos y constituye
el estimador f(x) del modelo tedrico del cual
provienen los datos, permitiendo observar
diferencias que los rectangulos del histograma
no puede mostrar.

Sea K,(x) = %K (%),x € [x; — h,x; + h]
kernel parametrizado y centrado en cada punto
x,i=123,..,n

K;, es una funcién de densidad de probabilidad.
Si cada kernel se multiplica por 1/n, entonces la
suma de los n kernels también serd una funcion
de densidad de probabilidad.

Definicion: Estimador por kernels f(x):
P 1

fO) =250, K@) = 220, 2K (2)

X € [xj- h, x;+ h] en cada kernel i
Intervalo de f£(x): [x; — h,x; + h]
Se supondra que x; < x, < x5 < - < Xy
El ancho de banda h es el pardmetro de ajuste o
suavizado de f(x) su eleccion es critica para el
modelo.
Mientras mas pequefio es h, mas concentrada
esta la contribucidn del kernel en cada punto x;
Mientras mas grande es h, mayor es la
influencia e interaccion del kernel hacia los
puntos vecinos.
En el limite, cuando h — 0, la contribucion de
cada kernel estara concentrada en cada punto Xx;
asi el estimador f(x) tendra una distribucion
puntual concentrada en cada dato. Por otra
parte, cuando h — oo, la distribucion de £(x) se
aplanara, con un solo cumulo y con mayor
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dispersién. Es necesario buscar un ancho de

banda adecuado para construir el estimador.

Ejemplo. Dados los siguientes datos de una

muestra aleatoria (variables independientes y

con la misma distribucion de probabilidad),

analizar un modelo de densidad de probabilidad:
X: 11, 21, 23, 27, 38

Todos los resultados graficos y numéricos que
se muestran a continuacion fueron obtenidos
con el software KDEN desarrollado para esta
investigacion. El programa puede mostrar
también el modelo matematico del estimador

£(x) y algunas medidas estadisticas de interés.

FIGURA 1
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Diagrama de puntos
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FIGURA 2

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Histograma, amplitud de clase = 1

15 2 25 3 35 a 45 5

La representacién del histograma muestra
solamente parte de la informacién de los datos.
Kernel elegido: Cabico Sujeto

FIGURA 3

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Gréfico de kernels con h=0.3
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Si h es muy pequefio, los kernels estan

concentrados en cada punto y no interactdan con
los otros. La suma es la funcién de densidad

f(x) y su perfil se muestra superpuesto al
grafico de los kernels en la siguiente figura.

FIGURA 4

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernels y la funcién de densidad f(x) con h=0.3
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FIGURA5

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernels y la funcién de densidad f(x) con h=2.0
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Si h es muy grande hay un sobre ajuste y la
distribucién sumada sera mas plana, con un solo
cumulo y con mayor dispersion

FIGURA 6

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernels y la funcién de densidad f(x) con h=0.8
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Si el valor de h es adecuado, la distribucion se
suaviza y permite observar mas detalles de la
distribucién de probabilidad.
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FIGURA 7
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Funcién de densidad f(x) con h=0.8 y el histograma

N

Calculo de probabilidad
Calcular la probabilidad que la variable X tome
un valor entre 1.5 y 2. 5

P(15<X<25)—f f(x)dx—03973

Medidas estadisticas de f(x)
Para el ejemplo anterior:

Media 2.4000
Varianza 0.8533
Sesgo 0.0064
Rango [0.3, 4.6]
Amplitud 4.3000
Mediana 2.3579
Primer Cuartil  1.8299
Tercer Cuartil  2.9229

En resumen, el método kernel proporciona un
estimador continuo  £(x). Si se elige
adecuadamente el ancho de banda h los
rectangulos del histograma son reemplazados
por cumulos suavizados que se solapan e
interactian de tal manera que al sumarlos
producen una funcion que presenta detalles que
el histograma no puede mostrar.

5.2 PROPIEDADES DE LA VARIABLE
ALEATORIA CON DENSIDAD F(X)

Sea X: variable aleatoria con densidad £ (x)

fO) =250, Ky(0) = S50, 2K (E2)
K,(x), X € [x; — h,x; + h], Kernel

h: Ancho de banda

f(x), x€ [x; — h,x, + h]

XL SXy S X3 < S Xy,

5.2.1 F(X) ES UNA FUNCION DE
DENSIDAD

Demostracion

fxn+hf( )dx _

xn+h1 1 (x—xi)
f ‘h o i1hK —)dx

-l

Con la sustitucion: u = ; TX = Xi—
X=Xi+h=>u=1 dx=hdu

X+h

dx

h=u=-1

31

ith —Xj 1
X K(th)dx=% L, [ K@wdu

nh “1=1Jx-h

=l(n)= 1
n

5.2.2 VALOR ESPERADO DE LA
VARIABLE ALEATORIA

Sea X € [x; — h,x, + h] una variable aleatoria
con distribucion £(x). Su valor esperado:
E(x) =

f *n+h xf (X)dx = n X)i‘_? xK (X;Xi) dx

Mediante la sustitucion

u:X;Xi:x=xi—h=>u=-1,X=Xi+h=>U=1'
X = hu+x;, dx=hdu
E(X) = n1f (e +x)K(w)du =

1f uK(u)du+ Z le K(u)du

=-(0)+ Z ix(1) =

nx =X
E(x) =X

El valor esperado de la variable aleatoria x con
densidad f£(x) coincide con la media muestral,
independientemente del kernel K.

5.2.3 VARIANZA DE LA VARIABLE
ALEATORIA

Sea x € [x; — h,x,, + h] una variable aleatoria

con densidad £(x)
Su varianza:
o = E(x?) — E*(x)
E(.X'z) =
nth 2 1 +h :
fxx1—h xzf(x)dxza n XX . zK(xhx)dx

Mediante la sustitucion:

=T x=x-h=u=-1,

u=—>=:
h
X=X;+h=u=1, x=hu+x,

dx=hdu
EG®) ==yn, [* L(hu + x)*K(w)du
= ; n, f—1 u?h?K(w)du +
fl 2uhx; K(w)du +
n lxzf K(u)du

:h;z n 1f1 u?K(u)du +
2 n, lf uK(u)du +- Z lxzf K(uw)du
= hz 1 K + Z =1 1(0) += Zl 1 1 (1)

—_3p2,.2,1yn 2
= h?og + - Xi1 X
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o2 =E(x?)—E%(x)

1% 1w\
= h?0§ +szi2 - <52x1>
i=1 1

i=
o2 = h?0? + §?

En donde

o eslavarianza del Kernel original

$2Z  esun valor asociado a la muestra

(varianza muestral)

La varianza o2 de la variable aleatoria depende
linealmente de la varianza del kernel, pero
cuadraticamente del ancho de banda h, por ello
este es el factor critico.

5.3 CRITERIOS PARA ELEGIR EL
KERNEL
5.3.1 VARIANZA

El primer criterio para elegir al kernel més
eficiente es seleccionar el de menor varianza.
Este valor se suma al construir el estimador £(x)
y aumentard su dispersion. Los valores
calculados estadn en la primera columna de la
Tabla I al final de este articulo

5.3.2 ENLACE

Definimos el coeficiente ¢ = e~1¢!, en donde
d es el valor de la tangente en el borde.
El valor mas alto es 1 como en el modelo
normal, que se conecta con suavidad a los otros
kernels. El menor valor es 0, como en el kernel
rectangular. Los valores calculados estan en la
segunda columna de la Tabla I.

5.3.3 EFECTO DEL FACTOR ENLACE

Al sumar kernels el perfil resultante puede ser
liso y continuo como el caso del kernel
gaussiano, o cambiar abruptamente como el
caso del kernel rectangular. Se debe seleccionar
el kernel y el ancho de banda que permitan
detectar detalles y una apariencia aceptable. A
esto contribuye también el factor enlace. El
siguiente ejemplo muestra dos kernels con
diferente factor de enlace. Se observa la
diferencia significativa alrededor de x = 3.
Suponer una muestra X: 2, 4,5

FIGURA 8
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Epanechnikov, h = 1.5, enlace=0.2231
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Figura 9
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Coseno, h = 1.5, enlace =1

Como se vera mas adelante, la valoracion de los
kernels cambia al analizarlos mediante otros
criterios. Para esto se consideraran las restantes
columnas de la Tabla I.

En esta primera valoracion, es mejor el kernel
cuya varianza sea menor, adicionalmente el
coeficiente de enlace debe ser alto para que el
perfil del estimador sea liso.

6. EFICIENCIA DEL ESTIMADOR f(x)
CON RESPECTO A f(x)

Sean
f(x): Funcion de densidad de probabilidad
tedrica (desconocida)
£ (x): Estimador de f(x) basado en los datos y
el kernel elegido

Definiciones

B(f(x)) = E[f ()] - f(x):
f(x) con respecto a f(x)
V(fX)) = E[fX)- E(f(x))]* Varianza del
estimador £(x) con respecto a E(f(x))
ECM(f(x)) = E[f(x) - f(x)]% Error cuadratico
medio. (Medicion de la diferencia puntual)

Si se desarrolla el cuadrado y se sustituyen las
definiciones se obtiene

ECM(f ()= B*(f(x)) + V(£ (x))
La siguiente definicion determina la exactitud
global del estimador, integrando ECM

ECMI(f(x)) = J, ECM(f(x)) dx
Jp B2 )dx+ [, V(f(x))dx

Desarrollo de los componentes
Bfen= LTtk |k (5]
22y K (5)r@ae
i K () rae
x—t

Con las sustituciones: z = - t=hz, dt=hdz

E(f(x) = [, K(&)f(x — hz)dz
Esto muestra que E(f(x)) # f(x) pero
E(f(x)) = f(x) cuando h — 0 siempre que f
sea continua y acotada. Entonces f(x)es
asintGticamente insesgado. Este resultado parece
extrafio pues cuando h — 0, la distribucion de
f(x) se hace puntual.

Sesgo del estimador
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Para obtener alguna aproximacion, y
suponiendo que f es diferenciable alrededor de x
se desarrolla f(x-hz) con la serie de Taylor. x
es la variable aleatoria del estimador f(x), t, z
son variables aleatorias del modelo tedrico f(x)
pero x también depende de t, z

f(x — hz) = f(x) — hzf’(x) + (hz) "X +
o(h?)

E(f(x) = Jo K@f(x)dz -
Jo K@hzf(x)dz + [, sK(2) (h2)*f" (x)dz
+0O(h?)

Ez(f(x)) = fo@® -
= f'(@) [, 22K(z)dz +O(%)

= f(0) + 2 " ()0} + O(h)

hf'(x)(0) +

6.1 SESGO DEL ESTIMADOR F(X)

Sustituyendo en B(f(x)) y siendo o2 la
varianza del kernel original se obtiene

N 2
B(f(X) ~ = f"(x) o

Sesgo del estimador f(x) con respecto a f(x)

El sesgo de f(x) con respecto a f(x) depende
linealmente de la varianza del kernel K y
cuadraticamente del ancho de banda h.
Adicionalmente, aparece un nuevo factor, la
derivada de la densidad tedrica desconocida f
Se puede notar que el sesgo de f(x) no
depende del tamafio muestral. También se
observa que lim (B(f(x)) = 0, cuando h—0.
Este resultado parece contradecir el hecho que si
h — 0, ladistribucion de f(x) se hace puntual.

6.2 VARIANZA DEL ESTIMADOR f(X)

V<f<x>>=V(1 Lk ()

_ V(K (x xl))

2h2
Xi mdependlentes con igual distribucion

v (K (52)) =E(xe (52)) - ek (522
= J,, K (%)f(t)dt- U, K(55) Foyaey?
VFK) = z—hz ny S, K2 (52) f(tyde -
f K (£5) f0)de)?

=ihe K (xlxi)f (B)dt -
L k(5 r@de)

Mediante la sustitucion:

x—t

z=— = t =x-hz, dt=-hdz

V(X)) = — [, K?(2) f(x — hz)dz
— ~(Jy K@) f(x — hz)dz )?
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Desarrollo de los componentes usando dos
términos de la Serie de Taylor

Jp K*(@) f(x = hz)dz =
Jy K2 (@) [f(x) — hzf'(x) + 0(h?)]dz

= [, K2(@[f(x) — hzf' (x)]dz + 0(h?)
fR K(z) f(x — hz)dz =
Jp K@I[f(x) = hzf'(x) + 0(h?)] dz
= [y K@Of@dz ~ [, K@hzf'()dz +
0(h?)

= f(x)f K(z)dz

—hf’(x)f zK(2)dz

+ 0(h?)
= fGO@ -hf')O)+0R)= fl)+
0(h?)
Sustituyendo en la definicion de varianza:

V) =, K22 f(x —h2)dz
— ~(Jy K@) f(x —hz)dz )?
= —[f, K2@If @) — hzf' (0)]dz +
0(h?)] == [f(x) + O(h?)]?

Si se supone que n es grande y h pequefio se
Ilega a la siguiente aproximacion

VEO) ~ —f(x) [, K2(2)dz
Segun este resultado V(£(x)) aumenta si
reduce.

h se

6.3 MEDICION DE LA EXACTITUD DE

)
Sustituyendo V(f(x))  en la definicion de
ECM(f (%))
ECM(f(x)) = BY(f(x) + V(Fx) =

n? ., N1 2
(SF70)0) +=F) [, K@)2dz
Finalmente, integrando sobre X
ECMI(f(x)) ~ Zh*(02)? [, (f" (x))?dx +
1
HIR K*(2)dz [, f(x)dx
Pero fR f(x)dx =1, ysellega a la siguiente
expresion
ECMI(f(x)) =
ifR K2(2)dz
Se puede ver que ambos componentes actlian en
forma inversa al variar h.
Para determinar el ancho de banda h, tal que
ECMI(f(x)) sea minimo:

dECMI(f (x)) _ 0
dh -

h3(o2)? [, (f"(x))?dx ——

ThHoR)? [, (f"(x))2dx +

Jo K*(2)dz =0
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De donde se obtiene la siguiente formula para

estimar h que minimiza a ECMI(f (x))
1/5

109 f, K*()dz
L (FG0)dx

Separando en sus tres componentes:

h* =

1
(0x)?

Se observa que el valor 6ptimo h* que minimiza
el valor de ECMI(f(x)) depende de tres
componentes independientes: el tamafio de la
muestra n, el modelo de densidad tedrico
desconocido f*(x), y el kernel elegido: Ky 0.
Los métodos usados en la actualidad para
obtener h* se basan en métodos para estimar
f’(x) mediante una aproximacion basada en los
mismos datos muestrales y en suposiciones
acerca del modelo f(x). Es importante anotar
que la validez de esta formula requiere n grande
y h pequefio.
En resumen, existe bastante incertidumbre en la
estimacion de h* pero si se dispone de software
se puede experimentar directamente con los
modelos, los datos y el valor de h.
Sustituyendo h*en ECMI(f(x)) se obtiene la
expresion con el valor minimo para el error
global del estimador f(x)

B =n [ | (f"(x))de]

ECMI*
5
4

~
4

La exactitud global del estimador depende del
4

tamafio de la muestra en el orden n™5 y del
kernel elegido K, pero también de la densidad
desconocida que se desea estimar f(x), por lo
que no se puede calcular directamente. La
columna 4 de la Tabla | muestra la contribucion
de cada kernel para el valor de ECMI(f(x)) y
se puede constatar que el kernel que més reduce
este valor es el de Epanechnikov. La diferencia
con respecto a los otros kernels no es muy
significativa, por lo tanto, si n es un valor fijo, la
medida de ECMI(f(x)) depende
principalmente del factor desconocido, la
densidad f(x).

6.4 CALCULO DEL ANCHO DE BANDA
OPTIMO

Para evaluar f'(x) se supondra que f(x) tiene
distribucion normal. Este el caso mas comun.
Sea f(x) =N(0,0%) densidad normal con
media cero y varianza o

fl) =

x2

e 202

oV2n

i ([ K@) ([ e an)s
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Entonces
2
2 (O.Z_xZ)Z _x_ _
(f”(x)) T 2ngl0 e o’ =
1 _x2 _x2 _x
— (o%e o — 20%x%e 0?2 + x*e o?)

Con la sustitucion  x = ou, dx = odu

Jp (F"G0)%dx = [, (f"(ow)?odu,
o

21010

(04f e du — 204f uZe v du
R R

+ O'4f ute ™’ du)
R

0.5
=T (1.7724 — 2(0.8862) + 1.3293)
=0.211507°

6.5 ANCHO DE BANDA OPTIMO PARA
EL KERNEL GAUSSIANO

Para obtenerlo se elige el kernel Gaussiano. Los
valores se toman de las columnas 1y 3 de la
Tabla | y se reemplazan en la formula de h*
2
1 X
K(x) = =e 7, X € (-00,+0)
Jo K*(2)dz=10.2821, o7 =1

Sustituyendo en h*,

1
. _1 _s -1 (0.2821\5
h; =n"5 (0.211507°) 5 ( e )

1
=1.05920n" 5

Este resultado es bien conocido. Es adecuado si
f(x) se parece a la distribucidon normal. En este
trabajo se usaron métodos numéricos para
calcularlo.

Se han desarrollado modificaciones a esta
férmula. La siguiente se debe a Silverman y
funciona bien para diferentes tipos de
densidades.

1
hg =0.9n" 5 min (a,

rango L'ntercuartil)
1.349

En donde o puede sustituirse con una
estimacion tomada de la muestra.
Ejemplo. Para entender la aplicacion de la
férmula usamos el micro ejemplo anterior:

X: 11, 21, 23, 2.7, 338

§? = 0.96 (varianza muestral)

o ~S=+/S2=+0.96 = 0.9798
Rango intercuartil = 2.7 - 2.1 =0.6

1
hi = 0.9 (5 " 5)min(0.9798,0.6/1.349)
= 0.2901
Estos datos suministrados al programa KDEN
produjeron el siguiente grafico con el estimador
kernel Gaussiano. El resultado se muestra en la
Figura 10, muy similar en forma al que se
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obtuvo en la Figura 6, con otro kernel y con un
ancho de banda elegido intuitivamente.

FIGURA 10

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Gaussiano, h = 0.2901
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6.6 ANCHO DE BANDA OPTIMO PARA
OTRO KERNEL

Si se requiere usar un kernel diferente, se puede
usar el valor 6ptimo h; del kernel Gaussiano
para convertirlo en un valor 6ptimo h* para el
kernel seleccionado.

Sean

K;(x): Kernel Gausianoconh=1

K(x): Kernel elegido

K,(x) = %K (%) Kernel parametrizado con h
Proponemos la siguiente expresion para
encontrar el wvalor hj; para el Kkernel

seleccionado K,. Este es el valor de h que
minimiza la diferencia global con respecto al
kernel Gaussiano K:

. h
By, = g min (f | Kq (1) — Kn(x) | dx
-h

h
+2 LOOKG (x)dx)

Su interpretacion gréafica es el area sombreada
en la Figura 19 en la que se muestra el caso del
kernel Coseno respecto al kernel Gaussiano. Los
resultados hy calculados para los kernels
requirieron usar métodos numeéricos y estan en
la antependltima columna de la Tabla I.
En la pendltima columna de la Tabla | esta la
varianza para el kernel y en la Gltima columna
esta un criterio adicional para comparacion de
kernels segun el cual es preferible el que tiene la
mayor amplitud con menor varianza. Segun este
criterio, el mejor seria el kernel Coseno.
Se puede estimar el valor optimo h* para un
kernel especifico con la siguiente férmula;
h* = hi hg

Ejemplo. Para los datos del ejemplo anterior,
determine el ancho de banda 6ptimo si se desea
usar el kernel Cabico Sujeto.

h* = h} hj; = 0.2901(2.5150) = 0.7296
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El gréafico obtenido con el programa KDEN para
el kernel Cuabico Sujeto y h = 0.7296 es muy
parecido en el nivel de detalle al que muestra el
gréafico del kernel Gaussiano con h = 0.2901

FIGURA 11

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Cabico Sujeto, h =0.7296
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Ejemplo. La siguiente es una muestra ordenada
del tiempo (minutos) que se utiliz6 para atender
a 40 personas en una estacion de servicio:
1.80 2.10 2.20 2.50 2.50 2.70 2.80 2.80
2.90 2.90 3.10 3.10 3.50 3.50 3.60 3.60
3.60 3.70 3.70 3.80 3.90 4.10 4.10 4.20
4.20 4.30 4.40 4.50 4.60 4.70 4.80 4.90
4.90 5.10 5.10 5.10 5.60 5.70 6.10 6.20

Analizar un modelo de densidad con KDEN

FIGURA 12
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Histograma, amplitud de clase = 1

2 3 4 5 6 7 8

Método kernel (modelo Coseno)

Determinar el ancho de banda dptimo
§%=1.2259 (Varianza)
o~ S =1/52=v1.2259 = 1.1072
Ql = 0.5(X10 + Xll) =3 (CuartHES)
Qg = 0.5(X30 + X31) =4.75

Rango intercuartil = 4.75-3=1.75

1
hi = 0.9(40 ~5)min(1.1072,1.75/1.349)
= 0.4765
Para el modelo Coseno
h* = h} hy = 0.4765(2.5260) = 1.2036
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FIGURA 13

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Coseno, h = 1.2036

0.35

i 7T\
T \
T/ \

\\
0.05 / \
0 © ©—GIN0D GO000000—@— 60—
1 2 3 4 5 6 7

X

Calcule la probabilidad que el tiempo de
atencion sea mayor a 5

Con el histograma 7/40 = 17.5%

Con el modelo kernel y el programa KDEN
19.01%.

El programa KDEN calcula y sugiere el ancho
de banda dptimo, pero si se desea observar mas
detalles de la funcién de densidad se puede
experimentar con el programa, y asi como se
puede afinar el histograma reduciendo la
amplitud de clase, también se puede ensayar con
el estimador kernel cambiando el ancho de
banda y probando otros kernels. En los
siguientes gréficos se muestran algunos
resultados con los mismos 40 datos del ejemplo
anterior. En estos casos el ancho de banda ya no
es el valor gptimo.

FIGURA 14
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Histograma, amplitud de clase = 0.5
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FIGURA 15
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Coseno, h=0.8
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FIGURA 16

Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Coseno, h=0.6

A

FIGURA 17
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Kernel Coseno, h=0.4

0.5

0.45

i

0.35 \

s /A \ AN

[1 ] TN/

o [ ] |

\ \

01 ~ \\J/\ VAN
0.05 4 \
015 0% 9,090,0—£pac0 000300300 —_ 00— ¢

7. CONCLUSIONES

Se realizaron ensayos con muestras de
diferente tamafio y se obtuvieron resultados
coherentes. Sin embargo siempre serd
conveniente realizar pruebas con varios kernels
y sus parametros y constatar si el modelo de
probabilidad muestra los detalles que uno desea.
Por ello la necesidad de tener un programa para
experimentar hasta llegar al modelo que nuestra
intuicién nos dice que es adecuado. Esto ocurre
especialmente cuando los datos tienen un patrén
multimodal.
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El programa KDEN calcula y sugiere el valor
optimo del ancho de banda usando el criterio
desarrollado en este articulo. La literatura
contiene otros métodos mas complejos, para

computacional para disefiar e instrumentar el
software para facilitar la investigacion. Este
software estard disponible en el sitio web del
Departamento de Matematicas de la ESPOL

estimar este valor critico del método kernel. para que usuarios interesados  puedan
Es importante anotar que el desarrollo de este descargarlo y mejorarlo.
trabajo tuvo como soporte la aplicacion de
métodos numéricos y de un lenguaje
FIGURA 18
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Gréfico de algunos kernels
T —Ctbico Sujeto
08
0.6
04
0.2
th ]
FIGURA 19
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Gréfico del Kernel Coseno parametrizado sobre el kernel Gaussiano
ns
“r Kernel Coseno, h = 2.5260
03
b2
' Kernel Gaussiano, h =1
& )
3 -h 1 ji 2 h
TABLA |
Construccion de kernels y funciones de densidad de probabilidad
Algunas medidas desarrolladas para comparar kernels
Kernel 6% Enlace f K?(z)dz| Kgemr hy 0%, hy/o%,
Normal 1.0000 1.0000 0.2821 0.3633 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
Rectangular 0.3333 0.0000 0.5000 0.3701 1.3800 | 0.6348 | 2.1739
Triangular 0.1666 0.3679 0.6666 0.3531 2.2120 | 0.8155 | 2.7125
Epanechnikov | 0.2000 0.2231 0.6000 0.3491 1.9470 | 0.7582 | 2.5681
Arco coseno 0.1894 0.2912 0.6169 0.3492 1.9850 | 0.7464 | 2.6594
Biweight 0.1429 1.0000 0.7143 0.3508 2.3700 | 0.8024 | 2.9536
Arco circular 0.2228 0.0729 0.5709 0.3503 1.7810 | 0.7049 | 2.5267
Coseno 0.1307 1.0000 0.7500 0.3520 2.5260 | 0.8339 | 3.0292
Cubico plano 0.2222 0.1353 0.5714 0.3502 1.9530 | 0.8476 | 2.3042
Cubico natural | 0.1867 0.3012 0.6217 0.3494 2.0180 | 0.7602 | 2.6547
Cubico sujeto 0.1333 1.0000 0.7429 0.3521 2.5150 | 0.8434 | 2.9821
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APENDICE A
DISENO CONCEPTUAL DEL PROGRAMA KDEN

Desarrollado modularmente en el lenguaje MATLAB con el soporte de su capacidad simbolica,
numeérica y gréfica.

A.1 Estructura de KDEN

KDEN

Ingreso y validacion
de datos

KDENN KDE NP
Proceso del kernel Proceso de kernels Proceso de kernels
normal tipicos propuestos

A.2 Mobdulos subyacentes

Graficacion de puntos

Graficacion de histograma

Graficacion de kernels

Graficacion de la funcion de densidad
Graficacion de kernels y la funcién de densidad
Célculos estadisticos muestrales

Célculos estadisticos de densidad

Caélculo del ancho de banda éptimo

Caélculo de probabilidad

Descripcién simbolica matematica de funciones
Funcion para integracién numérica

Funciones para manejo de vectores y texto

A.3 Estructuras de datos
Vector de celdas para almacenar kernels
Vectores para almacenar bordes de kernels

Vector para almacenar puntos de cambio de intervalo para la funcién de densidad
Vector de celdas para almacenar sumas de kernels

39
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A.4 Algoritmo para construir la funcién de densidad f(x)

f f(x)

sf 7
ai azas 4da
bs bz
| L | l
71 7:73 Ia Zs

1) Seleccionar el kernel

2) Ingresar el vector con las observaciones

3) Ingresar el ancho de banda h

4) Aplicar la ponderacion y colocar el kernel en cada punto muestral

5) Crear el vector con los bordes izquierdos y derechos a distancia h alrededor de cada punto
muestral

6) Combinar los vectores de bordes, en un solo vector Z con los puntos de cambio de intervalo

7) Recorrer cada intervalo del vector Z y sumar los kernels en ese intervalo

8) Almacenar la suma en el vector de sumas de kernels

9) El vector de sumas de kernels es el estimador f(x)

A.5 Interaccién con el programa KDEN

Estudio de kernels

1) Grafico de Kernels disponibles

punt_os 1) Normal

2) Histograma 2) Rectangular

3) Ke_rnels 3) Triangular

4) Salir 4) Epanechnikov
5) Biweigth
6) Arco coseno

7) Arco circular

8) Coseno

9) Cubico plano
10) Cubico natural
11) Cubico sujeto
12) Salir

Opciones disponibles

1) Gréfico de kernels

2) Grafico de la funcion de densidad

3) Grafico de la funcion de densidad y
kernels

4) Estadisticas del estimador

5) Célculo de probabilidad

6) Definicion de la funcion de densidad
7) Salir

40



matcmeitica: UNa publicacion de FCNM — ESPOL
2013, Vol. 11, No. 2

ALGORITMOS FACTIBLES, PROBLEMAS TRATABLES Y LA
COMPLEJIDAD COMPUTACIONAL DE UNA VARIANTE DEL
PROBLEMA DE LA DIVERSIDAD MAXIMA

Sandoya Fernando®

Resumen. La intencion de este articulo es dar una demostracion formal del caracter NP-duro de una nueva variante del conocido problema
de optimizacion combinatoria de la diversidad maxima, esta nueva variante es denominada problema del méximo promedio. Ademas se
presenta una breve revision de las nociones y conceptos relacionados con la NP-dureza, y la conjetura P vs.NP, con el fin de comprender la
naturaleza de los problemas de optimizacion, y por qué algunos de ellos se pueden considerar faciles y otros pueden llamarse dificiles.

Palabras Claves: complejidad computacional, optimizacién combinatoria, problema de la diversidad maxima.
Abstract. The purpose of this article is to give a formal proof of the NP-hard nature of a new variant of the classical maximum diversity

problem, this new variant is called average maximum problem. It also presents a brief review of the notions and concepts related to the
NP-hardness, and conjecture P vs.NP, in order to understand the nature of the optimization problems, and why some of them can be

considered easy and others may call difficult.

Keywords: Computational complexity, combinatorial optimization, maximum diversity problem.

Recibido: Junio 2013
Aceptado: Agosto 2013

1. INTRODUCCION

Es algo evidente, validado empiricamente, que los
problemas de toma de decisiones o de optimizacién
que se abordan en la realidad tienen diferentes
grados de “dificultad”, hay problemas que son
faciles de resolver, en el sentido de que podemos
Ilegar a su solucién optima con un grado moderado
de esfuerzo analitico y computacional, mientras que
otros son dificiles y aparentemente imposibles de
resolver. ¢Pero esto es formalmente cierto?, es decir
podriamos afirmar que ¢existe realmente una
diferencia cualitativa entre estos problemas, que
hace que los primeros puedan resolverse y los otros
no, y que ademas este hecho nunca va a cambiar por
mas que evolucionen las mateméticas y la
tecnologia? La teoria de la complejidad
computacional trata de dar una respuesta a esta
discusion, en la primera parte de este articulo se
abordan los aspectos mas importantes. Para un
detalle méas profundo sobre esta teoria, el lector
puede remitirse al influyente libro de texto de M.
Garey y D. Johnson “Computers and Intractability:
A Guide to the Theory of NP-Completeness” (1).
En la segunda parte se da una demostracion formal
de la NP-dureza de un nuevo modelo de
optimizacion combinatoria.

! Sandoya Fernando, Ph.D. (c), Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: fsandoya@espol.edu.ec).

2. ALGORITMOS FACTIBLES Y
PROBLEMAS TRATABLES

De manera informal, podemos denominar a los

problemas “dificiles” como los problemas duros.
Entonces a un problema P, se le denomina
NP —duro si es al menos tan duro como otros
problemas de cierta clase razonable de problemas.
En lo que sigue se trata de formalizar esta
definicion, que se basa en las nociones de
algoritmos factibles y problemas tratables.

2.1 ALGORITMOS FACTIBLES

La nocion de NP — dureza estd relacionada al
hecho empiricamente conocido de que algunos
algoritmos son factibles y otros no lo son. Donde la
factibilidad de un algoritmo estd relacionada
intimamente con el tiempo computacional requerido
para su ejecucion. Por ejemplo, si para alguna
entrada x de longitud len(x) =n, un algoritmo
requiere 2™ pasos, entonces para una entrada de
tamafio mediano, digamos n = 200, se necesitaran
2200 pasos, trabajo que no podria realizarse en un
tiempo humanamente razonable, por mas que
evolucione la velocidad de los computadores.
Formalmente, denominamos algoritmo de tiempo
exponencial a cualquier algoritmo cuyo tiempo de
gjecucion t(n) con entradas de longitud n crece al
menos como una funcién exponencial, es decir, para
el que:

Ic>0,N e N,vn =N, t(n) = e™
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Como resultado de esta definicion, los algoritmos
de tiempo exponencial son usualmente considerados
no factibles. Aunque hay que aclarar que el hecho
de que un algoritmo sea no factible no significa que
nunca puede ser aplicado, simplemente indica que
hay casos para los que el tiempo de ejecucion seré
tan grande que no es practico utilizarlos, aunque
para ciertas entradas (de talla pequefia) el algoritmo
si podria ser util.

Por otro lado, el algoritmo se denomina de tiempo
polinomial si el tiempo de ejecucion crece sdlo
como un polinomio de la talla de las entradas n; es
decir, si y solo si:

“Existe un polinomio P(n) tal que para toda entrada
x de longitud len(x), el tiempo computacional
ty (x) del algoritmo U con la entrada x esta acotado
por P(len(x)): tyu(x) < P(len(x))".

Como resultado de la definicidn, estos algoritmos
de tiempo polinomial suelen ser bastante factibles.
A partir de estas dos posibilidades, en la literatura
sobre  complejidad  computacional se  ha
consensuado sobre la siguiente definicion de
factibilidad: “Un algoritmo U se denomina factible
si y solo si es de tiempo polinomial”. En muchos
casos  practicos, esta  definicion  describe
adecuadamente la idea intuitiva de factibilidad: los
algoritmos de tiempo polinomial son usualmente
factibles, y los algoritmos de tiempo no polinomial
son usualmente no factibles. Sin embargo habrén
casos en que esta intuicion no funcione, por ejemplo
si un algoritmo tiene un tiempo de ejecucion 25%0n,
es claramente de tiempo polinomial, pero
obviamente infactible. Pero a pesar de estos
aparentes vacios en esta formalizacion, por ahora
"tiempo polinomial* es la mejor descripcién
conocida de factibilidad, por tanto establecemos la
siguiente definicidn:

Definicién 1: Un algoritmo U se denomina factible
si y solo si:

“Existe un polinomio P(n) tal que para toda
entrada x de longitud len(x), el tiempo
computacional de ejecucion ty(x) del algoritmo U
esta acotado por P(len(x))”.

Donde len(x) representa la longitud de la entrada
x, €s decir el nimero de bits que forma esta entrada.

2.2 PROBLEMAS TRATABLES

Una vez que se ha formalizado la definicion de
algoritmo factible, se puede describir qué es un
problema manejable (o tratable) y que es un
problema inmanejable (o intratable):

Definicién 2: Si existe un algoritmo de tiempo
polinomial que resuelve todas las instancias de un
problema, este problema se dice que es tratable,
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caso contrario se dice que es intratable. A estos
problemas tratables también se les denomina
“faciles de resolver”, o “problemas de la clase P”
Es decir, para decidir sobre el caracter del
problema, o bien tenemos explicitamente un
algoritmo de tiempo polinomial para resolver todas
las instancias del problema, o tenemos una
demostracion de que no existe un algoritmo de ese
tipo.
Desafortunadamente, en muchos casos, no se
conoce ni lo uno ni lo otro, o es sumamente
complicado llegar a establecer una de las dos cosas.
Esto no significa que no haya solucidn al problema,
pues en lugar de la falta de informacién ideal,
tenemos otra informacioén que es casi tan buena. Es
decir, en algunos casos, no sabemos si el problema
se puede resolver en tiempo polinomial o no, pero
por ejemplo, si podriamos saber que este problema
es tan duro como pueden ser algunos problemas
précticos: entonces si pudiéramos solucionar este
problema facilmente, habria un algoritmo que
resuelve todos los problemas con facilidad, pero la
existencia de tal algoritmo es muy improbable, pues
nuestra intuicion, y sobretodo experiencia empirica,
nos indica que en la realidad hay problemas muy
dificiles. A estos problemas "duros" se les
denomina intratables.
Para formular esta definicion en términos mas
formales, debemos primero describir lo que
entendemos por un problema practico y que
significa reducir un problema a otro.
Para describir que es un problema practico,
supongamos que:
- Tenemos alguna informacion, representada por
xy
- Conocemos la relacion R(x,y) entre la
informacion conocida x y el objeto deseado y
Suponemos que tanto la informaciéon x como el
objeto deseado y se han representado como
sucesiones binarias, esto siempre se puede hacer ya
que en la computadora cualquier cosa puede ser
representada como una sucesién binaria.
Por ejemplo si se tiene una proposicién matematica
x, Y el objeto deseado de estudio y es o bien una
demostracion de que x es verdadero, o una
refutacion de x; es decir una demostracién de que x
es falso. Entonces R(x,y) significa que y es una
demostracion cualquiera de x, o de "no x".
Para un problema que es practico, debemos tener
una manera de comprobar si la solucion propuesta
es correcta. En otras palabras, debemos suponer que
existe un algoritmo factible que chequee la
veracidad de R(x,y) dados x e y. Si no existe tal
algoritmo factible, entonces no existe un criterio
para decidir si hemos logrado encontrar una
solucion o no al problema.
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Otro requerimiento para un problema de la vida real
es que en tales problemas, usualmente conocemos
una cota superior para la longitud len(y) de la
descripcién de y. En el ejemplo anterior: una
demostracion no deberia ser demasiado grande, sino
seria imposible comprobar si se trata de una prueba
0 no.

En todos los casos, es necesario que un usuario sea
capaz de leer la solucién deseada simbolo tras
simbolo, y el tiempo requerido para la lectura debe
ser factible. Anteriormente se formalizd "tiempo
factible" como un tiempo que estd acotado por
algln polinomio de len (x). El tiempo de lectura es
proporcional a la longitud len (y) de la respuesta y.
Por lo tanto, el hecho que el tiempo de lectura es
acotado por un polinomio de len (x) significa que
la longitud de la salida y esta también acotada por
algin polinomio de len (x). Es decir: len (y) <
P, (len (x)) para algun polinomio P, . Asi, se llega a
la siguiente formulacién de un problema préctico:
Definicién 3: Se denomina problema practico (o
simplemente problema) a la pareja (R(x,y),P.),
donde R(x,y) es un algoritmo factible que
transforma dos sucesiones binarias en un valor
Booleano, verdadero o falso, y P, es un polinomio.
Definicion 4: Se denomina instancia de un
problema (R, P, ) al siguiente problema:

“Dada una sucesion binaria x, generar o bien y tal
que R(x,y) es verdadero y len(y) < P, (len (x)),
0, si tal y no existe, un mensaje diciendo que no hay
solucién”.

Por ejemplo, para el problema matematico descrito
antes, una instancia puede ser: hallar una
demostracion de que x es verdadero 0 una
refutacion (una demostracion de que nox es
verdadero).

2.3 LACONJETURA DE P VS NP

En la literatura de optimizacion matemética o de
complejidad computacional es com(n oir hablar de
los “problemas practicos generales“, usualmente
también descritos como “problemas de la clase NP”,
esta es una clasificacion de los problemas de
optimizacion para separarlos de aquellos problemas
més complicados en los cuales la solucién no es
facilmente verificable. Recordemos que los
problemas tratables, o faciles de resolver, son
aquellos para los cuales existe un algoritmo factible
que resuelve todas sus instancias.

La opinién generalizada es que no todos los
problemas (practicos generales) deben tener una
solucion facil, de ahi que la conjetura que se maneja
es que NP =+ P, pero nunca ha sido probada.
Justamente esta conjetura es uno de los
denominados  “problemas del milenio” (1),
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establecidos por el Clay Mathematics Institute en el
afio 2000, y por cuya resolucién se ofrece un premio
de un millén de ddlares por cada uno. Estos
problemas del milenio son siete, y hasta el momento
de escribir este articulo Gnicamente ha sido resuelta
la denominada hipdtesis de Poincaré, por el
matematico ruso Grigori Perelman, logro que fue
reconocido en el afio 2010 (3) por lo que todavia
seis de ellos permanecen abiertos, entre ellos la
conjetura NP # P.

A modo de ejemplo, una manera de resolver un
problema NP es chequear R(x,y) para todas las
sucesiones binarias  y que satisfacen
len(y) < P,(len(x)). Asi, este algoritmo,
denominado algoritmo del Museo Britanico,
requeriria un total de 2PL(en() chequeos, es decir
es de tiempo exponencial, y por tanto no factible.

2.4 REDUCCION DE UN PROBLEMA A
OTRO

En términos informales, la manera como se
demuestra que un problema pertenece a la clase NP
es “reduciéndolo” a alguno de los que se conoce
que pertenecen a esta clase. Una reduccién aqui
debe ser entendida como una transformacion que no
cambia la naturaleza de la complejidad del
problema, y esto solo puede ser posible si se utiliza,
de manera transitiva, una cadena de algoritmos
factibles.

Como ejemplo, supongamos que se tiene un

algoritmo que chequea cuando un sistema dado de

desigualdades  lineales es  consistente. Y

Consideremos adicionalmente otro problema, el de

chequear cuando un sistema dado de desigualdades

e igualdades es consistente. Es facil concluir que

éste Gltimo puede ser reducido al problema de la

consistencia de un sistema de desigualdades, pues
para esto basta reemplazar cada igualdad por dos
desigualdades.

Definicion 5: Dados dos problemas P =(R,P,) y

P'=(R',P,’), se dice que P puede reducirse a P’,

si existen tres algoritmos factibles U,, U, y U; con

las siguientes propiedades:

- El algoritmo factible U, transforma cada entrada x
del primer problema en una entrada del segundo
problema.

- El algoritmo factible U, transforma cada solucion
vy del primer problema en la solucién del caso
correspondiente del segundo problema; es decir, si
R(x,y) es verdadero, entonces R'(U, (x),U,(y))
es también verdadero.

- El algoritmo factible U; transforma cada solucion
vy’ de la correspondiente instancia del segundo
problema en la solucién del primer problema; es
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decir, si R'(U;(x),y") es verdadera, entonces

R(x,U;(y")) también es verdadera.
Si existe una reduccién de P a P’, entonces una
instancia x del primer problema es resoluble si y
solo si la correspondiente instancia U,(x) del
segundo problema es resoluble también. Por otra
parte, si podemos resolver la segunda instancia (y
encontrar una solucién y'), entonces seremos
capaces de encontrar una solucién de la instancia
original x del primer problema (como U; (y")). Por
lo tanto, si tenemos un algoritmo factible para
resolver el segundo problema, seria posible disefiar
un algoritmo para resolver el primer problema
también.
facilmente se puede ver como corolario que la
relacion de reduccién satisface la propiedad
transitiva; es decir, si un problema P puede
reducirse a un problema #,, y el problema %, se
puede reducir a un problema  P;, entonces,
combinando estas dos reducciones, podemos
concluir que P se puede reducira ;.
A partir de este nuevo concepto se puede definir
finalmente la NP-dureza de los problemas.
Definicién 6: Un problema (no necesariamente de
la clase NP) se denomina NP — duro si cada
problema de la clase NP puede ser reducida a él.
Definicion 7: Si un problema de la clase NP es
NP — duro, es llamado NP — completo.
Seglin estas definiciones, si un problema P es
NP — duro, entonces cada algoritmo factible para
resolver este problema P daria lugar a algoritmos
factibles para resolver todos los problemas de la
clase NP; es decir, NP = P, lo cual se conjetura
que es imposible. En vista de esta conviccion, los
problemas NP — duros suelen ser denominados
también intratables.
En resumen, aunque suele confundirse la
terminologia, los problemas de NP-completos son
aquellos problemas NP-duros que estan contenidos
en NP, siendo los problemas NP-duros aquellos que
tienen la propiedad que cualquier problema en NP
puede ser transformado por medio de una reduccién
a uno NP-completo, es decir, si la conjetura
NP # P fuera cierta, los problemas estarian
clasificados por su complejidad de acuerdo al
gréfico, denominado diagrama de Euler, mostrado
en lafigura 1.
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FIGURA 1
Algoritmos factibles, problemas tratables y la complejidad computacional
de una variante del problema de la diversidad maxima
Diagrama de Euler con la clasificacion de los problemas si
NP + P

MNP-duro

NP MP-comoleto

2.5 DEMOSTRACION DEL CARACTER
NP-DURO DE UN PROBLEMA

La demostracion original del caracter NP-duro de
cierto problema P_0 es bastante compleja, ya que se
basa en demostrar explicitamente que todos los
problemas de la clase NP se pueden reducir al
problema P_0. Sin embargo, una vez que se ha
demostrado la NP-dureza de un problema P_0, la
demostracion de que otro problema P_les NP-duro
es mucho mas facil a partir del concepto de
reduccion, ya que para demostrar que P_les NP-
duro, es suficiente demostrar que alguno de aquellos
problemas que se conoce son NP-duros puede ser
reducido a este problema P_1.

Historicamente, el primer problema que se demostré
que es NP-completo fue el problema de
satisfacibilidad booleana, lo que se conoce en la
literatura como el teorema de Cook. Luego, en
1972, Richard Karp demostr6 que otros 21
problemas eran también NP-completos.
Posteriormente se han descubierto que cientos de
problemas pertenecen también a la clase de los NP-
completo por reducciones desde otros problemas
que previamente se habian demostrado NP-
completos, muchos de estos problemas constan en
el libro de Garey y Johnson (1). Entre los mas
conocidos de estos problemas estan el problema de
la mochila, el problema del agente viajero, el
problema de la jorga méaxima, etc. En particular, en
este articulo, se utiliza el problema de la jorga
maxima para demostrar que un nuevo problema
combinatorio es NP-duro.

Teorema: Si un problema P_0 es NP-duro, cualquier
problema mas general P_1también es NP-duro.
Demostracion: El teorema es demostrado en (1) de
la siguiente manera:

El hecho de que P_0 es NP-duro implica que cada
instancia p de cualquier problema P puede ser
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reducida a alguna instancia p_0 del problema P_0.
Ya que el problema P_les mas general que el
problema P_0, cada instancia p_0 del problema P_0
es también una instancia del problema més general
P_1. Asi, cada instancia p de cualquier problema P
puede ser reducida a alguna instancia p_0 del
problema P_1, es decir el problema general P_1 es
NP-duro.

El Problema de la Méxima Jorga: El problema de la
méxima jorga es uno de los problemas que se
conocen son NP-completos, y se define de la
siguiente manera:

Sea un grafo G=(V,E), donde V es el conjunto de
nodos y E es el conjunto de aristas, un subconjunto
de nodos C<V se denomina una jorga de G si V
v_1,v_2eCgcV, existe una arista (v_1,v_2 )eE

La version de decision del problema de la maxima
jorga consiste en chequear si:

“Dado un numero keN ¢es posible encontrar una
jorga C de tamafio al menos k en G?

3. EL PROBLEMA DEL MAXIMO
PROMEDIO Y SU CARACTER NP-
DURO

Este problema del maximo promedio es un nuevo
modelo del clésico problema de la diversidad
maxima (4), que surge de la optimizacion de la
medida de la diversidad promedio, y al contrario de
otros modelos del problema de la diversidad
maxima. En el problema del maximo promedio la
cardinalidad del subconjunto seleccionado, M, es
también una variable de decision. Segin puede
observarse en (5) el problema del méximo promedio
puede formularse como:

max Zi<]’,i,jeM dij
McV,|M|22 M|

Donde V es un conjunto de elementos (poblacion),
donde se quiere seleccionar el subconjunto M mas
diverso.

Genéricamente hablando, este problema trata de
maximizar la  diversidad promedio. Una
formulacion de programacion matematica con
variables binarias es entonces la establecida por la
formulacion (3.1) —(3.3):

n—-1iyn
Xit1 Zjmir1 AijXiX;

maX—Z?:1xi (3.2)
site Y x =2 (3.2)
x; €{0,1}, 1<i<n (3.3)

En este problema la funcién objetivo 0 es el
promedio de la suma de las distancias entre los
elementos seleccionados, la restriccién 0 indica que

por lo menos dos elementos deben seleccionarse.
Tal como se presenta en (5), es un problema de
optimizacion binaria fraccional
Propiedad :
Si los coeficientes d;; no tienen restricciones en el
signo, entonces el problema del maximo promedio
es NP-duro.
Demostracion:
Para la demostracion consideramos como nuestro
problema P,, al problema de la Méaxima Jorga, el
cual es conocido que es NP — completo, segln
puede consultarse en (1).
Sea G = (V,E) un grafo, donde V es el conjunto de
nodos y E es el conjunto de aristas, con |V| =n
nodos.
Consideremos ahora la siguiente instancia del
problema del maximo promedio en su formulacién
con variables binarias:
g(x) = ZK} Gy
x€{0, l}n x#0 = lx
Donde las distancias inter-elemento son tomadas
1 si(i,j)€EE
-n? si(i,j) ¢E
Entonces se tiene:
g(x)

xe{Ol}n x#0
-n z:(L,])GEE,L'<]'X x; + Z(l. JeEE,i<j XiXj
i=1 Xi
Sea x* € {0,1}"*,x* # 0. Definimos un subgrafo
inducido C(V,, E¢) € G, donde:
V.={ie{l,..,n}hxf =1}
Si € no es una jorga: x; =1, x; = 1 implica que
(i,j) ¢ E, entonces g(x*) < 0.
Por el contrario si C es una jorga:
V(i j)talquex; =1, x; =1 se tiene (i,j) EE, y

entonces:

ey < lEACI =D _Jel—1

g 21C| 2 -
Por lo tanto, el grafo G contiene una jorga de
tamafio al menos k si y s6lo si:
k-1
x€{o, 1}” xiog(x) 2 2

Con lo que se demuestra que para esta instancia del
problema de la diversidad méaxima el problema se
reduce a un problema de la méaxima jorga, el cual se
conoce, como se demuestra en (1), que es
NP — completo.

como: d;; = {
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