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EDITORIAL

Los profesores de las llamadas Ciencias Basicas tienen un nuevo desafio. La
creacion de la Facultad de Ciencias Naturales y Mateméticas (FCNM) es un paso
adelante en la consolidacion de la Investigacion Sistematica en la ESPOL. Ahora
los profesores de Quimica, Fisica y Mateméaticas deben afrontar el reto de la
investigacion tanto de manera individual como colectiva.

Hemos visto con optimismo como se dan los primeros pasos para conseguir este
objetivo. La meta de la FCNM es la de liderar la Investigacion Cientifica en la
ESPOL. Para ello, deseamos todo éxito a los Colegas que han recibido la
responsabilidad inmensa de crear las bases materiales y espirituales de esta
nueva Facultad en el seno de la ESPOL.

Una vez mas, la revista Matesmdatica es el recipiente de los esfuerzos de los
Investigadores de toda la comunidad cientifica de la ESPOL.

Invitamos pues, a todos los Investigadores y Cientificos de la ESPOL se sumen a
este esfuerzo para fortalecer las Ciencias Basicas, que representan el
fundamento de toda actividad académica en la ESPOL.
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MODELANDO EL TRANSPORTE DE IONES DE POTASIO A
TRAVES DE UN CANAL IONICO DE UNA MEMBRANA CELULAR

Iza Peter!

Resumen. Se desarrolla dos modelos de conduccion de iones a través de una membrana celular en condiciones simétricas de
concentracion considerando canales ionicos activados por voltaje. Estos canales son altamente selectivos a iones K o Na en presencia de
una diferencia de potencial. Primero se plantea un modelo de conduccion similar al de la conduccion de electrones libres en metales
donde se modela una distribucion aleatoria de obstaculos que impiden el movimiento libre del ion dentro del canal. Esta distribucion de
espaciamiento entre obstaculos resultd ser muy angosta y su valor medio muy pequefio, implicando un casi continuo choque del ion con
los obstaculos presentes en el canal. Adicionalmente, se propone un modelo considerando al canal como una estructura periodica. Para
que estos modelos describan los valores experimentales de conduccion, los parametros asociados a cada modelo tienen valores que no
son féciles de comprobar experimentalmente los cuales tienen relacion con la estructura del canal.

Palabras clave: membrana celular, canal i6nico, modelo de conduccion.

Abstract. Conduction models of ion through voltage-gated ion channels, at symmetrical concentration in cellular membrane, have been
developed. These channels are highly selective to K or Na ions due to a potential difference. First, it is considered the theory of metallic
conduction, where, it is assumed a random distribution of obstacles, which oppose to free motion of ions inside the channel. This spacing
distribution among obstacles turned out to be very narrow and its mean value is very small, that implies an almost continuous collision
of ion with the channel obstacles. In addition, a model based on the crystal periodic structure is proposed. These models would describe
the experimental values of conduction, but the parameters associated to each model would take values that are not easy to verify
experimentally, and they are related to the channel structure.

Key words: cellular membrane, ion channel, conduction model.
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Aceptado: Marzo 2013

1. INTRODUCCION

debido a una diferencia de concentracion, o por
un gradiente electroquimico y sin el desgaste de
energia metabolica (ATP), se dice que es
transportado pasivamente [7, 8, 9].

La descripcion del movimiento de iones a través
de una membrana bioldgica es un tema de mucho
interés, por su papel en el metabolismo de la
célula. Este movimiento de iones a través de
membranas ha dependido principalmente de la
estructura de la membrana y de la concentracion
de los iones. Los bidlogos han estado siempre
interesados en el movimiento de los iones a través
de la membrana celular; el intercambio de
sustancias en la membrana puede ser modificado
por la variacion de concentracion, por el potencial
eléctrico o inclusive por sistemas bioldgicos
como: canales idnicos, bombas Na'/K’, etc. Este
interés ha producido que se desarrollen aparatos
electronicos para realizar mediciones de flujo de
iones en la membrana, bajo ciertas condiciones,
inclusive se han mejorado los aparatos de rayos X
para observar de mejor manera la estructura de la
membrana; y ademas se ha desarrollado modelos
tedricos, con diferentes propositos.

Algunos investigadores por ejemplo han
utilizado la técnica de Patch-Clamp para estudiar
los tres tipos principales de canales i6nicos: los
activados por voltaje, los activados por
neurotransmisores, y los activados
mecanicamente, lo que ha permitido comprender
: ) o la importancia de la composicion de los lipidos en

Iza Peter, Ph.D., Profesor de la Escuela Superior Politécnica la membrana v sobre todo el funcionamiento de
del Litoral (ESPOL). y ° f
(e_mail: piza@espol.edu.ec). los canales. A partir de los registros que se

La membrana celular tiene una estructura
laminar formada por una doble capa de lipidos,
que representa un 35%, proteinas con un 62% y
un 3% de polisacaridos; el espesor de la
membrana tiene un valor no mayor a 100A. La
membrana es una barrera permeable, la cual
contiene sistemas de transporte como: bombas
ionicas, compuertas moleculares especificas; que
permiten el paso de moléculas o iones de cierta
clase. Los procesos de transporte en la membrana
tienen papeles importantes: regulan el volumen
celular y mantienen el pH y la composicion idnica
intracelular, con el fin, de suministrar un ambiente
favorable a la actividad enzimatica. Extraen y
concentran combustibles metabdlicos, precursores
del entorno y eliminan sustancias toxicas [13, 14,
15, 16,17]. Generan gradientes i6nicos esenciales
para la excitabilidad del nervio y del musculo.
Existen dos procesos de transporte a través de la
membrana, el Transporte Activo: consiste en el
transporte de sustancias en contra de un gradiente
de concentracion, lo que requiere un gasto
energético; se realiza a expensas de un gradiente
de H+ (potencial electroquimico de protones) y
por hidrdlisis de adenosin trifosfato (ATP del
inglés Adenosine TriPhosphate); y el Transporte
Pasivo: un ion que atraviesa la membrana celular
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obtienen con esta técnica se ha podido determinar
la probabilidad de apertura de un canal a ciertos
valores de voltaje.

Los modelos tedricos estan basados en
simulaciones, las cuales por ejemplo analizan la
energia que necesitan los iones para atravesar el
canal, las fuerzas de repulsion que sufre el ion
debido a la presencia de dipolos en la pared del
canal. En este tipo de simulaciones surgen
dificultades principalmente por el vacio entre las
escalas de tiempo a nivel atomico y las escalas de
tiempo macroscopico [2, 3, 4, 10, 11, 12, 18].

2. MODELOS

Existen diferentes tipos de canales idnicos en la
membrana celular, en este trabajo se considerara a
los canales i6nicos activados por voltaje, los
cuales son selectivos a cierto tipo de iones [20].
Se conoce que los canales idnicos tienen un
medio acuoso y ciertos grupos carboxilos
ubicados en lugares especificos de la pared del
canal, esto para cada tipo de canal.

Modelo 1: Debido a la falta de conocimiento
estructural de un canal i6nico se procede a
idealizar un canal i6nico, como si éste tuviera
obstaculos distribuidos aleatoriamente a lo largo
del canal, estos obstaculos representaran la
estructura y los grupos carboxilos, ver figura 1
[20]. Dos reservorios de forma cilindrica, de area
y longitud fija, estan en contacto con el canal
ionico, con igual concentracion de iones potasio,
denominando a esto: condiciones simétricas de
concentracion. La seccion transversal del canal
tiene un radio promedio de 3 A; el radio cristalino
del ion potasio es de 1.3 A, el radio hidratado del
ion es de 1.83 A y la longitud del canal es 12 A.
Debido a una diferencia de potencial (V) entre los
dos reservorios, los iones estardn pasando del
reservorio 1 al 2 y por tanto habrd un flujo de
iones a través del canal.

Se puede considerar que el paso de iones por un
canal i6nico es similar al flujo de electrones por
un metal. Por tanto, la densidad de corriente ( )

de un canal i6nico se puede determinar utilizando
la ecuacion:

I=cE
donde o representa la conductividad, que
caracteriza la facilidad con que un campo
eléctrico (E) induce una corriente en un medio, y
es igual a:

ner
m 2
N representa la densidad de los iones, € la carga
eléctrica del ion, 7 tiempo de relajacion y m la
masa del ion.

O =

FIGURA1

Paso de iones en presencia de un campo eléctrico
Modelando el transporte de iones de potasio a
través de un canal iénico de una
membrana celular

Membrana
celular
? s
° ® e~ @
Reservorio 1 ® canal iénico g, @ Reservorio2
® 0 e | ® [
IS F—

Movimiento de iones. Considerando que los
iones tienen un movimiento rectilineo acelerado
dentro del canal idnico, se tiene que el
desplazamiento de un ion es igual a:

d = vt +%at2 3)

la aceleracion que experimenta el ion, es debido a
la presencia de un campo eléctrico E y por tanto,
la ecuacion (3), se sustituye por:

d=v, t+%t2 @)

El término V,, es igual a cero al tiempo t=0 ya

que no existe campo eléctrico, y por tanto el
desplazamiento queda expresado como:

d=2Ep ¢
2m
Despejando t y promediando cada lado de la
ecuacion (5), se obtiene:

t— 2m A2 (6
eE
Denominando 7 al tiempo promedio, que
representara el tiempo promedio entre colisiones.

2m 2

o E d (7
Utilizando las ecuaciones de conductividad (2) y
densidad de corriente (1) se puede obtener una
expresion para la densidad de corriente de iones
dentro del canal:

j=ne /%d‘7 ®)

Distribucion de espaciamiento medio entre
obstaculos dentro del canal. Para calcular las
propiedades promedio de un conjunto de
particulas, por lo general se necesita conocer la
forma en que dichas particulas estan distribuidas.
En varias situaciones fisicas reales existe una gran
cantidad de eventos aleatorios que estan

T =



gobernados por la distribucion normal. Se dice
que una variable X tiene una distribuciéon normal

. . 2
con media U (—oo <u< 00) y varianza 0> 0,

si tiene la siguiente funcion de densidad:
FD=—1

2
©
—— Exp |-| XU
o, 27 V2 o,
Partiendo de la expresion de distribucion normal
se puede encontrar la raiz cuadratica media de X,

que representara la “distribucion de espaciamiento
entre obstaculos dentro del canal”:

+00

W:;[oq e Jx Exp [ (\/—O_JZJdX
(10)

Hay que tener en cuenta que los términos: 07 y U
son mayores a cero y que se ha considerado
U>>07 para tener los limites de integracion.
Realizando la integracion respectiva y con el
X1/2 ) d 1/2

de se obtiene:

2
u I 3/2
- Iy
( 4012) 2

cambio

/2 _

4 o,

3 u
Bessel | | —=

1 u? 3 u?
Bessel | | =, + Bessel | | =,
{4 40']2} {4 40']2}
an

Conductancia del canal i6nico. La conductancia
es una propiedad de la membrana celular y
especificamente del canal ionico, y representa una
medida de la facilidad con que los iones
atraviesan un canal i6nico de la membrana
celular. Como los iones tienen carga eléctrica, la
conductancia se manifiesta en forma de corrientes
eléctricas que atraviesan a la membrana celular.
La conductancia se mide en unidades llamadas
Siemens. Utilizando la ecuacion (8) y (11) se
obtiene la expresion de densidad de corriente del

ion:
2
EX __u L3
p[ 4031 2

i o2 [2E 1
j=ne m 4 o

2
Bessel 1 | —3,-Y" | Bessel | 1 u ~| o+
4’ 4o 4" 40,
2 2
Bessel | |1, -4~ |} Bessel I Q, u
{4 4o } {4 4o!
(12)

Sabiendo que el campo eléctrico se puede
expresar en funcion de la diferencia de voltaje de
la siguiente manera:

P.1ZA

2 1 uZ
+Bessel | | ——,—~—| +
4 40

E=Y
d 13)
y considerando las siguientes condiciones:
u=aV

u_aV

3 3

Se encuentra una expresion de corriente idnica
para un canal idnico provocado por el paso de
iones, si multiplicamos la densidad de corriente
por el area del canal (S):

o, = (14)

|=_3NnS /ﬂe3a
4Exp®* N\ md
239 _19
Bessel | [ g 4}rBessell [ 4,4} + y
19 39
Bessel | [4 4}rBesseI | [4,4}

(15)

Se puede observar otra variante de la Ley de
Ohm:

l=0cV (16)
con
o=_3NS [z e a
4EXp9/4 md
_39 _19
Bessel | [ 1 4J+Besse|| [ 4,4} +
19 39
Bessel | [4 2 + Bessel | [4,4}
(17)

que representa la conductancia del canal idnico.
Note que esta expresion de conductancia esta en
funciéon de magnitudes del ion y del canal, asi
como de la distribucion de obstaculos
representada por o.

La concentracion (n) de iones potasio en los
reservorios es 0.302 Molar (0.302 moles/litro), lo
que implica la presencia de 6=13 iones potasio.
La forma de los contenedores es cilindrica y sus
dimensiones son: longitud (I,) de 27x10"° m, y
radio () igual a 29x10"° m, S 4rea del canal
ionico, el radio (1) es 3x 10"° m, m la masa del ion
potasio 6.5x10%° Kg, d la longitud del canal
12x10"% m, e la carga del electron 1.602x10™" C
y o una constante que deberia tener unidades de
m/V. Ademas, la funcion Bessell [n,z] representa
las funciones de modificadas de Bessel de primera
clase.

Modelo 2: Desde el punto de vista cudntico
cuando un electrén se encuentra en un cristal, es
como si el electron se encontrara en un potencial
perfectamente periddico, que tiene la periodicidad
de la red cristalina [1, 19, 20]. El potencial
periddico se lo considera como resultado de la
distribucion de carga asociada con los nucleos
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ionicos situados en los puntos reticulares, mas el
potencial “extendido” promedio aportado por
todos los demas electrones libres que pertenecen
al cristal, de tal manera que se tiene en cuenta la
interacciéon promedio de un solo electréon con
todos los demas. Cuando el electron es acelerado
dentro de un cristal, la masa del electron aparece
diferente a la masa del electron libre, y se le
denomina masa efectiva. Este modelo considera al
canal i6nico como una red cristalina con cierta
periodicidad; esta periodicidad estd representada
por la estructura molecular uniforme del canal, es
decir, los dipolos que forman parte del canal que
hacen la oposicion al movimiento de los iones y
representarian los pozos de potencial. Por tanto, la
velocidad del ion en el canal es representada por
su velocidad de grupo, asociada con el “paquete
de ondas” del ion:

1 o€
v =~
¢ hok (18)
donde k es el nimero de onda asociado al
electron, € es la energia del ion en lared y h es la
constante de Planck dividido por 2. Segin la
fisica clasica “de” representa el trabajo realizado
por una particula viajando una distancia v, dt
bajo la influencia de una fuerza qE, por tanto:

_ _qE log
dé=qEv, dt =qE _— dt (19)
Diferenciando la ecuacion (18):

d%:ld(ae)zlazedk
dt ndt\ok/) nok? dt (20
de (19) despejando dk/dt y sustituyendo en (20):
dv
—9 _ L 62 E qE
dt  #* ok? @n

Comparando con la segunda ley de Newton para
la particula clasica:

o e (22)
se puede definir:
-1
+ o O’E
(8] e

como la masa efectiva del ion. Note que la fuerza
debido a la estructura del cristal esta contenido en
esta masa efectiva. Si el ion en reposo (k=0) es
acelerado por un campo eléctrico, el ion se
movera a valores mas altos de K y el ion llegara a
ser mas pesado. Considerando el efecto de la red
periodica en el valor de la masa efectiva del ion, y
suponiendo que éste se mueve en un medio
viscoso, utilizamos la ecuacion de Langevin:
* 12 *

m vi=-m yv+eE (24
resolviendo la ecuacion diferencial y calculando
la velocidad media, se puede hallar la expresion
de corriente idnica:

10

ns (exp(—y t)—1+7t) ,

mdty’ (25)
y finalmente la expresioén de conductancia:
ns (exp(—y/ t)-1+y t) ,
o= .
mdty’ (26)

3. DISCUSION

La estructura, forma y dimensiones de un canal
iénico no es conocida, por lo que, varios autores
la modelan, por ejemplo: ubican anillos dipolares
a la entrada y salida del canal o crean una barrera
de potencial energética [2, 5, 6]. Los obstaculos
propuestos en estos trabajos harian las veces de
grupos carboxilos o amino ubicados en la pared
celular del canal ionico, lo que provocaria los
choques aleatorios del ion. La ecuacion de
Langevin utilizada para describir el movimiento
Browniano de los iones, caracteriza a todas las
interacciones de las moléculas como resultado de
fuerzas conservativas y disipativas, al atravesar el
canal. Ademas, se asume que el campo eléctrico y
el coeficiente de friccion son independientes del
tiempo, lo cual podria ser verdadero o falso en
una situacion real. Se considerd que la funcion de
distribucion de espaciamiento medio entre los
obstaculos dentro del canal es una funcion
Normal. Como los canales idnicos activados por
voltaje tienen un segmento especial (S4) el cual
tiende a cambiar la estructura conformacional del
canal; los términos u y o; dependeran del voltaje,
ecuacion (14), y tendrian alguna relacion con el
segmento (S4), lo cual indica que para la
distribucion normal existe una gran concentracion
de valores alrededor de la media. Por tanto, al
término o se le puede considerar como una
constante cinética y en este modelo tendria
relacion directa con la estructura del canal i6nico
representando una fuerza de oposicion al
movimiento de los iones. Tomando en cuenta el
valor de conductancia citado en [6] y la expresion
de conductancia (17) se encuentra un valor para a
igual a 1.116x107 A/mV. Si a este valor lo
multiplicamos por 100 mV (voltaje tipico externo
aplicado a la membrana) implicaria que el valor
de u (distancia media entre obstaculos) es
1.16x10° A lo cual indica que el ion estd en un
continuo choque con las paredes u obstaculos
todo el tiempo.

Si analizamos el valor medio de la raiz cuadrada
del espaciamiento entre obstaculos dentro del
canal, ecuacion (11). Se puede observar que
mientras se incrementa el voltaje este parametro
aumenta de una manera proporcional a la raiz
cuadrada del voltaje; aunque estos valores sean
muy pequefios, esto implica que la estructura
interna del canal estd cambiando y que los iones



pueden pasar por el canal con cierta facilidad para
mayores voltajes ya que la distancia entre los
obstaculos va incrementandose. Segln Stryer [16]
“el canal i6nico se hace mas corto y ancho cuando
se enlazan los cationes: litio, sodio, potasio,
rubidio y cesio; lo que pone de manifiesto la
naturaleza  dindmica de las  moléculas
transportadoras. Los grupos carboxilo que rodean
el poro acuoso forman transitoriamente enlaces
coordinados temporales con el cation durante su
paso por el conducto”. Por tanto, la distribucion
de espaciamiento medio entre obstaculos que sé
considero¢ justificaria esta tendencia.

El modelo 2 propuesto considera al canal idnico
como una estructura peridodica unidimensional,
donde los dipolos eléctricos (representado por los
radicales amino o carboxilo de la estructura del
canal), forman dicha estructura. En este caso se
asume que el ion se moverd en un potencial
periodico dentro del canal. Este potencial se ve
reflejado en la masa efectiva de acuerdo con el
orbital donde se encuentre. Suponiendo que dicho
ion esta moviéndose en un medio acuoso, se
plantea usar la ecuacion de Langevin; con la
diferencia de que ahora la masa considerada es la
masa efectiva. Tomando el valor conductancia
igual a 55pS obtenemos una masa efectiva (m*)
de 6.166x10% Kg, 10 veces mayor que la masa
real del ion (6.5x10%° Kg). La relacion de
dispersion g(k) del ion en la red periodica,
permitiria obtener informacion acerca de la
estructura del canal en base a este modelo.

Los potenciales de interaccién no son conocidos y
por lo tanto, este modelo esta fuera del alcance
del presente trabajo, pero podria considerarse en
un futuro.

P.1ZA
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4. CONCLUSIONES

En el estudio de los procesos de transporte en
una membrana celular es necesario un
conocimiento mas detallado de la estructura y las
funciones de los diferentes tipos de canales
iénicos que se encuentran en la membrana; estos
conocimientos ayudarian a comparar propiedades
fisicas como: conductancia, permeabilidad,
probabilidades de apertura y cierre de canales;
con modelos tedricos planteados.

Los modelos desarrollados muestran de forma
sencilla como modelar la conduccién idnica a
través de la membrana celular. En el presente
trabajo se ha considerado el caso mas simple
donde tenemos condiciones simétricas de
concentracion (iones potasio), y debido a la
escasez de datos experimentales, no se puede
verificar el éxito de estas modelizaciones.

En el modelo que se considera una estructura
periodica de 4atomos, presenta una posible
solucion al problema de la conduccion de iones en
la membrana; la interpretacion de la masa efectiva
y su relacion con su estructura periddica podrian
simular el ordenamiento de dipolos eléctricos
dentro del canal. El modelo propuesto ha servido
para observar el comportamiento de la
conductancia y ademas se ha podido comparar,
obteniéndose resultados casi similares, pero como
se trata de un modelo bésico tiene ciertas
limitaciones.
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1. INTRODUCCION

Lo que se propone en este documento es resolver
un sistema no lineal planteando otro tipo de
problema equivalente: un problema de valor
inicial de primer orden. Esta idea la propuso D. F.
Davidenko alrededor de 1960 y actualmente tiene
un sinnimero de aplicaciones. Para esta forma
diferente de resolver un sistema no lineal hacemos
uso del concepto de homotopia y de la
continuacién numérica. Se demostrara mas
adelante que resolver el sistema de ecuaciones
diferenciales de primer orden con el dato inicial
es equivalente a resolver el sistema no lineal de
ecuaciones. Se hard uso del método de cuarto
orden de Runge-Kutta clasico para resolver
numéricamente el problema de valor inicial. Por
lo tanto, se tomara como una solucion del sistema
no lineal la solucion obtenida en el problema de
valor inicial. Se concluye este articulo
compartiendo algunos experimentos
computacionales.

Existen muchos métodos numéricos iterativos
convencionales para resolver sistemas de
ecuaciones no lineales, entre los que destacan los
métodos de punto fijo y los métodos de Newton y
sus variantes. Usualmente los métodos iterativos
clésicos utilizan formulas recursivas que producen
una sucesion vectorial que, dadas ciertas
condiciones, converge a una solucion del sistema
no lineal. Para garantizar la convergencia de la
sucesion construida, normalmente se necesita,
entre otras cosas, que el dato inicial se encuentre
“cerca” de una solucion del sistema no lineal,
ademas de que las funciones de varias variables
que componen el sistema cumplan ciertas
condiciones de continuidad y diferenciabilidad.
Otra técnica consiste en trabajar sobre un
problema equivalente de optimizacién. Sobre este
nuevo problema se pueden aplicar métodos de
optimizacion numérica conocidos, como el
método del gradiente o el método BFGS, sin
embargo, desde hace menos de una década, se
estan usando algoritmos metaheuristicos que
hacen uso de la computacion evolutiva, como los
“algoritmos genéticos” y la “busqueda dispersa”,
para resolver el problema equivalente de
optimizacion, con bastante éxito en cuanto al fl(Xl,Xz,Xs,...,Xn)zo
consumo de recursos computacionales y a los f (X X. X X ):0
resultados obtenidos. En [4] se propone un 2\T11723 0300001 0
algoritmo evolutivo para resolver sistemas no fs(xl,XZ,XS,...,Xn)zo
lineales. .

2. CONCEPTOS Y FUNDAMENTOS

Definicion 1.- Un sistema no lineal de
ecuaciones con incognitas es de la forma:

f (X, X, Xg0ee0,X, ) =0

! Martin Carlos, M.Sc., Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: cmmartin@espol.edu.ec).
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O en presentacion vectorial F (X) = 0, donde:
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X =(X, X5, Xg1000y Xy ),

£ (X, X0 Xg 0 X))

fo (X0 Xp 1 Xg1ee00 X)) .
F(X)=| fa(X, X, X, %) [ Y O esel

fo (X, X0, Xg1eees Xy )

vector nulode R".
Las n funciones f,,f, f,,....f,

general, funciones no lineales de N variables
reales independientes y que tienen un dominio en

comun el cual se va a denotar como QQ < R". Es
decir, paracada i =1,23,...,n:
f: Q — R

X = (X, X, , X500, X, ) = F,(X)

son, en

Definiciébn 2.- Suponga que las funciones
F,G:Qc R" - R" son continuas. Se dice
que F y G son homotépicas, si existe una
funcion continua H : Qx[01] - R" tal que
para toda XeQ ocurre que
H(X,0)=G(X) y H(X,1)=F(X). si tal
es el caso, llamaremos a la funcion H una
homotopia de G hacia F .

La idea del concepto de homotopia es que una
funcion continua G se pueda “deformar
continuamente” hasta convertirse en la funcion
continua F . La funcion que permite esta
transformacién es la funcion continua H
mediante el parametro 16[0,1]. Se podria
definir H de muchas maneras, pero es muy
comln trabajar con homotopias convexas Yy
definir H mediante la expresion:

H(X,2)=2F(X)+{1-1)G(X)

De esta manera, conforme A  varia
continuamente de 0 hasta 1, la funcion H
permite que G se deforme de manera continua

hasta convertirse en F .
¢Cémo este concepto nos puede ayudar para

5
resolver el sistema no lineal F(X ) =07 Laidea
es la siguiente: debemos partir de un sistema no

lineal H(X,O)zG(X)zB del cual se

conozca una solucion X . A medida que
“movemos continuamente” A desde el valor 0
hasta el valor 1, y tomando como base de partida

14

la solucion X, vamos resolviendo toda la

N
familia de sistemas no lineales H (X, /1): 0
hasta encontrar finalmente la solucidon deseada
X" del sistema no lineal

-
H(X,1)=F(X)=0.

5
:Qué sistema G(X)=0 utilizar? Tenemos
también muchas respuestas a esta pregunta, pero
es tipico definir para algin X € Q:
G (X)= F(X)—F(Xj

Obviamente, debido a la manera en que se

construyo la funcion G, es de observar que X

N
es una solucion del sistema G(X): 0. Note

N
que el sistema H(X, )= 0 define, bajo ciertas
condiciones, una curva continua y diferenciable
X =l//(ﬂ) en R" con punto inicial en X

cuando A =0 vy punto final en X cuando
A =1. Es decir, se tiene la funcion:

w:[0,1] > R"
12— X=y(1)
La continuidad y la diferenciabilidad son
condiciones  deseadas sobre la  funcién

X = (A) en todo su dominio. Consideremos
las siguientes preguntas: ¢(Como se puede
garantizar que la curva X = (1) existe, es
Unica y es de clase C'o ¢C6mo obtener la curva
X =y (4) numéricamente? ;Qué garantia
existe para que podamos afirmar que
X" =y (1) es una solucion del sistema no

5
lineal H(X,1)=F (X )= 02 Para responder a
estas preguntas necesitamos algunas definiciones
y teoremas que se presentan a continuacion.

Definicion 3.- Sea H:U cR"x R—>R"
una funcién con U conjunto abierto. Suponga
que existe un punto (X,,4,)eU tal que

H(Xo,lo)za. Se dice que H(X,ﬂ)=6

define a X como una funcién implicita de A en
un entorno de (XO,/lo) si existe un conjunto

abierto V. < R" tal que X, €V, un intervalo
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abierto (/10 - p Ay + p) con p>0 como
radio tal que V x (1, — p,4, + p)< U,y una
anica funcion w : (4, — p, Ay + p) >V tal
que para todo A € (4, — p, A, + p) la funcién
X=p(1) es
(X,2)=0
(w(2),2)=0)

Segun el concepto anterior,si se cumplen ciertas
condiciones, se puede garantizar la existencia de

la funcion X =y (1) que define una curva en

solucién  del  problema

(Es decir que

H
H

- *
R" con extremosen X con A =0y X con
A =1. Si ahora enunciamos el conocido teorema
de la funcién implicita aplicado a nuestra funcion

H , dicho enunciado quedaria como se detalla a
continuacion.

Teorema 1.- Sea H:U c R"x R —> R" una
funcion de clase C'(U) con U conjunto
abierto. Si se tiene el punto (XO,/lo)eU tal

N
que H(X,,4,)=0,y ademas H, (X,,4,)
es una matriz inversible, entonces la ecuacion

N
H(X,4)=0 define implicitamente la funcién
X =y (1) en un entorno abierto del punto
(Xy,4,). Ademés,  es también una funcion

1 P
de clase C~ en algun intervalo alrededor de A, y
es Unica.

Este teorema es muy importante porque
proporciona  condiciones  suficientes  para
garantizar la existencia y unicidad de la curva

X =y (1) en el intervalo A €[0]]. No s6lo
eso, también garantiza que X =y (1) es de
clase C'[01]. Dependiendo del problema a

resolver, puede ocurrir que U =R" xR. Lo

importante es que el dominio de la funcion H de
donde se considera la existencia, unicidad,
continuidad y diferenciabilidad continua de
X =y (1) contenga al conjunto Qx[01] de
nuestro interés. Dependiendo del problema,
podria no ocurrir esto. Es importante entonces
estudiar como se comporta la curva para el
problema en particular que se desea resolver. La
curva podria no llegar a alcanzar el punto para el
cuall. A =1 o podria recorrer una distancia
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“infinita” desde A =0 hasta A =1 debido a su
longitud no finita.

Procedemos ahora a enunciar el teorema de la
funcion inversa para funciones de un subconjunto

de R" en R". Este teorema es de gran utilidad
para discutir una proposicion que se enunciara y
demostrard mas adelante.

F:UcR"—>R"
funcién de clase C'. Sea X, eU tal que
F'(X,) es inversible y F(X,)=Y,.
Entonces, existen conjuntos abiertos V. y W
talesque X, eV, Y, eW y F:V >W es
una funcion biyectiva. Por lo tanto la funcion
inversa F 7 :W —V existe y es también de
clase c'.

Teorema 2.- Sea una

Ademés, ocurre que:
(F ) (o) =[F " (x,)]
Definicion 4.- Se dice que la funcion

F:R" > R" es un homeomorfismo si se
cumple que F es una funcidn biyectiva continua
sz -1 -z -

con funcién inversa F ~ también continua.

3. EL PROBLEMA DE VALOR
INICIAL

A continuacién se va a enunciar y a demostrar
formalmente un teorema que justifica el plantear,
como problema equivalente de un sistema no
lineal de ecuaciones, un problema de valor inicial.
Este teorema nos permite tomar la solucién del
problema de valor inicial como una solucién del
sistema de ecuaciones no lineales.

Teorema 3.- Sea H (X, 4) una funcién de clase
C' y la matriz Jacobiana H, (X, 1) inversible.
Suponga también que X =y (/1) es una
Cl[O,l]. La funcién

X =y (A) es una solucion de la ecuacion

funcién de clase

H(X ,ﬂ,)z 0 para todo 0< A <1, siy solo
si, X =y (1) es una solucion del problema de

valor inicial
X "(2)==[H(X,2)] *H,(X,4) con
H (X (0),0)=6 y ademas A € [0]]

Demo

Primera Parte: Supongamos que la funcién
X =y (1) satisface la ecuacion
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5
H(X,4)=0 paratodo A € [01] y definase Ia
funcion ¢(2)=H (X =y (1),1). Podemos
derivar entonces aplicando la regla de la cadena,
respecto de la variable A, ambos lados de la

ecuacion: ¢(/'t)= H(X =l//(/1),/1)=6

Entonces:

' (A)=Hu(X=y (1), 2) v (2)
+H, (X =y (1) ,4)=

Al despejar '(/1) de la ecuacion anterior,

suponiendo que H, (X,A) tiene inversa,
tenemos:

v’ (A)=—[Hx(X =y (). 2] " H,(X =p(2).2)

El X que satisface la condicion inicial

H (X (0),0)=6 es la solucion del sistema
H(X (0),0)=G (X)=0,
X =y (0)

Segunda Parte: Lo que debemos probar ahora es

es decir,

que X =w (1) satisface la ecuacion
H(X,/l)=6 para  todo 0< A<,
suponiendo que se cumple
v '(A)==[H,w(2),2)] " H, (v (2).2)

con y (0) = X y 1e[og].
Entonces:

[Hx( (4). )] v ' (A)=-H, (¥ (2).2)
Luego:

[Hx(‘//(/i)’/i)] 4 '(/1) +H, (W(ﬂ),l):B

Después: c;j/l[H (X =y (/I) , /I)] = 6

Se concluye entonces

- -
H(X =y (4),4)=C donde C es un vector
constante de R" para todo 0 < A <1. Pero por

R

la condicion inicial H (X (0),0)= 0, el vector
- -

constante C es el vector nulo O . Por lo tanto

H(X :w(/l),/l):6 paratodo A € [01].

que

16

Otra demostracion para esta segunda parte de la
prueba es la siguiente: Apliquemos el teorema del
valor medio a la funcién  vectorial

¢(2)=H(X =y (1),1). Debido a que ¢ es
una funcion vectorial de clase C* en el intervalo
[01], se procede a fijar un A en el intervalo
(O ,1] y aplicamos el teorema del valor medio para
funciones vectoriales en el intervalo [O,/l] donde
obviamente la funcion vectorial ¢ es también de
clase c'. Entonces, tendriamos
16(1)-40)<(1-0) 4" ()]

algin t entre O y A. Pero por la hipdtesis que
X =y (ﬂ) satisface la ecuacién diferencial para
todo A 0 y 1

5
51 (1) =H(X=p () ) ' (O +H,(X=p 1) §=0
para cualquier t entre 0 y A. Ademas, de la
condicion inicial tenemos

H(X = (0),0)=0=¢(0).
l¢ ()< (2 -0)[g (1)]=0

Se puede concluir de la dltima expresion que
#(2)=0, pero ¢(2)=H(X =y (2).2).

Por lo tanto H(th//(/l),/i)zfs para
2elo]].

Con la

para

entre se tiene que

Entonces:

definicién de

G (X)=F(X)-F (;() la ecuacion para la
funcion H(X , 1) es lasiguiente:

H(X,4)=AF(X)+@-4)G(X)=0
H(X, 4)=4 F(X)+(1-2) {F(X)—F (;(ﬂ

H(x,/z):F(x)+(/1—1)F(>ij=6

Entonces, la ecuacién que define implicitamente a
lacurva X =y (1) es:

F(X):(l—ﬁ)F(f(j

Al derivar ambos lados de la ecuacion anterior
respecto de A, aplicando regla de la cadena y
suponiendo que el Jacobiano de F (X ) es no

singular, para obtener el problema de valor inicial
equivalente al sistema no lineal, tenemos
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F'(X)X'(ﬂ):—F(X], de donde la

ecuacion diferencial es
X’(Z)z—[F'(X)]lth(j con dato
inicial X (0)= X .

Teorema 4.- Sea F :R" — R" una funcién de
clase C'. Suponga que el Jacobiano F ' es no
singular para todo X € R" y que F es un
homeomorfismo.  Entonces, para cualquier

)2 eR"  existe una CGnica  funcién
X (2):[01] > R" de clase C*[01] tal que

F(X)=@0-2)F (X) Ademés, ocurre gque

~-[F(x)]* F(Xj para todo

0<A<1ly X(0)=X.
Demostracion

Recordar que de la ecuacion

H(X, 1) =4 F(X)+(1-2) [F(X)—F (;)}

se obtiene que F (X)z (1—1) F (;(j Pero

por hipdtesis F es un homeomorfismo y por
ende F™ existe y es continua. Ademads, por el
teorema de la funcion inversa F ' es también de
clase C'yaque F esdeclase C'y F ' esno
singular para todo X € R". Entonces, para cada
Ae [0,1] se tiene la solucién  Unica:

(]

Note que X (0) = F 1{ F(f(ﬂ: X

Finalmente, derivando ambos lados de la ecuacion
anterior respecto de A, aplicando la regla de la

cadena y haciendo uso también del teorema de la
funcién inversa, tenemos:

X' (2)=D, F % [(1—/1) F (i)}

-(F 1)’ [(1—/1) F (;(ﬂ D, {(1—/1) F (;(

X (4)=

N
0

]
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X '(2)=-[F "(x)]™ F(f(j
Por tanto se tiene

X '(;t):—[F'(x)]-lF(f(j para todo

0<A<1 con dato inicial X (0)= X con

solucién Gnica de clase C! [0 ,1]

la ecuacién diferencial

4. EL METODO NUMERICO

Existen muchos métodos numéricos para resolver
problemas de valor inicial, pero los métodos de
Runge-Kutta son muy populares por su facilidad
de implementacion y por el orden de error local y
global que presentan. Se usara entonces el método
clasico de cuarto orden de Runge-Kutta para
resolver el problema de valor inicial antes
mencionado.

Sin embargo, suponga por un momento que se
desea implementar el método de Euler que

presenta un error local O ( h2) y un error global

O ( h). La ecuacién recursiva que resuelve el
problema de valor inicial es:

Xig=X;=h [F '(Xi)]il F(Xo);
i=0,12,...,.n-1

Recuerde que el método numérico discretiza el
problema y la variable h =l/n representa el
tamarfio de paso. EI nimero de subintervalos en el
cual es particionado el intervalo [0,1] es
representado por la variable n. Ademas

X0=X(O)=)—( y el valor de X es la

estimacion numérica de X (l) =X .

Si ahora introducimos una nueva variable
independiente t y la relacionamos con la variable

independiente A de la ecuacion diferencial

X '(ﬂ):—[F '(X)]"1 F(;(j mediante la
ecuacion t=—1In (1—1 ) al hacer el cambio
de variable tendriamos:

X' (4)=X ’(t)%:x ’(t)-ﬁ:— F'(x)]*F (;(j

Finalmente:
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X '(t)= —@-2)[F "(x)]™ F(f()

Pero antes vimos que: F (X )=(1—A)F (;(j

Por lo tanto, la nueva ecuacién diferencial ahora
con t como variable independiente es:

X '(t)=-[F'(xX)]*F(X)
Observe que si A =0, entonces t = 0. Ademas,

si A =17, entonces t — +o0. Por lo tanto, el
nuevo problema de valor inicial equivalente a
nuestro problema de valor inicial original es

X'(t)= - [F"(X)]*F(x) para

t €[0,+00] con X(0)= X . Si ahora aplicamos
el método de Euler con tamafio de paso h=1
tenemos la ecuacion recursiva:

Xig =X — [F '(Xi)]il F(Xi)?
i=012,...

Note que lo que se ha obtenido por tanto es el
método iterativo convencional de Newton para
resolver sistemas de ecuaciones no lineales que,
bajo ciertas condiciones, converge a la solucién

deseada X . Es de observar que si vemos al
método de Newton desde esta Ultima perspectiva,
se ha tomado un tamafio de paso que no es bueno,
junto con el método de Euler cuya aproximacion
es pobre en comparacién con la diversidad de
métodos numéricos existentes para resolver
ecuaciones diferenciales que presentan mejores
estimaciones de los valores exactos.

El método de Runge-Kutta que usaremos presenta
local O ( h5) y un error global

O(h4). Al discretizar el problema con un

un error

tamafio de paso h =1/n, donde n es el nimero
de subintervalos, tenemos la ecuacion recursiva:

X, =X, +2(K1 +2K, + 2K, +K,);
i=0,12,....,n-1

Las funciones K; son:

K, =-[F"(x,)]* F(f(]
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)l
]
K, =—[F "(X, +hK,) (

La estimacion de X (1)= X" es el valor de

X, - Se hicieron pruebas con sistemas no lineales

de hasta 5 ecuaciones con 5 incognitas con
excelentes resultados que se muestran en la
siguiente seccidn de este documento. Cabe indicar
que la precision obtenida ademas del tamafio de

paso h, depende del wvalor inicial
X(0)=X,=X.

5. SOLUCION DE ALGUNOS
SISTEMAS NO LINEALES

Como un primer ejemplo tomemos la funcion de

variable real f (X) =x*—e* sen (X) con
derivada

f ' (x)=3x*—e* [sen(x)+cos(x)].
Luego tenemos que

H (x,4) = x> —e* sen(x)+(1-1) (x03 —e” sen(xo))

con X, € R. Finalmente, el problema de valor

inicial correspondiente es:
©sen(x,)—x%,°
! ﬂ, — 0 0
x'(4) 3x? —e* [ sen(x)+cos (x) ] pare

todo 0< A <1y x(0)=x,.

A continuacion, en la figura # 1, se muestra la
curva de nivel H(x,4)=0 en R? con

distintos valores para X,. Se incluyen los

resultados obtenidos al ejecutar el método
numeérico de Runge-Kutta de cuarto orden en cada
caso. También se incluye la gréafica de la funcién

f (x)=x® —e* sen(x) en distintos intervalos.

El tamafio de paso h = 0.001 se utiliz6 en todas
las ejecuciones. En el eje horizontal hemos
ubicado los valores que toma la variable X,

mientras que los valores de la variable A € [O,l]
se encuentran en el eje vertical. Note que f tiene
muchos “ceros”.
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FIGURA 1
Curvas de nivel de H y Gréafico de f

Homotopia y continuacién numeérica en sistemas no lineales

Xo =1 Xo =15
10 F" ’// ‘\\\ | 10[F j/, \\ ““ =
o8| /"” \\\ 1| osl " \\ ‘\“ B
02l \\\ /f' 1| e2 & \\ ]
\ / i [ \\
00t \ / 4 0.0 :2 ! - . \ . / 2,
f (~0.0000000000020748) = 102 f(1.81125712485)~10*
Xo =—1 X, =10
10}’ e ‘\ “‘ B 1or \\ ]
0.8 - \\\ \“ - 08 |- \\\ 4
| \
| | 7 \ |
fi— 0.6831é649447) =10 f(9.353816905054) ~ 10 **
2f ] 4 // ]
-/
of — / e / ]
- F // / \¥// ] o; -
f(x)=x*—e" sen(x); xe[-2.2] f(x)=x° —e* sen(x); x e [24] |

Como un segundo ejemplo, veamos lo que ocurre
con el sistema no lineal:

xsen(y)-1=0
{xz +cos(2y)=0
Recuerde que el valor de X, que entrega el
método de Runge-Kutta es la estimacion del valor

exacto X . De aqui en adelante usaremos la
siguiente expresion para calcular el error:

E(Xn)zzn:‘ f; (Xn)‘ donde las f; son las
-1

funciones componentes del sistema no lineal. Los
valores de la variable X se encuentran en el eje
horizontal, los valores de la variable Yy en el eje

vertical. Se utiliz6 h =0.001 como tamafio de
paso. En la figura # 2 se muestra, para cada
corrida, la trayectoria homotépica de las
soluciones.
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FIGURA 2

Trayectoria de las Soluciones Segundo Ejemplo
Homotopia y continuacion numeérica en sistemas no lineales

Xo =3,Yo =3 Xo =—2,Yy =2
| gl
o /,,/ 4r =0 ©
O i
B A=1 \\\\
—— e B T
N
B // - 1=t -1}

E(0.9999999,1.5775244) =10~

E(—0.999999999, -1.5734342224) =10

Xo =4y, =-1 Xo=-2,Y, =4
| / A=1})
| 4 _—
J — _ L 4
/ /// A=0
e 2r } =1 2 /// -
S~ N
— \ I
) Z ‘z‘\\\\ 4 -4 2 2 4
A :\ 0 \\\\ - 7‘\
. P D
_— — / i —4 —
_— -4 ( 7~
e \ (

E(0.9999999,1.560841) = 10™*

E(-0.999999999, 4.7089958766) = 10~

Otro ejemplo es el siguiente sistema no lineal:

5x* —y?=0
4y —sen(x)-cos(y)=0

También con h = 0.001 como tamafio de paso,
se ejecutd el método numérico con distintos

20

valores iniciales (Xo,yo). En la figura # 3 se

muestra, para cada ejecucion, la trayectoria
homotédpica de las soluciones de cada uno de los
sistemas no lineales que se van resolviendo desde

A=0 hasta A =1.
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FIGURA 3

Trayectoria de las Soluciones Tercer Ejemplo
Homotopia y continuacion numeérica en sistemas no lineales

X, =1y, =1 Xo =—3,Yo =3

-10

<05

-15

E(0.1212419108,0.2711051556) =10 | E(-0.098161645,0.21950055660) = 10°

Xo =2,¥, =0 Xo =—2,Yy =—1
15F1=1 -
*/N:O 2 3
400 A l 2 3
057
-10F
-15¢ ,
E(0.12124168,0.271105101) =10~ E(~0.098163262,0.219500178) =10~

Consideremos ahora el sistema no lineal: Con el mismo tamafio de paso h = 0.001 usado

en los ejemplos anteriores, se muestran los
(X — 2)2 + (y _1)2 +Xy-3=0 resultados de dos ejecuciones del método
- numérico para este cuarto ejemplo.
xe*V +yz-3=0

sen(X+2z)+x—-y-z+1=0

TABLAI
Resultado de dos ejecuciones del método numérico con h = 0.001
Homotopia y continuacién numeérica en sistemas no lineales

Xo =Ly, =12z,=1 Xo =&Yy =—2,2y =7
X, = 0.3885222610700 X, = 3.039247388237
y, =1.0345501950139 y, =-1.610482827797
z, =1.341346675089 z, =6.013364389595
E(x,,y,,z,)=107" E(x,,y,,z,)=10"
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Finalmente, tenemos el sistema no lineal:

2 2 2
X“+2y“+cos(z)-w- =0 . L
y ( ) Se muestran también un par de ejecuciones de

3x* +y? +sen’ (Z)— w? =0 este sistema con h = 0.00001 como tamafio de
—2x* —y? —cos(z)+w? =0 paso.
—x? —y?—2co0s? (z)+w? =0
TABLA I

Resultado de dos ejecuciones del método numérico con h = 0.00001
Homotopia y continuacion numeérica en sistemas no lineales

Xo =3,Y0 =3,Z, =3,W, =3
X, = 0.998525959 X, =—0.9989511610
y, = 0.998525959 y, =-0.9989511610
z, =0.0456785223 z, =-0.0385347375

Xo ==2,Yo =—2,2y = —2,W, = -2

w, =1.9975435860
E(x,,y,.z,)=10"*

w, =—-1.9982520966
E(x,,y,.z,)=10""

Cabe mencionar que todos los ejemplos que se
mencionan en este documento fueron tomados de
[4]. Se realizaron pruebas con sistemas de hasta
cinco ecuaciones con cinco incognitas y con otros
sistemas no lineales de menor tamafio, que no se
muestran en este documento. En todos ellos se

trabajo con h =10",10"*,10" como tamafio
de paso.

6. CONCLUSIONESY
RECOMENDACIONES

Los métodos numéricos iterativos convencionales,
como los métodos de Newton, para resolver
sistemas no lineales, siempre deben ser la primera
opcion cuando se tiene algdn tipo de sospecha de
donde se encuentra alguna solucion, por su
precision y rapida convergencia, siempre que las
funciones que componen el sistema cumplan con
las hipotesis de algin teorema de convergencia.
Caso contrario, el método de la homotopia y la
continuaciéon numeérica es una opcidn valida para
resolver sistemas no lineales. Algo positivo de
este método es que permite ampliar el intervalo de
convergencia, tal como lo hacen los algoritmos
metaheuristicos para resolver sistemas no lineales.
Si la solucién encontrada al resolver la ecuacion
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diferencial no cumple con algin criterio de
precision requerido, podria tomarse la salida del
método homotopico como el “dato inicial” que se
necesita en algin método iterativo convencional
para tener una mejor estimacion de la solucion del
sistema no lineal. Es decir, ambos tipos de
métodos pueden trabajar de forma conjunta para
finalmente resolver el sistema no lineal. Cuando
se plantea el problema de valor inicial equivalente
al sistema no lineal se debe tener cuidado con el

valor X con el que se desea iniciar el trabajo
iterativo porque no necesariamente se va a tener
convergencia. Es importante, dependiendo del
problema, analizar la curva X =l//(/1) para,
segun el dato inicial escogido, estudiar si existe
174 (1) y si efectivamente este valor esta
estimando bien alguna solucion del sistema no
lineal. En [5] se dan sugerencias de como escoger
el dato inicial analizando regiones de
convergencia. El método numérico usado para
resolver el problema de valor inicial es de un

paso, podrian implementarse métodos mutipaso y
hacer un estudio comparativo de los resultados.
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SISTEMAS NO LINEALES Y LA METAHEURISTICA
SCATTER SEARCH

Martin Carlos*

Resumen. Este articulo presenta un algoritmo metaheuristico que permite encontrar soluciones reales a sistemas de ecuaciones no
lineales, en contraste a los métodos numéricos iterativos convencionales. Se demuestra que resolver un sistema no lineal de ecuaciones
es equivalente a resolver un problema de optimizacién, particularmente un problema de minimizacién. Se utiliza la metaheuristica
“scatter search” para el problema de optimizacion. Finalmente, se incluyen algunos resultados sobre la ejecucién del algoritmo en
sistemas no lineales.

Palabras Clave: Sistema de ecuaciones no lineales, scatter search, metaheuristica, problema de optimizacion.

Abstract. This article presents a metaheuristic algorithm that allows finding real solutions to systems of nonlinear equations, in contrast
to the traditional iterative numerical methods. We prove that solving a nonlinear system of equations is equivalent to solving an
optimization problem, particularly a minimization problem. We use the metaheuristic “scatter search” for the optimization problem.
Finally, include some results of execution of the algorithm used in nonlinear systems as examples.

Key Words: System of nonlinear equations, scatter search, metaheuristic, optimization problem.

Recibido: Febrero 2013
Aceptado: Marzo 2013

1. INTRODUCCION

Se usara la metaheuristica de “scatter search”
para resolver el problema de optimizacion. Se
dara una explicacion de cada uno de los pasos del
algoritmo. Un objetivo secundario es mostrar la
metodologia y la filosofia de trabajo del algoritmo
scatter search cuando se resuelven problemas de
optimizacion. Se podra apreciar que la mezcla de
calidad y diversidad que utiliza el algoritmo es
fascinante. Luego, la solucién real encontrada
para el problema de optimizacion es también la
solucidn real del sistema no lineal de ecuaciones.
sea alto. Son muy conocidos los métodos de Finalmente, se progedeacompartir Ios_ resultados
Newton y sus variaciones como Newton obtenidos al ejecutar .el algoritmo _que
Amortiguado, ~ Quasi-Newton o  Newton proponemos sobre algunos sistemas de ecuaciones
Mejorado. Existen también un sinndmero de no lineales que usaremos como ejemplos.
métodos de punto fijo. Otra caracteristica de estos
métodos iterativos clasicos es que son localmente
convergentes, es decir, el punto inicial, con el cual
se comienza a iterar, debe estar “algo cerca” de la
solucion para que el algoritmo converja en un
nimero aceptable de iteraciones. Lo que se
propone en este documento es un algoritmo
distinto. Lo primero que haremos es expresar el fl(Xl,X2 1 Xg gy X
sistema de ecuaciones no lineales en términos de fZ(Xl Xy Xy reeeiX

X

Existen muchos métodos numéricos iterativos
para resolver sistemas de ecuaciones no lineales.
Los algoritmos que implementan estos métodos
normalmente trabajan con matrices, y necesitan
ademas las primeras y segundas derivadas
parciales, o sus aproximaciones, de algunas
funciones de varias variables. Es necesario
también efectuar operaciones matriciales como
sumas, productos, incluso en algunos métodos
calcular la inversa de matrices, todo esto por cada
iteracion, lo que hace que el costo computacional

2. SISTEMAS DE ECUACIONES NO
LINEALES

Un sistema no lineal de ecuaciones con
incAgnitas es de la forma:

un problema de optimizacion y, se va a demostrar
formalmente, que resolver el problema de fs(x1 Xy, X550
optimizacion es equivalente a resolver el sistema .

no lineal. Una vez hecho esto, nos enfocaremos
en resolver el problema de optimizacion, que fn(x1 Xy, Xg,e ey X, ) =
consiste en minimizar una funcion objetivo que se
construye usando cada una de las ecuaciones que
componen el sistema no lineal.

O en presentacion vectorial F(X )= 0, donde:

X :(lexzyxgi"'lxn)’

! Martin Carlos, M.Sc., Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: cmmartin@espol.edu.ec).
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£ (X0 Xp  Xghen X, )
fo (X0, Xp  Xg oo Xy ) R
F(X)=| f3(X,,X,,X5,...,%,) | y Oes el

f (X0 X, Xg0eens X, )

vector nulo de R"

Se va a suponer
f_ son, en general, funciones no

f f, f 1,

lineales de N variables reales independientes y
que tienen un dominio en comun el cual se va a
denotar como Q < R". Es decir, para cada
i=123,...,n:

f,: Q — R

X = (XX, Xg .. X, ) = £, (X)
Se procede ahora a definir la funcion objetivo g
la cual tiene también obviamente su dominio en el
conjunto € :

a(x)=3 11, (X)) =

OO £ [+ £ (X) [+ +[£,(X)

que las N funciones

3. EL PROBLEMA DE
OPTIMIZACION

A continuacién se va a enunciar y a demostrar
matematicamente una proposicion que justifica el
plantear un sistema de ecuaciones no lineales en
términos de un problema de minimizacion.

Proposicion.- El vector

X" = (XI ,X;,X;,...,X:)e Q es una solucion

- . -
de F(X)=0 (es decir: F(X )=O), si y solo
si, la funcién g (definida anteriormente) toma

como valor minimoen X el valor 0
Demostracion
N

Primera Parte: Supongamos que F(X*)z 0.
Entonces para cada i =1,23,...,n ocurre que

f,(X")=0.

o(x7)=3.

f(x)
i-1
Ademas para toda i =1,23,...,n y para toda
X € Q se tiene que ‘fi(X)‘ >0, por lo que

9(X)>0 paratoda X € Q.
Entonces la funcion g toma el valor minimo cero

en X €Q

Luego:

=0
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Segunda Parte: Ahora supongamos que la funcién
g toma el valor minimo cero en X" eQ. se

debe entonces demostrar que F (X ) ): 6 .
Por  hipotesis g (X . ) =0.  Entonces
o(x")=3],(x7)| =0
i=1
Es decir

(x7)

+‘f2(x*)‘+‘f3(x*)‘+...+

f.(x")

Se debe probar que para toda i=1273,...,n

ocurre que f; (X* )= 0. Hagamos la prueba por

contradiccion. Supongamos que lo anterior es
falso, es decir, que existe una 1<i<n tal que

fi(X*)io. Si esto es asi, sucede que
a(x")=2]1(x") |
=[ £ (X7) [+ f2 (X7) [+] 2 (X7) |

£ (X7) \>o

lo que obviamente contradice la hipétesis que

+...+

dice que g(X*)z 0, lo cual no puede ser. Por

lo tanto, para toda 1<i<n se da que

fi(X*)=0 y F(X*)=6. Es decir, X~ es
una solucién de F(x)=8.

De aqui en més, para resolver un sistema no lineal
en particular, lo primero que haremos es construir
la funcion g utilizando las funciones

f, 6y fyr

1°n
Luego, el conjunto Q, para la ejecucion del
algoritmo, lo vamos a suponer de la forma:

O (X)X, Xgree % ) ER™ 04 <X < 3
para cada i=1,2,3,...,n

que componen el sistema.

Es decir, para resolver el sistema de ecuaciones
no lineales, se debe minimizar la funcién no lineal
g v se deben fijar cotas inferiores y superiores
para cada una de las variables del sistema. Se
espera que exista una solucion para el sistema no
lineal en el conjunto O, para que la solucién
encontrada en el problema de optimizacion la
podamos tomar también como solucion del
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sistema no lineal. Debido a que el sistema no
lineal es el modelo matematico de alguna
aplicacion o problema del mundo real, se puede
construir un conjunto 2 donde se sospecha o se
considera se encuentra la solucion del sistema no
lineal. La experiencia del modelador, o de las
personas involucradas en el problema que es
representado por el sistema no lineal, es vital y
sumamente importante para definir dicho
conjunto Q).

4. EL ALGORITMO
METAHEURISTICO

El problema de optimizacion que se pretende
resolver es un problema de minimizacion en el

cual la funcion objetivo g(Xl,X2 ,X3,...,Xn) es

una funcién no lineal y, cada una de las variables
independientes de (, estd acotada tanto inferior

como superiormente. Es decir, para cada
i=123,..,n ocurre que X; e[ozi ,,[)’i]. En
otras palabras:

Qzli[[oq,ﬂ]=[%ﬂ1] X [, 5] X 05, 5]

X...X [an,ﬁn]gR"

Para ejecutar el algoritmo necesitamos ingresar
entonces la funcién g vy, los N intervalos para

cada una de las N variables donde se cree que se
encuentra la solucién del sistema no lineal.

Algo importante de mencionar es que al usar
cualquier algoritmo metaheuristico  estamos
concientes que no existe garantia de encontrar el
optimo del problema, pero podemos encontrar una
“buena solucidn” en un tiempo prudencial y con
un  costo  computacional  aceptable, en
comparacion con cualquier método exacto que se
pueda usar para el problema de optimizacion.
Ahora, ¢por qué el algoritmo “scatter search”?
Porque ha sido muy ampliamente usado y con
mucho éxito para la optimizacién de funciones
lineales y no lineales de varias variables sobre un
espacio de soluciones que puede ser continuo y
también discreto. A continuacion se explica cada
etapa del algoritmo.

Generacién del Conjunto P

Lo primero que debe hacerse al resolver un
problema de optimizacion con “scatter search” es
construir un conjunto al que llamaremos P . Una
entrada del algoritmo entonces es el tamafio del

conjunto P, definida con la variable PSize. Los

elementos del conjunto P seran vectores de R"
que pertenecen al conjunto €. Es decir, cada
elemento del conjunto P es una solucion factible
del problema de minimizacién. Estos elementos
se van a generar aleatoriamente pero de forma tal
que podamos cubrir o abarcar todo el conjunto
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Q, para asfi tener diversidad en esta primera
generacion de soluciones factibles. Sin embargo,
el tema de la calidad es también importante en
esta primera etapa del algoritmo. A continuacion
se explica como se van a generar los vectores.

Cada variable independiente X; de la funcion g
“vive” en un intervalo [ai B ] Se va a dividir o

a particionar cada intervalo [ai ,ﬂi] en M

subintervalos. El nimero de subintervalos de
igual tamafio en el que se va a dividir el intervalo

[ai : ,Bi] se va a representar entonces con la

variable M, el cual es también un parametro de
entrada para el algoritmo. De esta manera, la
longitud de cada subintervalo (todos los

subintervalos para la variable X; tienen la misma
longitud) es: AX; = (B, —a; )/m

Ahora se van a generar PSize elementos con
una mezcla de diversidad y calidad. Primero
hacemos uso de la diversidad, ¢;como trabaja?

Asi: Para cada variable X; se selecciona

aleatoriamente un subintervalo (se genera un
ndmero entero aleatorio entre 1 y M), luego se
genera un ndmero aleatorio de punto flotante
dentro del subintervalo seleccionado
anteriormente, lo que va a representar el valor de
la i-ésima componente del vector. Esto se debe
hacer entonces por cada una de las n

componentes del vector de R". Finalmente, se
aplica un método de mejora al vector que se acaba
de construir, en otras palabras, a través de una
“local search” se busca si existe “cerca” de la
solucion generada otro vector que mejora el
comportamiento de la funcién objetivo (es decir
que minimiza la funcion Q). Posteriormente se

explicara la forma de trabajar de la busqueda
local. Pero, para asegurar la diversificacion de los
elementos en el conjunto P, la probabilidad de
elegir un subintervalo, para una variable

cualquiera X;, es inversamente proporcional a la
cantidad de nimeros de punto flotante generados
en dicho subintervalo de esa variable X;. De esta

manera se trata de “balancear” las soluciones a lo
largo de todo el conjunto Q. Como podemos
apreciar, se tiene ahora un conjunto P con una
mezcla muy buena de calidad y diversidad.
Busqueda Local

La “local search” o busqueda local implementada
recibe como entrada la solucién a mejorar y un
parametro adicional que le dice al método el
ndmero de intentos que debe hacer para buscar un
“mejor” vector en una vecindad del vector inicial,
este nimero de intentos estd en funcion del
nimero de veces que se va a evaluar la funcién
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g . ¢Como trabaja? A la i-ésima componente del

vector inicial se le genera un nimero aleatorio
que se le suma o se le resta a esa i-ésima
componente (lo cual también es aleatorio) de
manera tal que se obtiene un nuevo valor para esa
i-ésima componente y, de esta forma, al efectuar
esto N veces, se obtiene un nuevo vector. Aqui se
debe tener todo el cuidado de que el valor de la i-
ésima componente del nuevo vector respete los
limites definidos del subintervalo al cual
pertenece el valor de la i-ésima componente del
vector original (esto es lo que hace que la
bisqueda sea local, el nuevo valor de cada
variable no se debe salir del subintervalo en el que
se encuentra el valor original de esa variable).
Cada vez que se construye un vector en la
vecindad del vector original se ha realizado “un
intento”. Como resultado del intento se tiene un
nuevo vector que es descartado si no mejora la
funcion g o tomado como el nuevo vector

original si la funciobn g mejora con este nuevo

vector. Después de una cantidad de intentos (lo
gue es un argumento de este procedimiento) se
detiene la busqueda. Si se ha llegado al nimero de
intentos tope de busqueda definido a través del
argumento “numero de evaluaciones” y no se ha
encontrado una mejor solucion, el método
devuelve la primera solucién que se pasé como
argumento, es decir, se indica asi que “nos
quedamos igualitos”, no se encontrd nada mejor.
Cabe indicar que otro método que se implemento
para la bisqueda local es el conocido algoritmo
heuristico “Nelder-Mead” propuesto por Jhon
Nelder y Roger Mead en 1965 para la
optimizacion continua de una funcion objetivo sin
restricciones. Este algoritmo sélo utiliza la regla
de correspondencia de la funcion a optimizar y no
utiliza las derivadas parciales de ningin orden
para dicha funcién, motivo por el cual fue
escogido también. Ademas se trata de un
algoritmo que ha tenido mucho éxito en diversos
problemas presentando buenos resultados, pero
hay que tener presente que se trata de un
algoritmo local y no global. De esta manera, el
algoritmo scatter search que se ha construido tiene
la capacidad de ejecutar con cualquiera de los dos
algoritmos de bisqueda local antes indicados.
Construccion del Conjunto R

En el método de “scatter search” existe un
segundo conjunto importante, el conjunto R, el
cual es construido a partir del conjunto P . La
cardinalidad de este conjunto R es también un
pardmetro del algoritmo. Para construir el
conjunto R nos preocupamos que la variable
RSize, que define el tamafio de R, sea par, ya

que la mitad de los elementos de R seran
escogidos por calidad mientras que la otra mitad
por diversificacion, como ya se dijo, haciendo uso
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del conjunto P . Aqui es importante indicar que
se pudo haber parametrizado esto, es decir, que

b, elementos sean escogidos por calidad y b,
por diversidad teniendo  presente  que
b, +b, = RSize. Retomando, se toman

entonces los RSize/2 “primeros en calidad”

elementos del conjunto P (es decir, los mejores
elementos de dicho conjunto) y se incorporan al
conjunto R. ;Como escoger los elementos
restantes?

De los elementos que quedan de P se deben
tomar RSize/2 elementos més para completar el

conjunto R, ¢;cémo se lo hace para garantizar
diversidad? Se calcula la distancia de cada
elemento de P (ya no se consideran aquellos que
se llevan a R) al conjunto R con la féormula:

Sea Ve P, luego d(V,R)z MIL\I HV—WH y

el elemento que se almacena en R es aquel
elemento de P que dista mas de R, es decir, el
mas lejano al conjunto R . La norma utilizada
para calcular la distancia mencionada es la norma
euclidiana.

En este momento se tiene ya construido
totalmente el conjunto R con una mezcla muy
buena y adecuada de calidad y diversidad.
Actualizaciéon y Mantenimiento del Conjunto R
Durante la bisqueda del 6ptimo el conjunto R
debe actualizarse muchas veces y eso es lo que se
va a explicar. Cabe indicar aqui que el nimero de
actualizaciones del conjunto R es también un
parametro del algoritmo. Una vez construido el
conjunto R se procede a crear subconjuntos de
R . En esta implementacion el tamafio de cada
subconjunto es de dos elementos de R (pero en
otras implementaciones con scatter search la
cardinalidad de estos subconjuntos puede ser de
mas elementos), es decir, usando R se generan
todas las parejas posibles de elementos sin repetir,
porque se les va a aplicar un método de
combinacioén. ¢;Como trabaja el método de
combinacién? Eso se explica unas lineas mas
adelante. Al aplicar un método de combinacién a
cada subconjunto, se generan cuatro elementos y,
a cada uno de estos nuevos elementos (Illamados
vectores prueba) se les aplica un método de
mejora, es decir, se emplea la operacién de
bisqueda local explicada anteriormente para
estudiar la vecindad de estas “soluciones prueba”
en busca de unas mejores soluciones. Entonces,
por cada subconjunto se tienen cuatro “soluciones
mejoradas” que se afiaden a un conjunto

denominado Pool . Es decir que finalmente en
Pool se tiene el resultado de aplicar métodos de

“combinacion” y “mejora” a cada uno de los
subconjuntos construidos a partir del gran
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conjunto R . Una vez que el conjunto Pool esta
lleno se construye un conjunto de “vida corta”
Temp de forma tal que ahi se almacenen todos

los elementos de R y de Pool, es decir
Temp = RU Pool . Este conjunto temporal,
tiene una cardinalidad igual a la cardinalidad de
R mas la cardinalidad de Pool. Los RSize
mejores elementos son los que pasan finalmente
al conjunto R . ;Cuéantas veces ocurre esto? Hay
un pardmetro llamado “NUmero de lteraciones”
que se debe ingresar antes de correr el algoritmo
de scatter search, pues este parametro es el que
sirve para configurar el nimero de veces que el
conjunto R se va a actualizar. La opcion de
reconstruir el conjunto R, aclaramos, no se ha
incorporado en la implementacion. Es decir, si el
conjunto R permanece sin cambios después de
una actualizacion (debido a que el “combinar y
mejorar” no produce nada nuevo) se recomienda
una reconstruccion donde participa nuevamente el
conjunto P y el conjunto R se actualiza
nuevamente por calidad y diversidad. No se
implementd esta etapa debido a que no se lo
considerd necesario ya que en las pruebas que se
realizaron el algoritmo siempre encontraba
soluciones muy cercanas al 6ptimo, es decir, el
software encontraba correctamente valores muy
proximos al 6ptimo del problema de
minimizacion en todos los ejemplos de sistemas
no lineales en los que se lo puso a prueba. Cabe
indicar que se prob¢ el algoritmo en sistemas no
lineales de hasta cinco ecuaciones y cinco
incognitas, y con conjuntos Q “pequefios” donde
se sospechaba se encontraba la o las soluciones.
Pero seria importante considerar la reconstruccion
del conjunto R si se tienen sistemas no lineales
de mayor tamafio.

Método de Combinacion

El método de combinacién implementado es muy
sencillo y opera asi: se generan cuatro nimeros

aleatorios de punto flotante en el intervalo (0,1)

con la idea de aplicar combinaciones lineales
“convexas”. Es decir, el método de combinacion
lo dnico que recibe como pardmetro es el
subconjunto de R que tiene dos soluciones
SolA y SolB, y devuelve como salida cuatro
combinaciones lineales convexas distintas. Es
importante decir que esta salida no pasa
directamente a R ya que antes se aplica el
método de mejora a cada una de las cuatro
soluciones obtenidas por combinacion, y ellas si
pasan ya al conjunto R .

Método Principal del Algoritmo

A continuacion se va a mostrar el método
principal llamado “EjecutarSS™ que gobierna el
comportamiento y la operacion general del
algoritmo de scatter search que se implemento.

Todas las etapas o fases anteriores coordinan y se
enlazan aqui. A continuacién el método:

public double[] EjecutarSS(out double
MejorValor)
{
ArrayList Pool = new ArrayList();
ArrayList EvalPool = new ArrayList();
Stopwatch Tiempo;
double[,] MejoresValores =
new double[this.Numlteraciones, 2];
Tiempo = Stopwatch.StartNew();
this.GenerarP();
this.ConstruirR(this.P, this.EvalP, this.R,
this.EvalR);

ArrayList SubSets = new ArrayList();
int Iteraciones = 0;
while (true)

this.GenerarSubSets(SubSets, R);
while (SubSets.Count = 0)

double[][] SubSet =
(double[][])SubSets[0];
double[][] TrialSolutions =
this.Combinar(SubSet);
double Valorl =
this.LS(TrialSolutions[0], 100);
Pool.Add(TrialSolutions[0]);
EvalPool.Add(ValorUno);
double Valor2 =
this.LS(TrialSolutions[1], 100);
Pool.Add(TrialSolutions[1]);
EvalPool.Add(ValorDos);
double Valor3 =
this.LS(TrialSolutions[2], 100);
Pool.Add(TrialSolutions[2]);
EvalPool.Add(ValorTres);
double Valor4 =
this.LS(TrialSolutions[3], 100);
Pool.Add(TrialSolutions[3]);
EvalPool.Add(ValorCuatro);

SubSets.RemoveAt(0);
¥
this.ActualizarR(R, EvalR, Pool,
EvalPool);
MejoresValores[lteraciones, 0] =

EvalR[0];
MejoresValores[lteraciones, 1] =
Tiempo.ElapsedMilliseconds;
Iteraciones++;
if (Iteraciones == this.Numlteraciones)
break;
}
MejorValor = EvalR[0];
return R[O];

}
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5. SOLUCION DE ALGUNOS
SISTEMAS NO LINEALES

A continuacién se presentan algunas corridas del
algoritmo scatter search. Para empezar, y para
poder dar una interpretacion geométrica de los
resultados, vamos a mostrar lo que ocurre con la

ecuacion  f(x)= x> —e* sen(x). Haciendo
uso del teorema de Bolzano se puede probar que
f tiene un CERO en el intervalo Q) = [1,2]. Por
la proposicion  enunciada y  demostrada
anteriormente se puede afirmar que X~ satisface
f(x)=x®—e*sen(x)=0, siy solo si, X"
minimiza la funcion g(x):‘ x* —e* sen(x)‘
en el intervalo [1,2] con el valor cero. La figura #
1 muestra la grafica de la funcion f en el
intervalo [1,2], mientras que la figura # 2 nos
muestra la grafica de la funcion a minimizar ¢

en el mismo intervalo [1,2].
FIGURA 1

Sistemas no lineales y la metaheuristica scatter search
Graficode f(x)=x*—e* sen(x)
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FIGURA 2

Sistemas no lineales y la metaheuristica scatter search
Grafico de g(x)= ‘ x® —e* sen (X)‘
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Se puede observar que mayor a 1.8 es el valor de

* - -
X . En una de las corridas del algoritmo
metaheuristico de “scatter search” encontramos

que X" =1.8112693646 y que
g(x*):0.0000655681. Para esta ejecucion
se dividié el intervalo Q=[1,2] s6lo en 10

subintervalos y se solicitaron 5 actualizaciones

del conjunto R .
Un segundo ejemplo es el sistema:

xsen(y)-1=0

x? +cos(2y)=0
Se puede apreciar que el par ordenado (1,72'/2)
es una solucién del sistema en la regién
Q={(x,y)eR*/0<x<2,0<y<2}
La gréafica de la funcioén
g(x,y)=| xsen(y)-1|+| x* +cos(2y)|
sobre la region € del plano Xy se muestra en la
figura 3y en la figura 4.

FIGURA3
Sistemas no lineales y la metaheuristica scatter search
Gréfico de

g(x,y)=| xsen (y)—1\+‘ x? + cos (2y)‘
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FIGURA 4
Sistemas no lineales y la metaheuristica scatter search
Otra vista de

g(x,y)=| xsen (y)-1|+| x* +cos (2y)|
' f
il

En una de las ejecuciones del algoritmo “scatter
search”, para este segundo ejemplo, se obtuvo que

(x",y")=(1.0,1.5707963290621922)  y

que g(x".y")
solicitaron 5 actualizaciones del conjunto R 'y,
para cada variable, se ingresd el intervalo
[-1010], el cual se particiond en 10

subintervalos.
Otro ejemplo con interpretacion grafica es el
siguiente:

{ 5x*—y*=0

es cero. Para esta corrida se

4y —sen(x)—-cos(y)=0
Este sistema no lineal tiene solucion en
Q=[01]X[01]. La grafica de la funcion
g(x,y):‘ 5x2 — y? ‘+\ 4y —sen(x)-cos (y)|

se muestra en la figura 5.

FIGURAS
Sistemas no lineales y la metaheuristica scatter search
Gréfico de

0.0 0y 10

Con los mismos parametros de entrada de la
ejecucion del segundo ejemplo se obtuvo que
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(X, y") = (012124191148054805, 0.27110515579243255)

y que g(X*,y*) es del orden de 10™. Es
importante indicar que se pueden solicitar mas

actualizaciones del conjunto R, aumentar el
valor del pardmetro M, aumentar la cardinalidad

de los conjuntos P y R, todo esto con el
objetivo de mejorar la precision. Sin embargo, los
costos computacionales serdn mayores.

En otro ejemplo, considere el sistema no lineal
gue se muestra a continuacion:

(x=2)" +(y-1° +xy-3=0
xe*V +yz-3=0
sen(x+z)+x—-y-z+1=0

Se ejecutd el algoritmo “scatter search” y se

obtuvo como resultado la solucion
()

=(3.03924738054514, -1.6104828215273, 6.01336437928736)

y ademas que

g(x",y",27)=0.0000000345641 en 1la

region solida

Q=[-10,10] X [-10,10] X [-10,10]. se
solicitaron nuevamente 5 actualizaciones del

conjunto R yademas m =10.
Finalmente, como un Gltimo ejemplo, se tiene el
sistema no lineal:

x2 +2y? +cos(z)-w? =0
3xX*+y® +sen’ (z)-w? =0
~2x* —y? —cos(z)+w? =0
~x? —y?—2cos® (z)+w? =0
Este sistema no lineal presenta muchas
soluciones. Dos de ellas son: (1,-1,0,2) vy
(—1,1,0,—2). Se ingresaron como parametros

m =10, un total de 5 actualizaciones para el
conjunto R 'y el espacio de blsqueda
Q =[-1010]X [-10,10] X [-1010] X [-10,10]

. El'valor de la funcion g en el punto encontrado
(x Y. Z,W )
=(0.99896239, —0.99896202, 0.03718569, 1.99827054)

es igual a 0.000002593939, es decir, del orden

de 10°°.

Se realizaron pruebas con sistemas de hasta cinco
ecuaciones con cinco incognitas y con otros
sistemas no lineales de menor tamafio, que no se
muestran en este documento, con excelentes
resultados.
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A continuacién se muestra una tabla que compara los algoritmos metaheuristicos con los algoritmos
iterativos convencionales para la solucién de sistemas no lineales. Se presentan ventajas y desventajas de cada

uno.

6. TABLA COMPARATIVA

Algoritmos Metaheuristicos

Algoritmos Iterativos Convencionales

Ventajas Desventajas Ventajas Desventajas
Dominio de convergencia | La  implementacion La implementacion
ampliado debido a las | del algoritmo es mas del algoritmo es mas | Normalmente un
estrategias de | complicada, existen sencilla, usualmente | “pequefio” dominio
“diversificacion” muchas fases o0 etapas mediante  férmulas | de convergencia
involucradas recursivas

Se los puede utilizar para
determinar el  “dato
inicial” que necesitan los

algoritmos iterativos
convencionales o para
futuras  corridas  del

mismo algoritmo en un
espacio de busqueda mas
reducido

No existe garantia de
encontrar el 6ptimo
del problema, son
algoritmos que
utilizan en su trabajo
la aleatoriedad.
Ademas, pueden
quedarse  atrapados
en éptimos locales

Si el “dato inicial” se
encuentra dentro del
intervalo de
convergencia se
garantiza que el
método converge a la
solucion exacta

Pueden tener
dependencia de otros
métodos que
proporcionen el “dato
inicial” para poder
comenzar con las
iteraciones

Las funciones de varias
variables que se utilizan
no necesitan cumplir con
condiciones de
continuidad y
diferenciabilidad de
ningln orden

Espacio de blsqueda
considerable, en
general convergencia
lenta. La velocidad
de convergencia
depende del tamafio
del espacio de
bisqueda

No se necesitan célculos
matriciales tediosos ni
calcular derivadas
parciales de ningun orden

No se puede estimar
el nimero de
iteraciones necesarias
para estar tan cerca
de la solucién exacta
como se desee.

En general se tiene
convergencia
al menos cuadratica,
es decir, son métodos
rapidamente

Dependiendo del
método que se utilice,
las  funciones de
varias variables
empleadas deben ser

de clase C! o de

La técnica principal

convergentes clase C? o deben
satisfacer o cumplir la
condicién de
Lipschitz

Se  puede tener | Por cada iteracién

control sobre el error. | muchos calculos

Se puede estimar el | matriciales (en

namero de iteraciones | algunos  casos el

para que la distancia
entre la  solucion
exacta y el valor
estimado no supere la

calculo de matrices
inversas y producto
de matrices) y
calculos de derivadas

en que basan su
En una misma ejecucion | trabajo es una
se pueden encontrar | computacion
muchas soluciones, si es | evolutiva.
que existen Existe muy poca
teoria matematica

detras del método que
estudie o analice
convergencia y error

tolerancia deseada parciales
Si el sistema no lineal
Muchos teoremas vy | tiene muchas

soluciones, solo una
se puede encontrar
por cada corrida

proposiciones que
estudian convergencia
y error de los métodos

7. CONCLUSIONESY
RECOMENDACIONES

Los algoritmos metaheuristicos usados para
resolver sistemas de ecuaciones no lineales tienen
la ventaja de que las funciones de varias variables
gue componen el sistema no necesitan ser de clase

C*, por el uso del Jacobiano, ni de clase C?, por
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el empleo de la matriz Hessiana, ni ser
diferenciables, ni satisfacer condiciones de
Lipschitz como en los métodos de punto fijo. Los
métodos numeéricos iterativos convencionales
exigen estas condiciones en las funciones del

sistema no lineal f,,f,, f,,....,f. . En los
algoritmos metaheuristicos podrian las funciones
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anteriores incluso no ser funciones continuas

sobre su dominio Q< R" y sin embargo
algoritmos como scatter search podrian ejecutar
sin inconvenientes y resolver los sistemas no
lineales. So6lo necesitamos que las funciones se
encuentren definidas sobre el conjunto Q.
Ademas, estos algoritmos no necesitan efectuar
calculos matriciales que puedan complicar la
implementacion, consumir mucha memoria vy
tiempo excesivo de procesador. A pesar de que en
general los algoritmos metaheuristicos no
garantizan entregar la respuesta exacta, para
sistemas no lineales de pequefio o mediano
tamafio han probado tener mucho éxito. La
recomendacion principal para futuros trabajos es
la de implementar al menos un par de métodos
iterativos clasicos y de comparar los resultados de
ejecucion, en eficacia y eficiencia, con el
algoritmo metaheuristico que se presenta en este
articulo. Finalmente se podria intentar construir un
“algoritmo hibrido”, es decir, un algoritmo donde
algunas partes provengan por ejemplo del método
de Newton o de una de sus variantes y, por otro
lado, también tenga componentes que utilicen
“inteligentemente” la aleatoriedad como lo hacen
los algoritmos metaheuristicos.
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Otro trabajo a futuro que podria efectuarse seria el
de preparar el algoritmo de forma tal que no sélo
se puedan encontrar soluciones reales sino
también soluciones complejas para los sistemas no
lineales que las posean. Se puede apreciar también
que “scatter search”, el algoritmo metaheuristico
utilizado, no hace wun uso intensivo e
indiscriminado de la aleatoriedad, es decir, no
abusa de ella como si lo hacen, por ejemplo, en
general los algoritmos genéticos. La mezcla de
diversidad y calidad del algoritmo “scatter search”
muestra lo inteligente de su forma de trabajar.
Podriamos también considerar el empleo de otros
algoritmos metaheuristicos para resolver sistemas
no lineales. Finalmente, cabe mencionar que
existe otro método iterativo no tradicional que
permite resolver sistemas no lineales de
ecuaciones y que usa “homotopia y continuacion
numeérica”. En este método se expresa el sistema
no lineal en términos de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden donde se
podria, por ejemplo, usar algin método de Runge-
Kutta. Se trata de un problema equivalente, de
forma tal que la solucién del sistema de
ecuaciones diferenciales es también la solucion
del sistema no lineal de ecuaciones.
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INCORPORANDO BROUSSEAU EN DOS TEOREMAS
FUNDAMENTALES: PROBABILIDAD TOTAL Y BAYES

Petakos Kyriakos'

Resumen. El presente articulo intenta presentar la popular teoria de las situaciones didacticas TDS (theory of didactical situations),
establecida por Brousseau (Brousseau, 1997) y refinada por Chavarria (Chavarria, 2006), usando la llamada voz del aula en dos
momentos criticos para el aprendizaje de la probabilidad del nivel universitario. Vemos la formacion de un milieu, sobre el

entendimiento de dos teoremas de probabilidad, la Probabilidad Total y Bayes.

Palabras Clave: Probabilidad total, Bayes, Teoria de las Situaciones Didacticas TDS.

Abstract. The present article presents the popular theory of the didactical situations (TDS), as established by Brousseau (Brousseau,
1997) and refined by Chavarria (Chavarria, 2006), employing the so-called voices of the classroom in two critical points for the learning
of probability on the university level. We will see the formation of teaching environment that concerns understanding two probability

theorems, Total probability law and Bay’s theorem

Key Words: Total probability, Bayes, Theory of Didactical Situations TDS.
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1. INTRODUCCION

En los primeros afios universitarios la Teoria de
la Probabilidad, habitualmente como seguidora de
un curso de andlisis combinatorio (Sanabria,
2006), se considera fundamental en el desarrollo
del pensamiento matematico en muchas
disciplinas  diferentes. = Forma un  paso
imprescindible para organizar un programa de
estudios, que se puede justificar como terciario y
para preparar a los estudiantes para que piensen
de una manera més eficaz en sus carreras de
futuro. Un curso como el descrito arriba contiene
necesariamente las reglas y las leyes basicas de la
probabilidad con el objetivo de familiarizar a los
estudiantes con una forma de pensar tanto practica
como tedrica, la que les pueda parecer util en su
futuro proximo y lejano. Aqui vamos a destacar
dos, el teorema de la Probabilidad Total y la ley
de Bayes, (Feller, 1968).

Teorema de Probabilidad Total. Si Q simboliza

el espacio total de un experimento y A, es una

secuencia de eventos mutuamente excluyentes,
cuya union forma el conjunto Q, entonces por
cada posible evento B

P(8)- X P(B/AR(A)

Teorema de Bayes Bajo las mismas condiciones
de arriba, se concluye

P(B/A)P(A;)  P(B/A)P(A)

P(A/B)= P(B) :izp(B/Ai)p(Ai)

! Petakos Kyriakos, Dr., Academia Turistica Rodos Grecia.
(e_mail: kyriakospetakos66@gmail.com).

2. METODOLOGIA

Nuestra muestra consiste de 16 estudiantes de la
Universidad de Pireas, divididos por 4 grupos. La
division de los grupos se basa principalmente a
las relaciones ya desarrolladas entre ellos en un
sentido asertivo (Cadoche, 2009, Pérez, 2006).
Los encuentros realizados con ellos son 2 veces a
la semana que duran 2-3 horas cada vez. Se
presenta por parte del profesor el material
didactico con sus pruebas apropiadas, sus
consecuencias y un numero predefinido de
ejemplos adecuadamente elegidos. Al final se
pone para resolucion un problema, lo diriamos
especie de instrumento para poder formar una
imagen de lo entendido, cuyo desarrollo tendra
lugar en el segundo encuentro.

Ejercicio
En una carrera de caballos la probabilidad de
victoria de un caballo es 0,3 si el tiempo esta
bueno y 0,5 si el tiempo esta malo. El evento de
llover pasa con probabilidad 0,4.
1) (Cual es la probabilidad de victoria?
2) En el caso de que el caballo perdiera la
carrera, jcual es la probabilidad que el
tiempo estaba bueno el dia de la carrera?

Solucién
(seglin el modo de Sanabria, (Sanabria, 2010))

Etapa 1
Definicion de los eventos

\Y victoria del caballo, D derrota del

caballo, M el tiempo esta malo, B el tiempo
esta bueno. Entonces
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P(v/B)=03, P(V/M)=0,5,

P(M)=0,4
Etapa 2
Aplicacion de Probabilidad total

PV)=P(V nB)+PV M)
y mas detalladamente
P\V)=P(/B)P(B)+P(V/M)P(M).
Sustituyendo los nimeros

P(V)=03%0,6+0,5%0,4 =038

Etapa 3

Aplicacion de Bayes

P(B/D)-= P(BnD)_P(D/B)P(B)
P(D) P(D)

Pero

P(D)=1-P(V)=1-0,38=0,62

Por otro lado

P(D/B)=1-P(V/B)=1-0,3=0,7

Combinando las tres Gltimas relaciones,

P(B/D):M:Oﬁ&

>

3. PRESENTACION

Los cuatro grupos han escrito correctamente y
detalladamente la primera etapa del ejercicio, es
decir, la definicion de los eventos en la manera
apropiada, pero los dos tienen dudas sobre las
probabilidades condicionales involucradas en el
problema

P(v/B)=03
P(V/M)=05
Podemos ver unas ideas que tuvieron los
estudiantes:

P(V/M)=1-P(vV/B)
P(V/B)=1=P(V/M)
Cuando son entrevistados, obtenemos el didlogo

siguiente. P simboliza desde ahora en adelante el
profesor y A, B, C, D los grupos designados con
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indices diferentes para cada estudiante -miembro
del grupo-separadamente.

A, Asi que el tiempo malo es el complemento

del tiempo bueno, jno se concluye

consecuentemente a la relacion de abajo?

P(V/M)=1-P(V/B)
B, Naturalmente en el contenido del ejercicio

vemos dos numeros que no suman 1. Pero quizas
esconde alguna interpretacion dificil de los
teoremas.

P Si tenemos en cuenta que la ley probabilistica
del complemento se aplica cuando la negacion
esta en el numerador, i.e.

P(A/B)=1-P(A/B)
entonces se puede evadir un error asi.

A1 al menos de ahora en adelante nos queda en la

memoria. Los
sostienen algo asi.

El dltimo comentario pone mucha importancia
en el concepto del ejemplo, de paradigma y del
papel que desempena entre las dos partes
involucradas, el profesor y el estudiante. Diriamos
que atafie a la tercera parte de Brousseau
(Chavarria, 2006), al medio didéctico. Elegir un
ejemplo como nuestro ejercicio inicial sirve a un
doble objetivo: ayudar a aclarar la relacion de
arriba de forma practica, solo a través de una
comparacion de numeros, por parte del estudiante
y facilitar la tarea del profesor para diagnosticar
errores eventuales.

Secunda etapa

Aplicacion del Teorema de Probabilidad total.
Una vez subsanada la situacion de la probabilidad
condicional, escribir la formula del teorema
probabilidad total viene casi naturalmente
P(V)=P(\V /B)P(B)+P(V/M)P(M)

El adverbio casi refiere a la realidad de que los
libros estan abiertos y asi mientras un solo grupo
escribe la relacién con velocidad, los otros la
reproducen paso a paso consultando el texto.

P (Era verdaderamente facil entender que el
Teorema de la Probabilidad total estaba
escondido?

numeros verdaderamente no

Al Seguro que no. Nos ha ocupado muchas veces

desde el principio de semestre. Y al menos, en ese
concepto los ejemplos ya resueltos estaban
escritos muy detalladamente. No quedd espacio
de duda.

Bl (y C1 a la vez) Una vez definidas las
probabilidades condicionales, los componentes de
este teorema y su aplicacion parece como la

resolucion de una formula sencilla, a la que
estamos acostumbrados desde hace muchos afios.
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Tercera etapa

La aplicacion de Bayes, un teorema cuya
comprension a lo mejor formd para nosotros el
obstaculo mas grande durante el desarrollo de la
resolucion. Verdaderamente lo que pasa, lo que se
observa es una incapacidad por parte de los
grupos para representar lo que se pregunta. La
frase ;cual es la probabilidad de un tiempo bueno,
dada la derrota del caballo? no se puede
interpretar probabilisticamente En un esfuerzo de
evadir el efecto Topaze (Chavarria, 2006) como
lo caracteriza la teoria de Brousseau, tenemos que
profundizar en las razones, para las que nuestra
muestra encuentra tanta dificultad de adelantarse.
A la vez combinamos de grado permitido lo que
sostiene la zona de desarrollo proximo (Radford,
2008). Un proceso de equilibrar dos especies de
capacidades, la capacidad personal independiente
y la que se cultiva junto a una persona con mayor
experiencia.

C, Lo que personalmente me causa no sélo

dificultad, sino también una falta del contacto, es
este tipo de inversion de la realidad. Digamos
mejor la inversion de la logica. La logica implica
preguntar ;cudl es la probabilidad de la derrota,
asi que el tiempo esta bueno?

Dl Para mi, usando la primera etapa, creo que se

escribe algo probabilistico. Pero me da miedo
expresarlo. Me da la impresion de que todo viene
al revés.

P (viendo que el resto de los grupos comparte
estas preocupaciones) Entonces jpor qué no
emplear esta violacion de la logica, como ustedes
la caracterizan para asociarla con la aplicacion de
Bayes?

A2 Si ocurre nuevamente otra situaciébn para

nosotros paradoja, que no esta resuelta por Bayes,
(entonces qué haremos?

El comentario de arriba nos ofrece la
oportunidad de redefinir nuestro papel en Ia
ensefianza de hoy. Somos partidarios de Ia
doctrina que no estamos en el aula simplemente
para transmitir el conocimiento, sino para poder
contribuir a su construccion (Vrasidas, 2000). Asi
que no otorgamos una receta para cada instante
dificil en el proceso ensefianza-aprendizaje.
Provocamos la resolucion de un problema, como
el anterior, en etapas. En cada etapa observamos
los varios tipos de malentendidos y malas
interpretaciones que surgen y basandonos a ellos,
nos esforzamos en preparar un espacio en su
sentido amplio, donde la participacion del
estudiante sea la mayor posible.

P Cada caso en la matematica tiene su propio
tratamiento. La satisfaccion de nuestro trabajo
viene muchas veces de la diversidad de las
maneras, con las que podemos afrontar un
problema especifico. El refinamiento de las
exigencias del problema, nos conduce a lo que se
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debe hacer. En este caso, escriben sencillamente
lo que demanda la ldogica, segun su propio
vocabulario.

P(D/B)
Y luego inviértanlo como si fuera una fraccion
sencilla

P(B/D)
Creo que después, siguiendo la férmula del libro,
pueden desarrollarlo.

Observando lo que pasa en sus cuadernos,
veremos que el Teorema de Bayes se aplica
correctamente, un poco de manera dudosa y sélo
en uno de los grupos, aparece la formula
siguiente:

P(D/B)P(B) 0
P(D)

Sin otro lado en la igualdad. Tenemos que
comunicarnos mas intensamente con ese grupo
para que ponga al lado izquierdo en (1),
empleando una cadena de comentarios Yy
propuestas, sostenidos también por la ayuda de
los otros.

Al haber conseguido un cierto grado de movilidad
hacia la complecion del ejercicio, generamos un
dialogo entre los participantes segun el que:

P (Y ahora hemos completado la resolucion?

B, Otra aplicacion de la probabilidad total en el
horizonte, calcular P(D)
C, Para mi, seria mas facil interpolar una

pregunta, que requeria el calculo de P(D), es

decir una segunda aplicacion de la probabilidad
total. Y después pasar a Bayes.

A, No hace gran diferencia, si se introduce una

pregunta semejante. Lo que a mi me alerta
adelantar es escribir lo que pienses, analizarlo
segun alguna norma establecida y finalmente si
era o no una violacion de la logica.

B, En general, escribe lo que pasa por la mente,

aunque parezca extraordinario y haz todos los
comentarios al final. Al menos, obtienes una
solucion, algo concreto, un nimero, que pueda
alejar de alglin modo el miedo de moverse.

4. CONCLUSIONES

Lo que nos esforzamos presentar en este articulo
era la resolucion de un ejercicio, que atafie dos
teoremas fundamentales en cada asignatura
introductiva a la Probabilidad: El teorema de la
probabilidad total y el Teorema de Bayes.
Estamos bajo la influencia didactica de Brouseeau
y su tipologia de situaciones didacticas,
especialmente la situacién de la formulacion y la
de validacion. La primera se expresa con la
division de nuestra muestra en grupos, donde el
desarrollo de un dialogo productivo, en el sentido
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platonico (Theodorakopulos, 2002) es una tarea
facil a causa de las buenas relaciones ya
establecidas entre ellos. Seguro en este punto se
podria sostener que quizas esa interaccion de los
grupos pudiera limitar la autonomia, que forma un
principio fundamental tanto de los constructivitas
como los de Brousseau. Por eso diriamos que el
abordar sociocultural, cuyo resultado se considera
la autonomia estudiantil, se puede combinar
(Radford, 2008) para que se lleve a cabo nuestro
objetivo.

La segunda se realiza con la intervencion del
profesor en un momento oportuno para arreglar
una mal interpretacion o para alentar una
actividad, que genera dudas entre los estudiantes.
.Y que pasa con la situacion adidactica definida
por Brouseeau? Para conseguir esta situacion
segun el fundador del concepto, tenemos que
asemejar una situacion real, donde los estudiantes
utilizaran su propia experiencia y conocimiento
previo y seran capaces de articular conjeturas
destinadas al revolucionar la pregunta puesta.

El concepto moderno de la ensefianza requiere
que el docente provoque la adaptacion espectada
eligiendo adecuadamente los problemas puestos.
Dichos problemas, elegidos de modo que facilite
su recibo por parte de los estudiantes, tiene que
inducirlos a actuar, articular, pensar, y
evolucionarse a través de su propia motivacion.
(Brouseau, 1997, Radford, 2008).

En nuestro caso esa semejanza a la realidad no
es algo facil, ni sabemos si sea posible ejecutarla.
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En el ejercicio dado, hemos incluido bastante
vocabulario de la vida cotidiana, como el estado
de tiempo, bueno, malo, un juego de azar etc.
Pero todavia esta bastante distanciado que
bosqueje una situacion verdadera reproducida.

Pero si interpretamos el espacio de las
situaciones reales para que se incluya todo lo que
pasa en el aula, lo que 1laman los norteamericanos
en sus revistas voces del aula, entonces todo lo
que los estudiantes escriben y dicen, cada detalle
de su comportamiento es una componente de la
realidad didactica. En ese sentido, enfatizando en
las dificultades afrontadas, en sus comentarios,
insistimos en profundizar en su realidad de recibir
el nuevo conocimiento. Ademas el proceso
seguido esta inscrito tanto en las situaciones de
formulacion como en las situaciones de
validacion.

Generalmente, el estudio probabilistico, basado
y desarrollado a juegos de azar, esconde una
especie de actualidad, que surge en muchas
versiones durante su presentacion en el aula.
Depende de la disposicion del profesor, de su
esfuerzo para poder ampliar el medio didactico
Brousseano, emplear la realidad estudiantil. Una
realidad, que contiene sus miedos, sus
preocupaciones, sus contribuciones positivas y
negativas hacia el aprendizaje de la matematica.
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Resumen. El presente articulo discute la estimacion del margen de error en la proyeccion de proporciones a partir de una muestra,
utilizando una combinacién de muestreo y censo, El censo observa todas las unidades de una cierta categoria, y la muestra escoge
estratificadamente por conglomerados los de otra categoria. La estimacion de los margenes de error se realiza con la técnica del
bootstrap.
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Abstract. This article discusses the estimation of the margin of error in the estimation of proportions from a sample, using a
combination of a census and a sample. The census observes all units from certain category, while the sample chooses clusters in a

stratified way from another category. The estimation of the margins of error is done using bootstrap.
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1. INTRODUCCION

El proposito de la muestra para conteo rapido es
poder estimar el porcentaje de votos validos que
tendra cada candidato presidencial en la primera
vuelta de las elecciones ecuatorianas, llevada a
cabo el 17 del presente mes.

Este documento explica la técnica de seleccion de
la muestra para el conteo rapido, presenta las
expresiones matematicas que se deben usar para
la estimacién de las proporciones, y un analisis
del margen de error de muestreo de la estimacion.

2. POBLACION

La poblacion consiste en los electores
ecuatorianos a nivel nacional y no incluye a los
electores del extranjero. Estos estan agrupados en
juntas electorales, la mayoria de las cuales tiene
300 electores, las otras tienen menos de 300
electores. De esta manera los 11,000,000 de
electores estan agrupados en 39700 juntas.

Las juntas a su vez estan agrupadas por recintos
electorales, el mas grande de los cuales tiene 123
juntas, mientras que los mas pequefios tienen 2
juntas. EI mayor costo de tomar una observacion
es el de trasladarse al recinto electoral. Una vez
en el recinto, el costo de observar una junta o
todas las juntas es similar, por lo que se puede
observar todas las juntas en un recinto.

Hemos dividido los recintos electorales en dos
grupos. Los recintos grandes y los recintos
pequefios. En el grupo de los recintos grandes se
realizard un censo, es decir, no habra error de
muestreo en este grupo. En el grupo de recintos
pequefios se tomara una muestra, la cual tendra un
margen de error de muestreo.

! Vera Francisco, Ph. D., Profesor de la Escuela Superior
Politécnica del Litoral (ESPOL).
(e_mail: fvera@espol.edu.ec).

Al final se combina la informaciéon de ambos
grupos para obtener un solo estimador, y se
calcula el error de este estimador.

3. SELECCION DE LA MUESTRA

La muestra se selecciond usando muestreo por
conglomerados estratificado (Thompson, 2012).
En cada estrato (provincias y circunscripciones)
se toma una muestra aleatoria de los recintos
electorales. En cada conglomerado (recinto), se
realiza un censo (no una muestra).

La muestra es tomada solo del grupo de recintos
pequefios. Los recintos grandes no son
considerados al seleccionar la muestra.
Nomenclatura

A continuacion describimos los simbolos
empleados en las expresiones matematicas y
algunas de las relaciones entre los mismo.

i: Grupo (1. recintos grandes, 2: recintos
pequefios).

N; : Total de electores en grupo [

M : Total de recintos en grupo ¢

j : Provincia o circunscripcién (1 a 31)

Nij: Total de electores en grupo | provincia o
circunscripcion .

Mij : Total de recintos en grupo | provincia o

circunscripcion J .

31
N; = > Nij,i=12
j=1

31
Mi = Z Mij,i=1,2
2
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Nijk : Total de electores en grupo | provincia o
circunscripcion  J recinto K(K =1,..,M;;)
Mij y
Njj = 2 Nijk
k=1

Nijkc: Total de electores en grupo | provincia o

circunscripcion j recinto K que votan por
candidato C (C=1,..,11, incluyendo 8
candidatos, votos nulos, blancos y ausentes)

Nij-c: Total de electores en grupo | provincia o

circunscripcion j que votan por candidato C
Mij

Njj.c = 2 Nijke
k=L

N;.c: Total de electores en grupo I que votan
por candidato C

aa
Nic = > Nijc

j=1
Vijk: Total de votos validos en grupo |

provincia o circunscripcion j recinto K
8
Vijk =2 NijkC
c=1
Vij : Total de votos validos en grupo I provincia
o circunscripcion |
8
Vij = 2 Nijc
c=1

Vi : Total de votos validos en grupo |

8
Vi = z NlC
c=1
V : Total de votos validos
T, : Total de electores que votan por candidato C
Te = NL.c + NZ..c

Pc: Proporcion de electores (de los votos
vélidos) que votan por candidato C

Tc
Pc =V

M : Total de recintos en muestra de grupo 2 (los
recintos pequefios)
N: Total de electores en muestra de grupo 2

Mj: Total de recintos en muestra de grupo 2

provincia o circunscripcion j
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Nj: Total de electores en muestra de grupo 2
provincia o circunscripcion j
njc: Total de electores en muestra de grupo 2

provincia o circunscripcion j que votan por
candidato C
V; : Total de votos validos en muestra de grupo 2

provincia o circunscripcion j

8
Vj = anc

c=

4. ESTIMACION DE TOTALES Y
PROPORCIONES POR
CANDIDATO

Para el calculo de Tc necesittimos Ny . y

N, .. El primero se obtendra su valor exacto

por censo, mientras que el segundo se estimara a
partir de una muestra. El estimador del total seria

Te=Nyc+ Ny

El sombrero denota que no es el valor exacto sino
el estimado a partir de la muestra. Por esa razén el
primer término del lado derecho de la igualdad no
tiene sombrero.

Para estimar el segundo total se utiliza la

~ 31 n:

expresion matematica No. = > sz[“’j
=1 j

Para estimar V necesitamos V; y V,. El

primero se obtendrd su valor exacto por censo,
mientras que el segundo se estimara a partir de
una muestra. El estimador del total de votos

validos seria V =V, +V, . Para estimar el
segundo total se utiliza

—~ 31 V:
V=X NZj(Jj
i nj
La estimacién de la proporcién de electores que

votan por el candidato C es
= fC
pc ==

V

5. ANALISIS DEL MARGEN DE
ERROR DE LA PROPORCION POR
CANDIDATO

En el muestreo por conglomerados es dificil
obtener el margen de error del estimador
seleccionado cuando los conglomerados (los
recintos) tienen distintos tamafios. Asi que
procedimos a estimar el margen de error usando
la técnica de simulacion de Monte Carlo. En esta



estimacion suponemos un desconocimiento del
comportamiento del electorado.

Una vez que se tenga tanto la informacion del
censo de los recintos grandes, como de la muestra
de los recintos pequefios, se procede a estimar el
margen de error utilizando la técnica de bootstrap
(Efron, 1979).

Para la estimacion previa a la eleccion, se supuso
que todas las categorias, los 8 candidatos més los
votos nulos y blancos, tenian igual probabilidad
en cada voto. La muestra fue estratificada por
provincias, y en cada provincia se procedio a
escoger un numero de conglomerados. Se repitio
la simulacion mil veces, y se obtuvieron mil
posibles errores de muestreo. El error estandar de
los errores fue de 0.006, mientras que el maximo
fue 0.025. El percentil 95 fue de 0.012, indicando
que la probabilidad que el error de muestreo sea
menor a 1.2 puntos porcentuales es 0.95. Este
error es para la estimacion a nivel nacional
La noche de las elecciones, al tener los datos
reales que iban llegando del conteo rapido, se
procedio a realizar las simulaciones basadas en
bootstrap. Por cuestiones logisticas no se pudo
obtener todos los recintos en la muestra
seleccionada, pero se obtuvo un censo para los
recintos con mas de 53 mesas.

F. VERA

41

En la muestra final, el margen de error a nivel
nacional fue ahora mucho mas bajo, 0.0038, es
decir, 0.38 puntos porcentuales. Se proyect6 con
este margen de error que la proporcion del
candidato ganador era 56.47% de los votos.

Se obtuvo proyecciones a nivel provincial,
obteniendo los mayores méargenes de error en las
provincias de Bolivar, Morona Santiago, Napo,
Orellana, Sucumbios y Zamora Chinchipe, las
cuales tuvieron margenes de error superiores a 4
puntos porcentuales, pero menores a 10.

Las provincias de Guayas, Manabi, Pichincha y
Azuay, tuvieron margenes de error de 0.62, 1.04,
0.82 y 1.56 puntos porcentuales, respectivamente.

6. CONCLUSIONES

La estimacion del margen de error exacta en
muestreo por conglomerados, cuando estos son de
distintos tamafios, es un problema np-hard, que
resulta casi imposible calcularlos. La técnica del
bootstrap es una buena alternativa y da
estimaciones razonables.
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ANEXO: CODIGO ENR

#Parametros

corte=53 #Mayores a este nimero son grandes

basefile="Recintos.xIsx"

muestrafile="CalculoError.xIsx"

varnames=c("EMITIDOS","VALIDOS","NULOS","BLANCOS",
"LUCIO.GUTIERREZ","ALVARO.NOBOA",
"NELSON.ZAVALA""ALBERTO.ACOSTA",
"GUILLERMO.LASSO","MAURICIO.RODAS",
"NORMAN.WRAY","RAFAEL.CORREA")

#Trabajo
library(xlsx)

remuestreo=function(pob,mues,index,pmuestra)

{
res=matrix(0,nrow=nrow(pob),ncol=ncol(pmuestra))
colnames(res)=pvarnames
res=as.data.frame(res)
if(nrow(pmuestra)>0)

res[index,]=pmuestra
res[!index,]=pmuestra[sample.int(nrow(pmuestra),nrow(pob)-nrow(mues), TRUE),]

}

res
muestrear=function(res,grandes,ng,np)

i=1:nrow(res)

ig=i[grandes]
mg=res[ig[sample.int(length(ig),ng)].]
ip=i[!grandes]
mp=res[ip[sample.int(length(ip),np)].]
rbind(mg,mp)

estimar=function(pob,mues,grandes)

ig=mues$COD_RECINTO %in% pob[grandes,]$COD_RECINTO

rg=apply(mues[ig,varnames],2,sum)

sg=sum(mues[ig,"TOT_INSCRITOS"])

if(sg>0)
rg=(rg/sg)*sum(pob[grandes,"TOT_INSCRITOS"])

rp=apply(mues['ig,varnames],2,sum)

sp=sum(mues[lig,"TOT_INSCRITOS"])

if(sp>0)
rp=(rp/sp)*sum(pob[!grandes,"TOT_INSCRITOS"])

rp+rg

}

estprop=function()

rescir=t(mapply(estimar,basecir,muestracir,grandescir))
pestcir=cbind(rescir[,1:4]/Ncir,rescir[,-(1:4)}/rescir[," VALIDOS"])
totest=colSums(rescir)

N=sum(Ncir)
pest=c(totest[1:4]/N,totest[-(1:4)]/totest["VALIDOS"])
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rbind(Nacional=pest,pestcir)

}

error=function(i)

{
remuestra=mapply(remuestreo,basecir,muestracir,indexcir,pmuestracir, SIMPLIFY=FALSE)
rescir=mapply(function(pob,remues)

r=pob$TOT_INSCRITOS*remues

colnames(r)=varnames

r

}.basecir,remuestra, SIMPLIFY=FALSE)

rescir=mapply(function(pob,res)cbind(pob,res),basecir,rescir, SIMPLIFY=FALSE)
muescir=mapply(muestrear,rescir,grandescir,ngrandescir,npequefioscir,SIMPLIFY=FALSE)
rescir=t(mapply(estimar,basecir,muescir,grandescir))
colnames(rescir)=varnames
pestcir=cbind(rescir[,1:4])/Ncir,rescir[,-(1:4)}/rescir[,"VALIDOS"])
rcir=t(mapply(function(pob,remues)colSums(pob$TOT_INSCRITOS*remues),basecir,remuestra))
pcir=cbind(rcir[,1:4]/Ncir,rcir[,-(1:4)]/rcir[,"pVALIDOS"])
ecir=pcir-pestcir
totest=colSums(rescir,na.rm=TRUE)
tot=colSums(rcir,na.rm=TRUE)
N=sum(Ncir)
pest=c(totest[1:4]/N,totest[-(1:4)]/totest["VALIDOS"])
p=c(tot[1:4]/N,tot[-(1:4)]/tot["pVALIDOS"])
e=pest-p
rbind(Nacional=g,ecir)

}

transf=function(cir)

{
cir=as.character(cir)
il=cir=="Guayas Circ. 1"
i2=cir=="Guayas Circ. 2"
i3=cir=="Guayas Circ. 3"
i4=cir=="Guayas Circ. 4"
i=i1]i2|i3|i4
cir[i]="Guayas"
il=cir=="Manabi Circ. 1"
i2=cir=="Manabi Circ. 2"
i=illi2
cir[i]="Manabi"
il=cir=="Pichincha Circ. 1"
i2=cir=="Pichincha Circ. 2"
i3=cir=="Pichincha Circ. 3"
i4=cir=="Pichincha Resto"
i=i1]i2|i3|i4
cir[i]="Pichincha"
cir=as.factor(cir)

}

base=read.xlIsx(basefile,1,encoding="UTF-8")
base$CIRCUNSCRIPCION=transf(base$CIRCUNSCRIPCION)

#Correr desde aqui cada vez que se actualiza la muestra

muestra=read.xIsx(muestrafile,1,encoding="UTF-8")
muestra3CIRCUNSCRIPCION=transf(muestraSCIRCUNSCRIPCION)

basecir=split(base,base3CIRCUNSCRIPCION)
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muestracir=split(muestra,muestra$CIRCUNSCRIPCION)
indexcir=mapply(function(pob,mues)pob$COD_RECINTO %in%
mues$COD_RECINTO,basecir,muestracir)
pmuestracir=lapply(muestracir,function(x)x[,varnames]/x$TOT_INSCRITOS)
pvarnames=paste("p",varnames,sep="")
grandescir=lapply(basecir,function(x)x$JUN_JUNR>corte)
ngrandescir=mapply(function(i,j) sum(i&j),indexcir,grandescir)
npequefioscir=mapply(function(i,j) sum(i&!j),indexcir,grandescir)
Ncir=sapply(basecir,function(x)sum(x$TOT_INSCRITOS))

ep=estprop()

es<-lapply(1:200,error)
efin=array(dim=c(dim(es[[1]]),length(es)))

for(i in 1:length(es)) efin[,,i]=es[[i]]
dimnames(efin)=c(dimnames(es[[1]]),list(1:length(es)))
marg=apply(efin,c(1,2),quantile,probs=0.95,na.rm=TRUE)

#wh=createWorkbook()
wh=loadWorkbook("Analisis de Error.xIsx")
whbSheets=getSheets(wb)
#sheetEst=createSheet(wb,sheetName="Proyeccion™)
cs1=CellStyle(wb,dataFormat=DataFormat(*0,0%"))
[1=NULL

for(i in 1:ncol(ep))l1=c(l1,list(cs1))
#addDataFrame(ep,sheetEst,colStyle=I1)
addDataFrame(ep,wbSheets[[1]])
#sheetMar=createSheet(wb,sheetName="Margen de Error")
cs2=CellStyle(wb,dataFormat=DataFormat("0,00%"))
[2=NULL

for(i in 1:ncol(marg))I2=c(12,list(cs2))
#addDataFrame(marg,sheetMar,colStyle=I12)
addDataFrame(marg,wbSheets[[2]])
saveWorkbook(whb,"Anélisis de Error.xIsx™)
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