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PROLOGO

Se sabe que la humanidad ha avanzado lentamente hacia la conquista de los
conocimientos y la mayor de estas es la escritura, con ella la humanidad alcanzé el més
alto sitial en la creacion; pero tan antiguo como ella, es el concepto de cantidad. Esto
nace aun antes de la escritura por eso la ciencia de los nimeros estan importante como

la vida misma.

El avance tecnoldgico funda sus bases en los conceptos primarios, lo que

estudiados, desarrollados y perfeccionados han llevado al hombre hacia grandes

conquistas.

La aventura del pensamiento nos ha llevado de la mano con la tecnologia a
descubrir grandes realidades. Por ello mi deseo es plasmar en las paginas de este tercer
tomo, en su cuarta edicidn del solucionario del libro problemas y ejercicios de analisis
matematico por B. Demidovich, el planteo facil a los diversos ejercicios que se
presentan, ademas se incluye una coleccion de gréficos los que ayudaran eficazmente a

la captacion de los diferentes problemas.

Mi agradecimiento al lector por la preferencia que brindan a cada una de mis
publicaciones, las que emanan del deseo de que encuentren en ellos una ayuda para su

avance y desarrollo intelectual.

EDUARDO ESPINOZA RAMOS
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CAPITULO VI

FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

6.1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES.-

(T) DEFINICION.- A una funcién de dos variables x e y se designa por
z=1f(x,y) donde las variables x e y se llaman
argumentos o variables independientes, en forma similar para el caso de

tres variables.

(¢) CONCEPTOS DE EXISTENCIA DE LA FUNCION.-

Se entiende por campo de existencia de la funcion z = f(x,y) al conjunto de
puntos (x,y) del plano XY que determinan la funcién dada.

(5) LINEAS Y SUPERFICIES DE NIVEL DE LAS FUNCIONES.-

La linea de nivel de la funcion z = f(x,y) es la linea f(x,y) = ¢ del plano
XY, en cuyos puntos de la funcién toma un mismo valor z = c.

Se entiende por superficie de nivel de una funcion de tres variables
u = f(x,y,z) a la superficie f(x,y,z) = ¢, en cuyos puntos la funcién toma un

valor constante u = c.

1782  Expresar el volumen V de una piramide cuadrangular regular en funcién-de Su

altura x y de su arista y.
Desarrollo
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Por Pitagoras se tiene: 4b2=2al => a2=232

En el tridngulo ABC, setiene: y2=b2+x2 => b2-y2-x2

por Pitdgoras se tiene: h2- a2- (L:y) i (2)
Como F =—area base)x(altura) , en donde ahora reemplazando (2) en (1) se tiene:
Area base =a2=2(y2-x2) y laaltura es x h2=(x-y)2+z2- ) = h2= 492+3£X 7)2 de donde
Luego V =32:(y2-x2)x="(y2-x2) V="-(y2-x2) * 4 1E Z , ademés  de lasuperfide laterales:

1783  Expresar el area S de la superficie lateral de un tronco de pirdmide regular, en S =6Al donde Ax=>"Yh , que al reemplazar h se tiene:
funcién de los lados x e y de las bases y de la altura z.

Desarrollo 6(xty)  22+3(x-y)2 S =-(X +Y)yi4z2+3(x- y)2

Haremos la representacion grafica de acuerdo a los datos"del problema.

1784 Hallar /(»,3 f(l,-Dsi f(x,y) =xy+—
En el AABC se tiene: a2=(x-y)2+z2 . (1) (2 ) yid-h (x.y) =xy y
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Desarrollo
1
Como f(x,y) =xy+~ => [;,3) =¢)(3)+N-=1~ +A =
(y)yy cé)c%_()326|3
11 3)=| vy f,-1)=-2
2 2
1785  Hallar f(x,y), f(-x,-y), 1 si f(x,y)=X vy
xy /(xyy)
Desarrollo
_n2- . _(-™M2-(->)2 _"2- |
f(x,y) = —5 - = f(-x,-yj =~ LTl = q L
(x.y) 2xy ( y) 2(-x)(-y) 2xy

1786  Hallar los valores que toma la funcién f(x,y) = 1+ x - y en los puntos de la

pardbola y - x2 y construir la grafica de la funcién F(x) =f(x,x2).
Desarrollo

Se tiene que f(x,y) = 1+ x - y entonces

Funciones de Varias Variables

F(X) =f(x,x2)=1+x-x2 = y - \+x-x2
: 5 .12
ahora completamos cuadrados se tiene y - —=—{jc- 5

gue nos representa una parabola de vértice cuya gréafica es:

1787
circunferencia x2+y2- R2
Desarrollo
) , X4+2xy2+y4 X2+y2)2
Como z=f(x,y)= - gysy_ :rr(1 -X--ZZ?
I-x -y I-(*+y )
; R4
Como x2+y2=A2 entonces z="T(x,y)-
\-R¢
i~2 2
1788  Determinar f(x) si / (— = -------- — , (xy>0)

X y
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Desarrollo

-+i

f(x) = =X

Hallar f(x,y) si f(x +y,x-y) =xy+y

Desarrollo
u+v
X = -
Haciendo 2
u-v
y -

Como /(x +/,X-.y¥=Mw,vf=9r L Ly (L

u2-v2 u2 2uv Vv2 W2 W u2-uv
4 + 4 4 + 4 2 2 2

X2-X>7?
O [(*,*) =

Sea z=y[y +/ (Vx- 1). Determinar las funciones fyz si z=x para y=1
Desarrollo
Como z=yfy+/ (Vx-1) yz=x paray=1

Entonces x=1+/(Vx-1) = /(Vx-1)=x-1

1791

1792

Funciones de Varias Variables

Sea w=V x-1 = Vx=w +1 => x = (m+1)2
/(V1-D)=/(m)=(u+12-1=u2+2u /(xX) =x2+2x
como /(Vx-D)=x-1 entonces z=x-\+y[y

Sea z =xf(;). Determinar las funciones fy z, si z=>/l+>2 ,para x= 1

Desarrollo

Como z=xf(— = yjl+y2="F(y), donde z=yj\+y2, para x=1
X

Como z=jc/(—y f(y) =xA+y2 entonces

-Vx2
(9 =11+(—5 =--- de donde Z:Xf(yqfx X
X V X X N <

i v

Hallar y representar los campos de existencia de las siguientes funciones:

a) z=<y/l-x2-y2
Desarrollo

Para que z=yjl-x2- y2 esté bien definida debe cumplirse que

L x2->2>0 dedonde x2+>? <1

Luego su campo de existencia es el disco de radio 1



Eduardo Espinoza Ramos

b) z-1+y]-(x-y)2
Desarrollo

Para que z = 1+yj-(x-y)2 esté bien definida debe cumplirse que

-(x-y)2>0 dedonde (x-y)2<0 como (x-y)2<0 =>y=X

Luego y = x es el campo de existencia de la funcion z = 1+yj-(x- yY

c) z=In(x+y)
Desarrollo

Para que z=1In (x +y) esté bien definida debe cumplirse x +y > 0, que
nos representa un semi - plano que se encuentra sobre larecta x +y >0

Funciones de Varias Variables 9

d) z=x+arccosy
Desarrollo

Sea W =arccosy => e0S W =Y, pero cComo coseno varia entre -1 y les

decir para este caso -1 <y < 1 y la x toma todos los valores reales.

Luego el campo de existencia nos representa una faja comprendida entre
-ly |l

e) z=VT-jc2+yj\-y2
Desarrollo

z=\j\-x2+yj\-y2 estabien definidasi I-x2>0 a \-y2>0
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donde x2<1la y2<1l =>-1<x<1a -1<y<1, quenosrepresenta
un cuadrado

Y1 i

f) m=yjR+y2-a2)(2a2~x2-y 1), (a>0)
Desarrollo

z = f(x,y) esta bien definida si se cumple que:

(x2+y2- a2)(2a2-x2- y2)>0 de donde se tiene:
(x2+y2-a2>0A2a2-x2-y2>0)v (x2+y2-a2<0 a 2a2-x2-y 2<0)
(x2+y2>a2a x2+y2<2a2)v (x2+y2<a2a 2a2<x" +y~)
{a2<x2+y2<2a2) v (2a2<x2+y2<a2)

a2<x2+y2<2alv N => a2<x2+y2<2al _

Luego a2<x2+y2<2al nos representa su anillo.

Funciones de Varias Variables n

Desarrollo
z = "Jysenxesté definida siy sen x > 0
comoysenx >0 <> (y>0 asenx>0) v (y< 0a sen x< 0)
< (y>0 a2mi<x<(@2n+ Htc)v

(y<0 a (2n+ticx < (2n+ 2)n
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J) z=1In(x2+y)
Desarrollo

La funcién z = In(x" +y) esté definida si x2+y >0 que nos representa

. , 2
la parte del plano por encima de la pardbola y = -x

ky z= arctgé--z(-- ¥ i)
1I+xy

Desarrollo

X X
Como z =arctg{5 77y:> tgz=- d_¥
1+ x2y 2 1+

Como tgz varia ent&e - 72 se tiene:

__ < X~y-<— ycomo 1+J2]2>0 entonces
2 1+xV 2

) (Q+x2v2)< x -y <—2—(1+ *2y2) dedonde

X-y+1(1 +x2y2)>0 AN-(\+x2y2)+y-x>0
2 2

A r

Funciones de Varias Variables 13

ambas desigualdades son validas paratos x, y e R

Luego el campo de existencia es todo el plano XY

Desarrollo

La funciébn z =—j esta definida para todo x,y e R que cumple

X"+y2* O es decir que el campo de existencia es R2 menos el origen

Desarrollo

La funcion z = estd definidasi y- Vx >0 a x>0 de donde

yJy-Jx
y>4~x a x> O que nos representa la parte del plano sobre la rama de

lapardbola y =Vx y ala derecha del eje Y sin incluirlo.
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Desarrollo

La funcion z=— +—esta definidapara x- | *0 a y * 0, es decir
je-1 y

que el campo de existencia es todos los puntos del plano menos los puntos
de lasrectas x=1a y=0

YII

0) z=yjsen(x2+y?2)
Desarrollo

La funcién z = Jsen(x2+y2) estad definida para sen(x2+y2)>0

dedonde 2nn<x2+y2<(2n+D™, neZ+

Funciones de Varias Variables 15

1793

Hallar los campos de existencia de las siguientes funciones de tres argumentos.

a) u=Vx+gy+yfz
Desarrollo

La funcion u =\fx +y[y +Vz estd definidasi x>0Ay>0AZ>0

que nos representa el primer octante incluyendo la frontera.

b) u=In(xyz)
Desarrollo

La funcién u = In (xyz) esté& definida si xyz >0
De donde (x>0 a y>0 a z>0) v (x<0 a y<0a z>0) v
(x<0 ay>0 a z<0) v (x>0ay<0 a z<0)

Que nos representa el ler, 3er, 6to y 8vo octante sin incluir la frontera.
C) U =arcsec X + arcsen y + arcsen z

Desarrollo
Como la funcién seno varia entre -1 y 1 se tiene:
-1<x<l a -1<y<1a -1<x<1quenosrepresenta un cubo.

d) u=yijl-x2-y2-z%
Desarrollo

La funcion u=yj\-x2- y2-z 2 esta definida si:

- x2-y2-22>0 => x2+y2+z2<1 que nos representa el interior

de una esfera incluido el borde.
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Construir las lineas de nivel de las funciones que se dan a continuacidon y

1794
averiguar el caracter de las superficies representadas por dichas funciones:

a) z=Xx+y
Desarrollo
Hacemos z=c¢ donde ¢c=0, +1, £2,...

Luego x +y =c nos representa rectas, que vienen hacer lineas de nivel.

©)

b) z=x2+y2
Desarrollo

En forma similar que la parte a) se tiene x2+y2=c , donde ¢ =0,1,2,...

y las lineas de nivel son circunferencias concéntricas con centro en (0,0)

donde c>0

17

Funciones de Varias Variables

Z=X2-y2
Desarrollo

Haciendo z=c,c e R setiene x2-y2=c que son hipérbolas que nos

representa a las lineas de nivel.

Desarrollo

Hacemos z = ¢ luego c=yjxy => xy=c2 que son hipérbolas

equilateras y nos representan a las lineas de nivel.
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z=(\+x+y)2
Desarrollo

Hacemos z=c dedonde (1+x+yY -c = x+y+ cl

=> x + Yy = k que son rectas paralelas y nos representa a las lineas de
nivel.

Funciones de Varias Variables 19

) z=1-Ix|-|y|
Desarrollo

Hacemos z=c => ¢= 1- Ix |- ly | de donde

[ x|+ ]y |=k donde k= 1- c que nos representa las lineas de nivel que

son cuadrados

Desarrollo

Sea z- ¢, ce R esdecirr y=cx* que son pardbolas y que nos
representa las curvas de nivel.
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h) = -j:
\iX
Desarrollo

Hacemos z=-~==c,c g R => y =cVx que nos representa ramas de
yIX
la pardbola y que son las lineas de nivel.

Desarrollo

i 2X 2 2 2
Hacemos z=c¢, ¢ g R es decir, ——---- —=C = X +y =-X que
X +y c

son circunferencias que nos representa las lineas de nivel.
1795  Hallar las lineas de nivel de las siguientes funciones:

a) z=In(x2+>)
Desarrollo

Hacemos z=¢c¢, c e R entonces:

In(x2+y) =c entonces x2+y =ec-k

Funciones de Varias Variables 21

1796

Luego x2+y =k que son paréabolas que nos representan las lineas de
nivel.

b) z=arcsen (xy)
Desarrollo

Hacemos z =c¢ => sen ¢ = xy =k que son hipérbolas equiléateras

En forma similar para las demés

c) z~f(\Ix2+y2) d) z=f(y-ax) e) z=.(--)

Hallar las superficies de nivel de las funciones de tres variables independientes.

a u=x+y+z
Desarrollo

Hacemos u=¢, c e R, entonces x +y +z=c que son planos paralelos
que nos representan las superficies de nivel.
?
B u=x’ +y2+ 22
Desarrollo

Hacemos u =2c, donde ¢ >0 entonces x2+y2+z2=c que son esferas

concéntricas de centro (0,0,0) y nos representan las superficies de nivel.

c) u-x*+y 2—2'

Desarrollo

Hacemos u = c¢ donde c e R, luego x2+y2-z2=c a que
consideremos dos casos.

Cuando ¢ > 0, x2+y2-z2=c nos representan hipérbolas de

revolucion de una hoja alrededor del eje Z.
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cuando ¢ < 0, v +,y2-1z2=c nos representan hiperboloides de

revolucion de dos hojas, alrededor del mismo eje, ambas superficies estan
S 2 97
divididas por el cono x +y*- z~=c .

6.2. CONTINUIPAD,-
(?) LIMITE DE UNA FUNCION.-
Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables, entonces:

lim /(xv)— <>V8>0,35>0 tal que si
(VrP6)

0 <i(xy) - (0,0) I<6 entonces |f(x,y)- L|< 8
(?) CONTINUIDAD Y PUNTO DE DISCONTINUIDAD .-
La funcion z = f(x,y) es continua en el punto P(a,b) si:

lim /(v, v) %
(x,y)-*(aM)

Si la funcion es continua en todos los puntos de un campo determinado,

se llama continuidad en ese campo.

Las condiciones de continuidad de una funcién f(x,y) puede no cumplirse
en puntos aislados o en puntos que formen una o varias lineas y a veces
figuras geométricas mas complicadas.

1797  Hallar los siguientes limites de las funciones,

a) lim (x2+y2)sen{—)
(,v)->(0,0) XV

Desarrollo

Funciones de Varias Variables 23

b)

Se conoce que: -1 <sen(—)<1
Xy

-(X2+y2)<(x2+y2)sen(— ) <x2+y2
Xy

(ly’!)IT( 0,0)_ (x2+>2)< (*)I/)I% ’0)(x2 +y 2)sen(x—y )< (XBI/)I% ’0)(x2 -\-y2)
0< (xygi—n;(QO)(Xz +y 2)sen(x—y) <0 (*egr_r;(odxz +y 2)sen{7}) =0
X+y

lim
*=>0Kom)x +y
Desarrollo

Tomemos el camino y = X que para por e origen

tin.,

(x,y)-+(0000) X*“ ] y1 x "0X*+ X X-*° X

tomamos otro camino que pase por el origen y - x2

X+ . X +X2 . 1+ X
—---X-:Ilm r=1im r=0

(x,")->(00,00) x ¢ + Y 1 *s>xe+ X X-+CC X + X

lim 4 "~V =0

(x,y)-+(cotac) x + y

ahora se aplica la definicién de limite y se demuestra que si existe

lim -=0
(jr,N)->(00,00) x  +y “
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c)

d)

e)
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(*.y)->(0,2) X
Desarrollo

Sea y =2 una recta que pasa por (0,2)

. senlx_ . senlx
------ lim = lim 2= =

~lim 2
cN>02 X x>0 X x+0  2x

tomemos otro camino y =2 + x que pasa por (0,2)

, senxy .. sen(2x+x2) . sen2x.cosx" €0s2x.senx2
lim -—-—-- = lim----1 = I|m>6 +
>02) X *.>0 X X- X X
A -
= lim 2§9-'1-2-)-(.cosx 2, Iim xcosZx.SeMX-=2+0=2

x>0 2 -0 X2

lim (1+—9x
(x.y)->(<*>k) X
Desarrollo

Sea y =k entonces se tiene:

X
lim 1+ =lim@+-y =lim[1+-)*f =¢*
{x,y)-*(ao0,k) X x-"cc X X->CC X
. X
lim
H0x+y

Desarrollo
Tomemos dos caminos que pasen por el origen

y = 2X, y = 5X entonces se tiene:

X . X 1
______ = |m_ m (1)
X>0X+2X 3

lim
¢>00)x +

1798

Funciones de Varias Variables 25

. . X 1
im - = [jm-eee = - Q)
xN>00)x+y *>0jt+5x 6

como (1)~ (2) entonces /S lim
(*00->(00)x +y

li 4
D Ao je 2
Desarrollo

Tomemos dos rectas que pasan por el origen de coordenadas tal
como y =2x, y=3X

. . X2—Vv2 .. x2—4x2 . —2r2 N
Si y=2x, lim Ar-=iim ——-—-— =lim— —=—...(1)
(x,y)->(0,0) x 2 +y 2 X0 x2 +4x 5x2 5
(*>>->(0,0) x +y X-+0 X + 9Xx *-*0 i 0x
8 4
- .. (2
10~ 5 )
X2-V 2

como (1)~ (2) entonces /T( lim 242

Averiguar si es continua la funcién / (x,y) — IVI-x2-y2 si x2+y2<1

[ 0 si x2+y2>1
Desarrollo
Consideremos z = x2+y 2, luego se tiene: F(z) =/(x,y) = yi\-z si z<1
0 siz<l1
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ahora calculamos el limite de F(z) cuando z — 1
3limF(z) <> lim F(z) = lim F(z)
z— Z->1 Z-»r

lim F(z) = lim Vi- z =Vi-1 =0

z—r Z-»r

lim F(z) = lim 0=0
=X z—=1

como limF(z)=1limF(z)=0 = 31mF(z)=0

z->r1 z->i --»i

ademas limF(z) = F(I) =0 se concluye que F(z) es continua

Z—1

Hallar los puntos de discontinuidad de las siguientes funciones:

a) z=Inyjx2+y2
Desarrollo

Como V (x,y) * (0,0), jc24y2>0 entonces la funcion z - In>/*~ +>*

es continua en todo R2 menos en el origen

1
b) z=T—-—- 3
(x-y)
Desarrollo
La funcion z —--------- es discontinuidad en todos los puntos y  x.
)
C) Z—r\-:-)-(- :-)-/-

Desarrollo
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1800

z= -I---- 1 — es discontinua en todos los puntos de la
- X - y

La funcion
circunferencia x2+y2=1

2xy

. % 2,
y si +y *0
Demostrar que la funcion z= x2+y2

es continua con
0 si x=y=0
relacidn a cada una de las variables x e y por separado, pero no es continua en

el punto (0,0) respecto al conjunto de estas variables.

Desarrollo

Veremos la continuidad de x e y por separado:

2kx .
Sea y = k entonces fXX) :—--l-(-- es continua en todas partes puesto que
X +

x2+k2* 0 yparaelcaso k=0, j\(i9=0

En forma similar para x = m se tiene: />(y) =-~nr 1 es continua en todas
y +m

partes puesto que y2+w2* 0,m *0 yparaelcaso m=0, f2(y) =0
Ahora veremos que en (0,0) la funcion no es continua

Tomemos y = x que pasa por (0,0)
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XV -
“—r por lo tanto la funcién

como (1) y (2) son diferentes => ~ lim
>0 x +y

es discontinua en (0,0).
6.3. DERIVADAS PARCIALES.-
(7) DEFINICION DE LAS DERIVADAS PARCIALES.-
Sea z = f(x,y) una funcion de dos variables si consideramos a la variable y

como constante entonces: la derivada parcial de z con respecto a X es:

i . ta =
dx Ao AX

si consideremos a la variable x como constante entonces la derivada

parcial de z con respecto ay es:

(T) TEOREMA DE EULER .-

La funcién f(x,y) se denomina funcién homogénea de grado n, si para
cada factor real k se cumple que:

f(kx,ky)"*z knf (x, )

una funcién racional entera sera homogénea si todos los puntos de la
misma son del mismo grado para toda funcién homogénea diferenciable
de grado n, se verifica siempre la igualdad (Teorema de Euler).

xli (X y) +yfy (Xy) = nf(x,y)

Hallar las derivadas parciales de las funciones

Funciones de Varias Variables

1801 Z =x3-y3- 3axy

Desarrollo
gz :3x2-3 ay
Como z =x3-y 3-3axy dx
dz 9
— =-3y - 3ax
dy
1802 z=~1
X+y
Desarrollo
B AN
Ejz (X+y SX(X~y)-(X-y)d_X(X+y) _(X+j)-(X--y)_2y
dx (v +.v)2 “ (x+y)2 (x+y)2
dz _ 2y
dx (x+y)2

, (X+y)~(x-y)-(x-y)=)(x +y)
& & Y (*+y)(-D-(x->0 —2X

dy (x+y)2 (x+y)2 (x+y}
dz _  -2x
dy (x+y)2
1803 z=~
X
Desarrollo

29
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1804 Z=Yyjx2-y

Desarrollo
dz 2X
dx V*2-y2
dz -y
1805 z
Desarrollo
AV Do [ 2 2
dz \ix +y
xX2+y2
(x2+y2)2
JJ77(0y--r2L
dz -Xy
dy X2+y?2
(*2+y2)2
1806 z In(x+yjx2+J32)
Desarrollo
(N
8z V*2+y2 x+yfx2+y2

Sx X+ -Jx2+y?2

dz 1
8X

yjx2+y2(x+7722+72)

Eduardo Espinoza Ramos

VX" +y2

Funciones de Varias Variables

dz _  yjx2+y2
dy Xx+yix2+y2 yjx2+y2(x+ X2+y2)

dz
d> yjx2+y2(x+4x2+y2)

1807  z - arctg(-)

X
Desarrollo
dz ><9
, -y
*
0ox 1+(§<)2 2V dx  x2+y2
dz X
dy x2+v2
% ,+(Z)2 *2+r
X
1808
Desarrollo
dz _ v_,
zZ=X = gx
Y. XVinx
dy
1809
Desarrollo
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1810

1811

(074 sen{~) 1 sen(-
—-e vcosné')(] —e() vcos(—zz
dy X
i V‘i‘
7 = arcsenM’
IX" +y-
Desarrollo
X -v
z.  dx 2+y~ -JIxyl
ex i
I oor+r
<z MAN2yjlx2-2 v"
=
N \y
>
6 X-r
1 1
CZ  0y\ x~+y~
dy 5_'_ 9 \y\IxXA-y 4)
\
X+U
z = In(sen(—j=-))
Vv
Desarrollo

cosf Xtay L)
@ wBJL ' dg°

dx Sfn(i+5) fy -iy
yiy
cos(”™) . n
& VLM =_ftiidgen)
2/\

Eduardo Espinoza Ramos

iRyj2x2-2y 2

Imd-/ >

Funciones de Varias Variables

1812

1813

1814

« = (*y)*

u=(xy)"

Desarrollo
— = oy}
ex
Su 21
W zy(xy)

= (xy)- Inxv)
oz

Desarrollo

dw
=yzxylInz
dx

Hallar fx(2,1)

=xzwlin:

y 11(2,1) si f(x,y)=JIxy+-
Desarrollo
j+-

2J,ry++

f(x,y) = \xy +
y

2Ixy +1

33
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1815  Hallar /; (1.2.0). / (1.2.0) y f “(1,2,0) si f(x,y,z) =In (xy +2)

Desarrollo

f-(X,y,Z) = XYW+ 7

f(x,y,z) = In (xy + 2)

f;{x,y,z) =

Xy + z

X
fv(xy,z)=. 42

/;a2,0)=
2+0
/v (12,0)=
A2 (1,2,0) =
( ) 2+0 2

Comprobar el Teorema de Euler sobre las funciones homogéneas del 1816

1819

1816 ! (X,y) = Ax2+2Bxy + Cy2
Desarrollo

| (AX, AY) = Ak2x2 + 2Bk~xy + Ck2y 2 = k2{Ax~ + 2Bxy + Cy“ - k~j (x,Y)

Luego f(x,y) es homogénea de grado k =2

1817
X" +y

Desarroljo

kx

f(kx,ky)-
( y) k2x2+k2y2 X +y

por lo tanto f(kx,ky) =k ¥ (x,y)

-k~x ) sz \Mf(x y)

Funciones de Varias Variables

1818

1819

1820

1821

l(x.y) =In()

Desarrollo
f(kx,ky) =In A = In(®) =k°f(x,y)
kx X

Luego f(x,y) es homogénea de grado cero

/[(«1-tS
X2+y2
Desarrollo
f(kx,ky) = -7 = A3(-i4 ~ =) =k~M(X,y)
V*V +itV

por lo tanto / (Ax ky) =V f(,y)

Hallar d—(—),donde r=amx2+jp2+z2
X T

Desarrollo

+z22 = . =(x2+y2+Z2) 2

5(1) L é>+'?+ i2)-52
— (-) =--(x z X =-
ex r £ J

(x2+)2+z22)2
dx dx
Calcular o9 , Si Xx=reos0, y=rsen0
dr 06»
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Desarrollo

d_ = 00s<9
X=reos 0 => '

X = ¢sen®

— =—fsen

de

jy =sen0
y=rsen0 = '

E’L: r0038

de

dx dx

& €osO -rsene
o e =reos e+rsene=r
o

dy_ sene rcose

dr de
1822  Demostrar que xE +yE =2,si z= |n(X2 +y2 + 22)
dx dy
Desarrollo
dz 2X+y

(X2 4y 2472 dx x2+yx+y2
z=Inzty2+22) = 2y +x

dy x2+yx4y2

2y +xy 2(x +xy+y ) _0

XV HIXTTEY T x exy oyl T F exyey
E+v—dz—2
dx dy
R dy . ~
1823  Demostrar que: x-é--hy—- Xy +z si z=Xxy+xex
X

Funciones de Varias Variables

Desarrollo
dz
g9z _ __y(
_ dx X
Z = Xy +Xex
y
= Xx+ex
oy
7 dz y oy -- i\
X— +y— =Xy—yex +XxeX+yex+xv =xy+(Xy+xex)=xy+z
ex dy
az V— =Xy +2
ax Ty Y
1824 Bemostrar que du, du du =0,si u=(X-y)y- 2)(z- x)
dx dy dz
Desarrollo
du
=(y-2)(z-x)~(x-y)y-2)
OoX
_ __ du
u=x-yy-2@z-x => @ =(X-y)z-x)-(v-Z)(z- x)
u
G =(x-y)(y-2)- (x-y)(z-X%)
z
du du

d
ot = (D0 (xy) (y-2) + (xy) (2%) -

~(y- )@z ~x) +(x-y)(y-2)-(x-y)(z

du du ou
— +—+—=0
dx dy dz
1825  Bemostrar que: du, du +@:1, s u=x+27
dx dy dz ; y-z
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1826

1827
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Desarrollo
gu i 1+7 1
ex y-*
U= x h-)-(-:-)-/-:> cu Z-X
y-z dy (y-z)2
du X-y

0z (y-z2)2

Q.U+---£j¥-.qg:l+ 1.y ZXT] - Xp Y
dx dy dz y-z  (y-z) (y-2)~

= 1+- 1 Az |+-I L_u
y-z (y-zY y~7 y-z
ﬁ'+ﬂ'+ﬂ:1
ex dy dz

Hallar z = z(x,y) si ¢

dy x2+y?2
Desarrollo
R , integrando se tiene:
dy «2+y

: X2+ "2
Hallar z = z(x,y), sabiendo que: =--——— yz(x,y) =seny-cuando X =
X

dx

Desarrollo

Funciones de Varias Variables 39
- A
q‘ 2 22 . X~
M= - — integrando se tiene: z =— +>2Inx +g(y)
ax X 2

1828

cuando x =1, z=seny entonces seny =~ +g(j) = g(v)=seny- —=a

2

Yy Inx+seny 2’

X2 1
2

Por el punto M(1,2,6) de la superficie z=2x2+y2 se han hecho pasar planos

paralelos a las coordenadas XOZ e YOZ. Determinar, que angulos forman con
los ejes coordenados las tangentes a las secciones asi obtenidos en su punto
comdn M.

Desarrollo

a) Si se considera el plano paralelo al plano XOZ, este plano es
perpendicular al eje Y y por lo tanto p = 90° y tg p = oo Y la pendiente

dz

ajeI la tangente seria: tga :d— =4(1)=4 = tga =4 vy el angulo
X

x=I

formado por la tangente y el eje Z serda +y=90° => y=90° - a
de donde tgy =tg(90-a) =ctga :4— = tg/= T

b) Si se considera el plano paralelo al plano YOZ entonces dicho plano es
perpendicular al eje X y su angulo a = 90° de donde tga = o Y la

pend?ente de la tangente sera o
dy r=2

=4 = tgp:4

Luego tgR =~

Y el &ngulo formado por la tangente y el eje X seré:
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1830
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pt+ty= 90° = y= 900 - p
tgy =tg(90°-p) =ctg/}= = tqy=-
gy =tg(90°-p) @J}I4 9y =,

El area de un trapecio de bases a, b y de altura h esigual a S = -y - h, hallar

ds ?dS ?d—S y mediante su dibujo, establecer su sentido geometrico.
da cb dh
Desarrollo

aS h

da 2

dS__h

db ~2

dS a+6

~dh~~~~2~

2X/ .7 2n
- iy MX+y *0 . .
Demostrar que la funcion /(x, v)= X‘+y tiene derivadas

0 si X=y=0
parciales fx(x,y) y fv(x,y) en el punto (0,0) a pesar de ser discontinua en

este punto.
Desarrollo

Calculando las derivadas parciales en el punto (0,0)

¢ 10,0)i [(0~*.0>-/(M ) =,im/(*.0)-/(0.0) = lim =0
h >0 h h* h

f1(0,0). Ita/(0.0+»>-/(0.<» =1lim/(0-*)-/(0.0)=1 i m = o
>0 h 110 h />0 h

ahora veremos la discontinuidad, para esto tomamos dos caminos que pasen
por (0,0), tales como y =x. y- 4x

Funciones de Varias Variables 4

6.4.

25> 2X2

lim lim
(*>)->(0,0) -y 2x30 2X2 (1)
lim 2xy lim Bxz .. (2)
(v,>)->(0,0) X2 + y 2v—=0 17*2 17
como (1)~ (2) entonces ji ( lim  f{x,y)

x.y)~>0,0)
por lo tanto f(x,y) es discontinua en (0,0)
DIFERENCIAL TOTAL DE UNA FUNCION.-

(7) INCREMENTO TOTAL DE UNA FUNCION.-

Si z - f(x,y) es una funcién de x e y entonces el incremento total de una
funcion definiremos por:

Az = Af(xy) = f(x + Ax, y + Ay) - f(xy)
(¢) DIFERENCIAL TOTAL DE UNA FUNCION.-
Si z = f(x,y) es una funcién de x e y entonces a la diferencial total de la

funcion z = f(x,y) es definida por:

az = — .ax H--OE .ay
X dy

(?) APLICACION DE LA DIFERENCIAL DE UNA FUNCION A LOS
CALCULOS APROXIMADOS.-

Si z=1f(x,y) se verifica la igualdad aproximada: Az =dz
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dz dy

f(x +Ax,y +Ay)zf(x,y) +1qzdx +—
dx dy

1831 Para la funcion f{x,y) =x2y , hallar el incremento total y la diferencial total

en el punto (1,2) compararlo entre si.

a) Ax=1 Ay=2
Desarrollo

Af(xy) = f(x + Ax, y + Ay) - f(x)y)
Af(12) = f(1+ 1, 2+2) - (1,2)

=/(2,4)-1(1,2) =f(2)24-(1)22] = 16-2 = 14 Af(1,2)=14

df{x,y) = Ejf_(X_, Y)-dX +df(._l’, X) dy

dx dy

df(12) = alid)lz'2) Ay + AV=2(1)2+(1)22=4+2=6

dy
Luego Af(1,2) - df(1,2)= 14—6=8 - Af(1,2) - df(1,2)

b) Ax-01, Ay=0.2
Desarrollo

Af(x)y) = f(x + Ax, y + Ay) - f(x,y)

AR(1,2) = f(1+ 0.1, 2+ 0.2) - f(1,2) = f(1.1,2.2) - f(12)

= (1.1)2(2.2)-(1)22 = 2.662-2 = 0.662 Af(1,2) = 0.662
dx dy
=2(2)(0.1)+ 1(0.2) = 0.4 + 0.2 - 0.6 l. df(1,2)= 0.6

Funciones de Varias Variables 43

1832

1833

1834

Luego Af(1,2) - df(1,2) = 0.662 - 0.6 = 0.062
Af(1,2) - df(1,2) = 0.062

Demostrar, que para las funciones u y v de varias variables (por ejemplo de
dos) se verifican las reglas ordinarias de derivacion.

a) d(u+v)=du+dv b) d(uv)=udv+vdu

0 d(-)=
\Y \%
Desarrollo
) du+v) = IV g dUFE Gy - B B s Mgy IV g
dx dy " dx dx dy dy

= (@ oMy + (L oa-2dy) = du + dv
dx dy "o dx dy

En forma similar las anteriores

Hallar las diferenciales totales de las siguientes funciones:

z=x3+y3- 3xy
Desarrollo

dz ~ d—zdx -fEZ dy
dx dy
dz = (3a2- 3y)dx + (3y 2- 3x)dy

7- x2y 3
Desarrollo
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1835

1836

1837
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dz = 2xy3dx 4 3x 2y 2dy

<2 Vz
? e
Desarrollo
Jz=3 axay
CX Oy
dz 4xy*
x2- | dx (x2+y2)2 @)
X2+y2 dz -4 x2y

Sy (x2+y2)2

4xy* 4N2v

- dx- dy
(x2+yAY (x1+y2)2

ahora reemplazamos (2) en (1): dz

-sen Xx4-cos"y

Desarrollo
dz ﬁ.% dx 4——9—Zdy
dx dy

dz=2sen xcos xdx- 2cosy seny dy

dz = sen (2x) dx - sen (2y) dy

"= yx
Desarrollo

Funciones de Varias Variables

dz = g dx H—-qg-dy
dx

dz =y 2xy~{dx 4 xy (14y Inx)dy

1838 z=1In(x24y?2)

Desarrollo
dz =% ax 4-Lgy
dx dy
dz :—-2-2(----dx +———-dy
X +y X +y
1839  f(x,y) =In(l+—5)
y
Desarrollo
dtix,yy = STG P haye 3TN g
dx dy
df(x,y) =—A— dy--——-—-dy
X +y y(x +y)
1840 Z =arctg ¥4- arctg X
X y
Desarrollo

45
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1841

1842

1843
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ahora reemplazando (2) en (1) se tiene: dz=- _* _ dx— A" rd y
jA+jT jiry#

z = Inig(=
g(x)
Desarrollo
dz dz
ax =— ax +—dy
dx dy
dz - — (dy--dx)
xsen(2>3 X
Hallar df(l,I)si f(x,y) =—
y
Desarrollo
1
N " (1)
0/(i, i) - 1
dx
f(x,y)z @
y 5/(1,9) _ 2
dy

reemplazando (2) en (1) se tiene: df(1,1) =dx - 2 dy

u=Xxyz
Desarrollo
du- du ax 4 dWdy Hrqy--aiz
dx dy dz

du =yz dx + xz dy + xy dz

Funciones de Varias Variables

1844 U=yjx2+y2+z2
Desarrollo

du= d:>L(+— dy 4——(—1— aZ
z

d'u:_::X:é:: +_T:a/:{'/é::+ zilz
yjix2 +y2+z2 yjx2+y2+z22 rx2+y2+22

1845 u=xy+-,2
7

Desarrollo

du = e Wy £ W
dx dy dz

du =(xy4—Y 1L(y+9zdx+(@- -\)xz dy 4(xy 43 In(xv 4—)dz)
y y y y y

1846 u= arctg{ﬂ )
z

Desarrollo
du= —duax 4——duay H--—-------—-----Ej-uaz'
dx dy dz
du —-——(ydx +xdy- dz)
(xy) 4z z

1847  Hallar df(3,4,5) si f(x,y,z)

Desarrollo

47
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dx dy dz

xzdx yzdy + ' [_=dz

(x2+y2)2 (x¢+yz)1 472"

df(x,y,z)--

df(3,4,5) =—2-dx-—-dy +—dz
125 125 5

df(3,4,5) =— (-3dx-4dy +5dz)

1848  Uno de los lados de un rectangulo es a = 10 cm, el otro b = 24 ¢cm {COmo
variara la diagonal L de este rectangulo si el lado a se alarga 4 mm vy el lado b
se acorta 1 mm? Hallar la magnitud aproximada de la variacion y compararla
con la exacta.

Desarrollo

Por Pitagoras se tiene: L=va2+h2
dL=— da+—-db donde a=10 cm
da db

b=24cm,da=04cm,db- -0.1 cm

da + db = 10 (0.4) +-

dL rab =
yfa~rb2 ~ Vi00+ 576 VIOO + 576

r
JT~b2

dL=A _H =1"s0.062 cm
26 26 26

AL =yj(a+Aa)2+(b +Ab)2 - Ja”+b2 =0.065 cm
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1849

1850

Una caja cernida, cuyas dimensiones exteriores son de 10 cm, 8 cm y 6 cm;
esta hecha de madera contrachapada de 2 mm de espesor. Determinar el
volumen aproximado del material que se gasto en hacer la caja.

Desarrollo
Sean x,Y,z las dimensiones de la caja, luego el volumen de la caja es:
V =xyz, ademas x=10cm, y=8cm, z=6cm y dx=dy=dz=0.4 cm
dv = yz dx + xz dy + xy dz = (8)(6)(0.4) + (10)(6)(0.4) + (10)(8)(0.4)

= (48 + 60+ 80)(0.4) = 188(0.4) = 75.2 cmi3

dV =75.2 cm3 con relacién a las dimensiones anteriores.

El 4ngulo central de un sector circular es igual a 80° y se desea disminuirlo en
lo ¢En cuanto hay que alargar el radio del sector, para que su area no varié, si
su longitud inicial era igual a 20cm?

Desarrollo

area del sector circular fA =—_ - , donde
360°

r =20 cm, es el radio yx = angulo central - 80°, dx =-1°

gL EknPar = aa K 1y,
dx dr 360 360

dA = r2dx + xrdr reemplazando se tiene:

0=-( id1+20(80)Jr => 1600 dr = 200
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gr = - dr =- es lo que debe alargar el radio p*ra que el area no

1600 8 8
varié.
1851  Calcular aproximadamente:

a) (1.02)\(0.97)2 b)  4.05)2+(2.93)2

c) sen 32° eos 59° (al convertir los grados en radianes y cuando se calcule el
sen 60°, tomar solamente tres cifras decimales; la ultima cifra debe

redondearse)
Desarrollo

a) Sea f(x,y) =x32 donde x=1,y- 1 Ax- 0.02, Ay=-0.03

/(, +Av,,+A)S/(«,,» +* M +2N A v
ex oy

/(1.02,0.97) s /(1,1)+ (0.2) +(-0.03)

cy
(1.02)3(0.97)2's 1+ 3(T)(0.02)-2(1)(0.ft.3)
=1t 0.06-006=1

b) f(x,y) =yj2+>2 donde x=4, y=3, Ax=0.05 Ay=-0.07

f(x + Ay +Ay) =f(x,y) + Ar + Ay

/(4.05,2.93) = /(4,3) + (0.05) + é;;—(-om)
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1852

1853

MI(4.05)2+(2.93)2 s 5+-7(0.05) +1 (-0.07) = 4.998

V(4-05)2+(2.93)2 £ 4.998

Demostrar, que el error relativo de un producto es aproximadamente igual a la
suma de los errores relativos de los factores.

Desarrollo

Consideremos z = x, .x2.X3...x,, producto de nimeros positivos, entonces
Inz = In(x1x2.x3..xA) = Inx, +Inx2+ Inx3+... + Inx,,

z de dxn
xX2 X3

deddnde

j A)El Az .
— - 3 3--e- +..H Xnonde — esZ el error relativo de un

producto y -Sa-, ----- y === mmmmmmmmen son los errores relativos de los factores, por
Xn

lo tanto el error relativo de un producto es aproximadamente igual a la suma de
los errores relativos de los factores.

Al medir en un lugar el triangulo ABC, se obtuvieron los datos siguientes: el
lado a = IOOm + 2m el lado b =200m = 3m vy el angulo ¢ = 60° = lo¢Con
que grado de exactitud puede calcularse el lado c?

Desarrollo

Por la ley de los cosenos se tiene que:

c=Ja2+b2- labeosC, laexactitud que puede calcularse el lado c es de
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dedonde dc=-Aa +— Ab+~-AC
da db dc

a-bcosC b-acosC A absenC
e=—= Aa+ L +~1— —AC

ya'i"+.52-lab éaéC\ia2+b2-lab eosC 'Ja2+b2-labeosC

reemplazando los valores para a= I0Om, b = 200m, C =60°, Aa=2, Ab=3,
AC=1°=— |, de=425m
180°

El periodo T de oscilacién del péndulo se calcula por la formula T =2n ,
VE

donde L es la longitud del péndulo y g, la aceleracion de la gravedad. Hallar el
error que se comete al determinar T, como resultado de los pequefios errores

AL = a, Ag = @cometidos al medir Ly g.

Desarrollo

El error que se comete al determinar T es:

ST T g = . e 7 N, THoa:te)
b eg gig gyfgL
dT=n(ga-L0)

gyfgL

La distancia entre los puntos /q(xq,j 0) y P(x,y) es igual a p, y 1éngulo

formado por el vector POP con el eje OX, es igual a a ¢(En cuanto variara el
angulo a, si el punto P toma la posicion P{(x +dx,y +dy), mientras que el

punto PO sigue invariable?
Desarrollo
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W * =20
COSQOT = - .
) ipeosa =x-x0
senamY YY" \psena =y-y0
tga = .y_.:yp- diferenciando
X-JCn

sec -ada = (x-xo)dy-(y-yo)<ty

(x-xO0f
pero del grafico se tiene sena = ——
X-Xn
p. da_ (*~*0)dy zil zI1 g"
(x-x0)2 (x-x0)2
da = —~X° ~—~ => d —cosady~ sena dx

6.5. DERIVACION DE FUNCIONES COMPUESTAS.-
(7) CASO DE UNA SOLA VARIABLE INDEPENDIENTE.-

Si z = f(x,y) es una funcién diferenciable en x e y, y a la vez funciones
diferenciables de una variable independiente t: x = cp(t), y = \j/(t), la
diferenciacién de la funcién compuesta z = f((p(t), \j/(t)) se puede calcular
por la formula:

dz dz dx jdz dy
dt dx dt dy dt
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(2) CASO DE VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES.-

Si z es una funcién compuesta de varias variables independientes tal
como z = f(x,y), donde x = cp(u,v), y = vj/(u,v), las derivadas parciales de
z con respecto a u 'y v se expresa asi:

dz dz dx dz dy_
da dx OV dy du

dz dz dx dz dy_
dv’ dv dy dv

U

\Y

u

\
Hallar — si z=—,donde x=e , y- Int

dt y
Desarrollo

E:E.%+E dy de donde — - — X :IA dz e
dt  dx dt dy dt d y y2tint ¢In21
dz
d ¢In21

Hallar ((jju ,Si u=lIn sen(-jX:r) , donde x = 3r , Y = y’it2 +1
t

yiy
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Desarrollo

dudu dx du dy
+

—- — de donde se tiene:
dtdx dt dy dt

Hallar ~~,s\\x =xyz, donde x=t2+1, y=Int, z=tgt
Desarrollo

du _du dx dudy du dz de donde — =yz2t + Erxv%%)ézg
dt dx dt dy dt  dz dt at Y { ¢

du : t2+1 ? 9
— AZitgt\nt +—— .tgt +(r +1)Ing.sec ¢

Hallar du Csiu=—.."°
dt....... fx2+y2

-, donde x=Reost,y=Rsent, z=H

Desarrollo

du _dt/f dx du dy du dz
dt  dx dt dy dt dz dt

Uz Kleen (R sENL) Hememmenn J*
dt _ 3 2 ot .
(x2+1)2 (x2+y2)2

du _ HR2cost sent
dt

HRXent cost

(x§+yg)|2 (x22+/%2~ dt
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. Desarrollo
1860  Hallar po si z =uv, donde u=senx, V= eos X
X
Desarrollo dz u
dz _dz du_ dz dv_ Vi v oilf
— == .- =vu  cosx +u Inu(-senx)
dx du dx dv dx
= eos2(sen x)@BX 1- (sen x)@B%sen x.In(sen x)
dzdz dz d dz
; d—z éa---z1-&-ydg donde — - yX  +x- Inx<g (x)
d—z = (senx)@BX[cos x.ctg x - senx.Insenx] oo
X
d
, & o ) Inyg
1861 -II-|I—aIIar — y d_ si z= arctg(—) e y=x dx X
Desarrollo 1863  Hallar o y Y ,si z=1f(u,v), donde u=x2-y2, v=exy
X y
Ly -JL Desarrollo
dz = dx x X2 -y .02 = o~y
ax 1+(2)2 1+/ x2+y2 "odx x2+y2 U
X X2
X dzdz cu dz dv dz i N
— = de donde — = 2xfl'J(u,v) +yexyf\)(u,v)
dz dz dz d dz 2~ 2x2 exou ex dv.ex &
Py —d— @ dy de (}onde W :——-}:C-—t o ——3{--1
x dx dy dx X X +y X +y X +y o ;
$d§ du. dz\tﬁl — de dond%Z — = -Zyjfgf(uyv)x+xe ng:,f\(usv)
dy du dy dv dy dy
dz 2x2-y
~ 2.
XX +§ 1864 Hallar d y gz si z= arctg—, donde x = u sen V,y =UeosV
du dv y
1862  Hallar Y y v si z=xy donde y =cp(X) Desarrollo
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< © < C

dz _dz dx”™oz dy
du dx du dy du

dz y jeusenveosv usenveosvV
SNV — ——— - @0SV = -mm= j-mmo- omommeooe- -, =U
du Xx1+y2 X*+y X" +y X +y
dz
-0
du

dzdz dx dz dy
dvdx dv dy dv

?Z- y 2ueosvH—--)S-- usenv = —--—---h---—---
ev  X°+y X2+y2

=1
dv

1865  Hallar 4 y irsi z=1f(u) donde u-xy + X
dx dy X

Desarrollo

dz «cz cu cz
ex Ccu ex ex
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-r=~r~ =flu)(x +-) dedonde ~ =f"(xy+—9(x+-)
dy du dy X dy X X
1866  Demostrar que i u=<x +y~+z ) donde x=Reos(eosy

y = R eos psen \li, z=R sen (p entonces ou =0y ﬂ:0

op dy

Desarrollo
Sea w=x~+y2+z2 => u=5>W
(&
y
Z - > @

ou _du dw dx du dw dy du dw dz
&p dw dx dtp dw dy dtp dw dz dtp

aep - £ (w)2x(-Rsen<peos ilf) + i (w)2y(-Rsen<pseny/) + gAw)2zR eos (p

du

ap = (pi (w)2R(-xsencpeosy/ - y sencpsen y/ +z eos (p)

- 2R/) (W)[-R sen qeos (peos2y/ - Rsen geos (psen2y/ + R sencpeos g

= 2R-(i)"(w)[-sencp eos cp(eos2y/ + sen2y/) +sencp eos ¢

= 2R1d)1(w)[-sencp eos gp+sencp eos ] = 2R 2N (W(Q;) - O — =0
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cu _du dw dx du dw dy Desarrollo

dy/ dw dx dy/ dw dy dy/

gea u=x+ay=> du =1, du -a
du dx dy
dv/ = &> (w)2x(~Rcos qseny/) + () (w)2y Rcos (pcosy/
y
z = f(u) donde u=x+ ay
= 2R(j) (w)(-x cos gpseny/+Yy cos (pcosy/)
= 2RE> (W)[-7? cos2 (pcos y/ sen y/ + R cos2 (psen y/ cos y/] U
du
=Ri) W)(0)=0
dy/ - fY
dx du dx
1867  Hallar — si u=f(x,y,z) donde y =cp(x), z=vj/(xy) dz dz du
dx - mf (U)
dy du dy
Desarrollo
X dz / dz dz _ dz
afy =d (U):Ey dy ~ dx
X
X 1869  Demostrar que la funcion w = f(u,v) donde u=x+at, v=y + bt, satisfacen a
., dw dw gdw
la ecuacion T —a— +b— i )
du _dudu dy du dz X y
dx dxdy dx dz dx Desarrollo
dz dz dz d A d i i
poaaly dedonde — = yIX(X,y) + YV (xY).<p (X)
dx ex dy dx dx

d
dlj( =X (x, Vz) +7v (Xy>2 0 (x) + 12 (x,y, Z) WX (x 3y ) + WY (x,Y).<p )]

1868  Demostrar, que si z = f(x + ay), donde f es una funcion diferenciable, entonces
dz _ dz
dy dx
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d d d
_W :a_W +b_w m (1)
dt du dv
dw _dw du _ dw
dx du dx du (2)
dw dw dv _ dw
dy dv dy dv
) dw dw .dw
reemplazando (2) en (1) setiene: — =a— +>—
dt dx dy

1870 Demostrar que la funcion z = ycp(x2-y 2) satisface a la ecuacién

1 dz1 dz _ Z

x dx y dy y2

Desarrollo
z=y <p(u) donde u —x2 —y2
X
u
dz dz du Y,
_ == — =2xy<p (u)
dx du dx

dz dz dz du A
- =— = (p(u)--2y cp (ii)
dydy du dy

*2i\

1 dz 1 dz 1
—(2xycp' (u)) + —(¢(u) - 2y 2cp' (u))

x dx y dy X Yy

=2Vw+— -W w =— =4 donde
y y y

Funciones de Varias Variables 63

1 dz~ 1 dz _ z

x dx y dy yz

1871  Demostrar, que la funcion 7z = xy-\-x(p(—ﬁ satisface a la ecuacion

dz dz
X ey = xy 4 Z
dx dy
Desarrollo
OX X X X
z = Xy +x¢)(—) . i v\
X
= =X+(p I(’X
dy X

X-- +y'j- = x{y +<p(=)-"-(pj(-)) +y(x +<p'(-))
cX dy X X X X

- Xy +x<p(;) - y<p‘§—) Xy Y (5 =xy +(xy +xcn(x-)) =Xy +2

dz dz
X— +V— =Xy+1
dx dy

1872  Demostrar, que la funcibn =z = ey(p(ye2zy ) satisface a la ecuacion
2 2Adz diz
oy DFEERRY— =
X y

Desarrollo
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Aplicando laregla de la cadena se tiene:

65

sumando (1) y (2) se tiene: (x0 -y 9)ccj_z +xyEZ = xyey (j{ii) - xyz
X
A N
di(/~(u) i do(u) du nde ﬂj ) ie7y
dx du dx d

[ 2 20dz dz _
(x"~y )le+xyd—y = Xyz
d/)(w) d()(u) du

dx du dx e (W

1873 Un lado de un rectangulo de x = 20 m, aumenta con una velocidad de 5m/s, el
otro lado de y = 30m, disminuye con una velocidad de 4m/s ;Con qué
velocidad variarian el perimetro y el area de dicho rectangulo?
. X 2
di)(u) of>u) du donde — =e2y ey Desarrollo
dy du dy dy y2
El perimetro del rectangulo es:
2
dN(W) o) du (e N ——--e y ¥ (u), como z =-ey(/){u), entonces
dy cu dy yA

P =2x + 2y ademaés se tiene:
y . dx .
— =-4miseg, — =5mise
dt J dt J
la velocidad con que varia el perimetro es:
dP

dP dx dP dy 2(5) + 2(—4) = 2m/ seg
dt  dx dt dy dt

por otra parte el &rea = A = xy; la velocidad de variacion del area es:
dA _ dA dx oA dy
dt  dx dt dy dt

N =G 4"
dA 0

dA =30(5)-4(20) =150-80 =70 — =10m Iseg

dt dt

1874

N

Las ecuaciones del movimiento de un punto material son x =t, y ~t~, z=t

¢Con qué velocidad aumentara la distancia desde el punto al origen de
coordenadas?

Desarrollo
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La distancia del punto (0,0,0) al punto P(x,y,z) es:

r=yjxl+y2+z2 ="J}2+t4+t6, ahora calculamos la velocidad con que
aumenta la distancia del origen al punto P

dr 1+2t2+31
dt \j\+t2+t3

1875  Dos barcos, que salieron al mismo tiempo del punto A, va uno hacia el norte y
el otro hacia el fior - este. Las velocidades de dichos barcos son 20km/hr,
40km/hr, respectivamente. Con que velocidad aumenta la distancia entre ellos.

Desarrollo

Por la ley de los cosenos tenemos que:

z = yfx2 +y 2 —2xy eos 45°

reemplazando valores se tiene:
z=J2Q +402- 2(21))(40)"2
z=20V5-2V2

66, DERIVADA DE UNA FUNCION DADA Y GRADIENTE DE
UNA FUNCION.-

(?) DERIVADA DE UNA FUNCION EN UNA DIRECCION DADA .-

La derivada de una funcién z = f(x,y) en una direccion dada i-P X se

define por:
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i . lim
P.P-*0 PyP

donde f(p) y f(P\) son los valores de la funcién en los puntos Py Px.

Si la funcion z es difereneiable, se verifica la férmula

cz _dz dz
— =—cosa+—sena
di dx dy
donde a es el angulo formado por el vector | - P{P con el gje X

En forma similar para funcion u = f(x,y,z) se verifica la relacion

au :Ej cosa +ﬂl cosf?4—-ql-J-cosy

di  dx dy dz

donde a, Py y son los &ngulos entre i - PP] y los ejes coordenados.

(1)

GRADIENTE DE UNA FUNCION.-

Se da el nombre de gradiente de una funcion z = f(x,y) a un vector, cuyas
proyecciones sobre los ejes coordenados son sus derivadas parciales de

dicha funcion:
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Ccz . dz*'“*
grad(z)=—|+—/ wa»(2-2)i+(-i+8)™+0+n =,
ax di , 2 2 2 di 2
La derivada de la funcién en la direccién A esta relacionada con el «877  Hallar la derivada de la funcién z = x3- 2x2y +xy2+1 en el punto M(1,2) en
gradiente de la misma funcién mediante la férmula la direccion que va desde este al punto N(4,6).
11 roy™ u » Desarrollo
oi
[ 3 4
Setiene eosa - —sena = —
La direccién del gradiente de la funcion en un punto dado, es la direccién 5 S
de la velocidad méxima de crecimiento de la funcidn en este punto, es dz  dz dz o %\ 2 o A
decir: cuando .d.i.: —dxeosa +—d;,ena = (3X~"- 4xy +y eosa +(-2x +2xy)sena
/*grad(z), la derivada P toma su valor maximo igual a: /(d—)2+(d—)2 calculando en el punto M(l,2)
i X y
&—38+4—+ 2+44" 34-8 5—I—> az =1
En forma similar para una funcion u = f(x,y,z) se tiene: di =@- (- )_5 T 5_':_5“ T
_du ¥ dul du?( Py 2
grad(u) PV VE R 1878  Hallar iaderivada de la funcién z-hiyjx™ +y~ en el punto P(l,1) en la

_ ) ) direccion de la bisectriz del primer dngulo coordenado.
EL gradiente de una funcidn de tres variables, en cada punto lleva la

direccion de la normal a la superficie de nivel que pasa por dicho punto. Desarrollo
. - . E:Eeos4:>°+%sen45° =X 7e0s45° +— y—-senAfEQ
1876  Hallar la derivada de la funcion z =jr2~xy - 2y* en el punto P(1,2) y en la di  dx dy X“+y V' +y

direccion que forma con el eje X un angulo de 60°. calculando en el punto P(1,1) se tiene:

Desarrollo

Ui o

Ju_ 1
¥ ’2'2 22 ... 4" 4 ~2 “ “ 2

1879  Hallar la derivada de la funcion u—3x2-3.yz+5 en el punto M(l,2.-1) en, la

direccion que forma angulos iguales con los ejes coordenados.

Desarrollo
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Se conoce que eo0s2a +e0s2/?+eo0s2y =1 Desarrollo
du d d
Pero como a = B=y => cosa = J_rlg au gl cosa+-L_j—eos’B h-;--eoslrJ
3 dx dx di di
i ex e
du _du cosa 4—dueos E +£ueos 7= 2X €05 a - 37 €0s ;9 -3y Qos a eosa 4 y —e0s Bh------mmmemem o eosy
ex dx dy dz ex+ey +ez ex+ey +ez ex+ey +ez
calculando en el punto M(1,2,-1) calculando en el punto (0,0,0) se tiene:
du 2>3 W3_6n/3 5V~ _ 67 V3 . du= S du_eosa_ ,e0s 8y ; €0syeasa 46056 4posy |
di~ 3 3 3 _ 3 3 ~ 3 "odi~ 3 di 3 3 3 3
1880  Hallar la derivada de la funcion u = xy +yz + xz en el punto M(2,1,3) en la 1882  El punto en que la derivada de una funcion, en cualquier direccion, es igual a
direccién que va desde el punto N(5,5,15) cero, se llama punto estacionario de esta funcion. Hallar los puntos

estacionarios de las siguientes funciones.
Desarrollo g

a) zZ=X2+xy4y2 4x- 2
Como eosa =3 eosB= 4, eos/ =12 ) y &y y
13 13 13

Desarrollo
du du du
— - — cosa4— eos B+— eos/ - —
a dy dz W lxTy-4=0 _
, =\ = P(2,0)
du . AL, +2y-2 =0 b’-0
— = (j; + ) eosa 4-(x 4-z) e0s/? + >+ x)cosy dy
- + >3-
calculando en el punto M(2,1,3) se tiene: b) - x3+>3- 3xy
Desarrollo
du 3 4 12 68 . *68
= 13+ 13 nTT "M« 13 f =A =0 f](0,0)
1881  Hallar la derivada de la funcion u- \n(ex+ey +ez) en el origen de *=3,"-3,-0 *

coordenadas, en la direccion que forma con los ejes de coordenadas x, y, z los

angulos a, p yy, respectivamente. c) U=2y2+z2- xy-yz +2x
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Desarrollo
EU =.y +2=0
dx
e -4y-z-x~0 = p(7,2)])
dy
ou
— =2x-y=0
.dz y

1883  Demostrar que la derivada de la funcion z = y2_, tomada en cualquier punto de

laelipse 2x +jr =c~ alo largo de la normal de la misma, es igual a cero.

Desarrollo
2
2% +y 2 ~-02 => dy: ---.2.).(:th"
dx y
mLt ~dy i:%ﬁ:@ = mi. = de donde S ~
dx vy tgO
2X
2X
-, sena
yidx2+y2 V4x2+>72
dz _dz dz
— = —eo0sa h---serca
di  dx dy

dz y\( ~X  _)i2>( y )
se X2 Nx2+y2
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1884

1885

1886

272 .ooA =0
Xj&2+y2 x-"x2y2

Hallar el grad(z) en el punto (2,1) si z =x3+y3- 3xy

Desarrollo

grad(z) :g i +E j , calculando se tiene:
dx dy

grac/(z) = (3x2- 3>) i +(3j 2- 3x)j en(21)
grad(z) =91i+(-3)j =91i-3]j

Hallar el grad(z) en el punto (5,3) si z =yjx

Desarrollo

gradﬂz :d_z~it+iz J
dx dy

grad(z) =—L=_1— j:A::er en (5,3)

rad(z) =- i--~_i :-l 5i-3]
grad(z) e 4( i)
Hallar el grad(u) en el punto (1,2,3), si u = xyz

Desarrollo

~1 ~
grad’(us(:iu i'+EJ jt+d—WlZ
dx dy dz

se
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grad(u) =yz i+xzj +xyk en (1,2,3)
grad(u)=6i+3j+2k

Hallar lamagnitud vy la direccion del grad(u) en el punto (2,-2,1) si
u=x2 +j";"+z2
Desarrollo
gIW T y=3uh U d'/l
ex dy

grad(u) =2x i+2y /+2z A en(2,-2,1)

grag/(?) =4i -4 y + 2 ksumagnitudes:]gras/(i/) =v 16 +16+4 =6

ahora encontraremos los cosenos directores

cosa 4 eoslf)l- 4 eosy
6 6
es decir:eosa £0s/?= — gosy= —

. . ., y
Hallar el angulo entre los gradientes de la funcion z =In— en los puntos
X

y B(L,1).
Desarrollo
)
graof(z) -5—2 i+— 3 7t_ L +—17t
qy X \%

calculando en los puntos A y B se tiene:
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1889

1890

grad(z) =-21+47, grad(z) =- z+7

2+463
>/40 Vio

cosa = . A
V4716 VT+T V20V2

6056/2-7_1

Vio

Hallar la magnitud de la elevacién maxima de la superficie z =x2+4>2 en el

punto (2,1,8).
Desarrollo

grad(z) :Z— /+d— 7 => grod(z) =2x i+8y7 en(2,18)
X

grad(z) =4 1+87

La magnitud de la elevacion maxima es:

co# = I(—)2+(--)2 =VIi6+64 =8.944 es decir:
]i dx dy

0 = arctg (8.944) = 83°37’
Construir el campo vectorial del gradiente de las siguientes funciones,

a) z=Xx+y
Desarrollo

z~t dz't
grad(z) = |+— 7=i+J
dy

Luego el campo vectorial es el vector normal a la superficie z=x +y
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by z=xy
Desarrollo
dz~t, dz “T
rad(z) =— }+— =>m/ +X
grad(z) T y y
Luego el campo vectorial es una familia de vectores normales a la
superficie z = xy en el punto P(x,y).
c) Z-X +y
Desarrollo
N N
grad(z) =2x i+2yj , luego el campo vectorial es una familia de
vectores normales a la superficie z =x2+ v1 en el punto P(x,y)
DERIVADAS Y DIFERENCIALES DE ORDENES
SUPERIORES.-

(7) DERIVADAS PARCIALES DE ORDENES SLPERIORES.-

Se llaman derivadas parciales de segundo orden de una funcion z = f(x,y)
a las derivadas parciales de sus derivadas parciales de primer orden.

Para designar las derivadas de segundo orden se emplean las siguientes
notaciones.

analogamente se determinan y se designan las derivadas parciales de
orden superior al segundo.

Funciones de Varias Variables 11

(?)

Si las derivadas parciales que hay que calcular son continuas, el resultado
de la derivacion no depende del orden de dicha derivacion.

DIFERENCIALES DE ORDENES SUPERIORES.-

Recibe el nombre de diferenciables de segundo orden de una funcion
z = f(x,y), la diferencial de la diferencial de primer orden de dicha
funcion:

d2z =d(dz)
y en general _
dn2=d(d"z)

Si z = f(x,y), donde x ey son variables independientes y la funcion f
tiene derivadas parciales continuas de segundo grado, la diferencial de
2do orden de la funcion z = f(x,y) se calcula por la formula:

d22:d22 dx2+2 d2z dxdy+022 (i)
dx dxdy ay

En general, cuando existen las correspondientes derivadas se verifica la
féormula simbdlica

dnz ~ (dx— +dy~)nz
( v ydy)

Que formalmente se desarrolla segln la ley binomial.

Si z = f(x,y), donde los argumentos x ey son a su vez funciones de una o
varias variables independientes, tendremos:

d2z = 522 dx2 + 2d22 dxdy +dzz dy" '4—ddz ’ -}-g-z-d 2y - (2)
dx2 dxdy dy dx dy
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Si x e y son variables independientes, ci2x =0, 2y —0 y la formula (2)

se hace equivalente a la férmula (1)

2 2 2
X

}8&1 I-la“ar—- —O, Z—O- ,Zsi: oz =¢,— +_y
8x2 dxdy dy a2 b2
Desarrollo

|2
X \Y cTr="—""22

0z chx )Y/ abcy?2

CX aJh2x2+a2v2 Sx2 22 22|
\ 7 (b2x2 +a2y 2)2

dz bcx c2z -abcxv

1892

de anT2+ay2 o ddV W2Jigg 3,

clev d2z abexL
Oy bJb2x2+a2y2 & n +n 2

12x

Hallar =T, -=-*—-, —f"si" z=in(x + V)
dx2 dxdv 8y2

Desarrollo

Funciones de Varias Variables

d2 .
1893 Hallar 7 i :=y[Ixy
dxdy
Desarrollo
dz
yj2xy +y 2
myfixy+y = 42z Xy
dxdy _ 3
(2xy +y2)2

d2 . X+
1894 Mal’lar g2 & 2= arctg{----- y—)
y

dxdy 1—x
Desarrollo
dz _ 1
dx 1+x2
zZ= arctg(3(~:¥)v
1- xy az
dxdy

1895  Hallar gar , sir- yfx2+j2+z2
dx

Desarrollo
dr

r=yk+y2+z2 =>
dX i x2+y2+22

g2r (X2+r+z2)-x2 r2-*2

dx2 dx2 r3

(x2 +_y2 + ZK)E

79

1896  Hallar todas las derivadas parciales de segundo orden de la funcién

U= Xy +Yyz+2zx
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1897

1898
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Desarrollo
ﬂ" —VvV+z = __Ej__zy: 1 = ___(_j_g':l: 1
dx ' dxdy dxdz
Ej =xX+z7 => d_2tl_: —=> ___Ei_:}y: 1 => ____Cj_z_l_'l: 1
dy dy dydx dydz
du c2u dau t d2u
— = V+X = —- = = =1 => -
0z dz dzdx , dzdy
Hallar—------ , Sl u=x z

dxdydz »

Desarrollo

u=xavpzy = y Vv
dx

dc _ al3xa~ly*~lzr
dxdy
— = af3yxa~¥y"~x y~X
dxdydz yxazy y

H allar—-dfz—, s®z = sen xy
dxdy

Desarrollo

cz .
z=senxy => Fo VCOSXj
X

d*z 0S4, - Xysewxb
dxdy

Funciones de Varias Variables

d3z 2
—=-XSEeNn Xy -XSen X -X Y eosXxy
dxdy
. 2
= -9xse/7 —X“y eos x
dxdy2 1y y y

1899  Hallar /" (0,0), /" (0,0), /¢(0,0) si /(x,~y) = (I+xX)wii +y)"
Desarrollo

Li(x,j)=m (i+xr-1(i-))" = /M(x,y)=Wm-i)(i+xr-2(i+vr

fy(c,y) =mnl+x)m ‘(1 +))" 1 = 14,(0,0) =mn

frx,y) =n(l+x)m(l+y r | = (X,Vv) = «(«-D)(+x)” (1 + 2

/" (0,0)=n(»-1)

1900 Pemostrarque _Ej_??_: --92;-, si’ z = aresen, ]{ I
xdy dydx
Desarrollo
cz y y
€0SZ— = - Y—y------ pero eosz =J=—
dx  2x3>JIx.AX-y V*

81
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dz y 1 y
dx  2xyfx-yjx-y cosz 2x \ x-y

d2z _ 1
xdy

A (x-y)?

y cz
senz = I\f— €c0SZ— =~
\] X % A x-y
Uz
dy 2V X//xMY cosy 'six-y
022 1
dydx .
4Jy(x-y)2
comparando (1) y (2) se tiene: olz
P y ' dxdy  dydx
02z d2z
Demostrar que
dxdy dydx
Desarrollo

Z=X — = yXVA = - —XV14#y.xy 1Inx
y dx Y dy Xy

=XV (I+jlnx)
z-Xv => — =XVlux = —— =x} 1+yx} 1lnj
ay dydx } 1+yx} 1inj

=x3 I1+yInx)

&)

()

/ unciones de Varias Variables

1902

1903

2z 2
comparando (1) y (2) se tiene: d d2z
dxdy dydx
XZ_yZ
Demostrar que para la funcion f(x,y) =xy(—-----) con al condicion
X 4-y

complementaria de f(0,0) = 0, tenemos 0,0)=-1, /7 (0,0) =+l

Desarrollo
, Jy<0a
dx *>0 X >0 X +Yy
d2f(0,y) t ~ 82f(0,0) ,
dxdy dxdy
U Sixio T m i m ., X%
dy 0 oy

a2/(x,0)_1 " e2(o0)_1
dydx dydx

Hanar 92 , __de 42z si z=f(u,v) donde u=x %ryz ,V =Xy
dx2dxdy dy
Desarrollo

X
u___

dz dz di/ dz dv
dxdz/ dx dv dx



Eduardo Espinoza Ramos Funciones de Varias Variables

d2z d .dz du. d .dz dv.
&5 dx ou dx dx ov dx

e i (@WH4* 2+t («>v)§/2n;réb<>/\»>(»>v) +2fl («y)

dz d du du d dz dz d dv, dv d~dz
du dx dx dx dx du OV dx dx dx dx dv IXT = 4x2fuu («V)+y 2C (w, V) +Faxv/?, (<, v) Il (U, v)

dz d2u”du d ~dzdz d2v dv d dz ofz
du dx2 dx dx dud{ dx2 dx dx dv En forma similar para el caso 83/2

dZz  d2z irwe ™z ,dv 2+2 ou + AW rdz d2

8z 0z
SjU By dy2 du2 dy dv2 dy dvdu dy dy du dy2 dv dy
w . d2w
2 =2
u:X2+y dy
B (2) vV = Xy dV dZV
dx~di?  dutrdu”dx dvAdu”dx  du2 dx dudv dx d -0
Y dy2
d dz d dz du d dz dvd"z du dz dv 3)
dx dvdu dv dx dv dv dxdudv dx dv2. dx E;iz="y2fuu(«.»‘)+x§,.6'<<>V)+4X)f¢',UU>!/)+2fU («.V)

reemplazando (2), (3) en (1)

eri forma similar para el caso
P decly

dzz

duely 4xyfuu («»wv) + xXyfE (w,v) + 2(x2+y 2)/,," («,v) +1,,;" (u, V)
xdv

1904  Hallar %Z(U_ si u=f(x,y,z) donde z=cp(xy)

Desarrollo



86 Eduardo Espinoza Ramos Funciones de Varias Variables

dz _dz du dz dv
dx du dx dv dx

dz_d dz dudz dv _ d dz du d dz dv
dx2 dx du dx dv dx dx du dx dx dv dx

dz d du du d dz dz d dv dv d dz

;X:ﬂ (x,y,z)+’c\jz- 'é\xzﬂ (xy,2) + K(x y) Tl (xy, 2) du dx dx dx dx du dv dx dx dx dx dv

dou -1 du 62u dz d du dz d2u du d dzdz d2v dv d dz b
dx = PXCyn s B gk By Vax Yz P du dx2 dx dx dudv dx2 dx dx dv (
[/ du d22 d d2 d Il .
= /h (*,y, Z)+_ : ( 2 : /u (vav Z))
dx dx dz dx
d2u n A, Mz _ d2z idz(d2u dz
dx' ~ f
/ i 2/rii, xdz u .6z ciéldsé
A, (w )+ +
”( ) ”(W ) +pr() d dz d dz du d dz dv _d2z du d2z dv ?
dx dudu du dx dv du dx du2 dx dudv dx
- AN 2/"(v, S =KAA K (Hi(. voi=KMN(Y, LT+ (& 105)*<,
dx2 d/dz d dz dud dz dv _ d2z du d2 dv -
dx dvdu dv dx dv dv dxdudv dx dv2 dx
1905 Hallar , si z=1f(u,v) donde u = <p(xy), v =Vv|/(xy)

dx2 dxdy dy2 reemplazando (2), (3) en (1)

Desarrollo
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1906

1907
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en forma similar se obtiene:

d d2z du dii“"d2z du dvAdv du”d2z dv dv *dz d2u +dz_ d2v
dxdy du2 dx dy dv2 dx dy dx dy dv2 dx dy du dxdy dv dxdy

d2z _d2 du2 d2z dv 2+2 "~z + +— E-L
dy2 du2 dy dv2 dy dudv dy dy du dy2 dv dy2

Demostrar que la funcién u =arctg{—) satisface a la ecuaciéon de Laplace

du  d2y _
dx2 dy2
Desarrollo
t 2 u J 2 Y 'Id'Z% 71 2XZ
= —) = — = - =4+7] -

N ang{X) dx X‘+y dx (x +y{
du _ X d2u _ - 2xy \
dy X2+y2 dy2 (x2+y2)2
d2u dau 2xy 2xy  _ M . du{du
dxr +7 ~ (X 2+y2)2 (M2+\2)2 ~ "oa*2 dy2'

Demostrar que la funcion u = In(— donde r =sj(x~a)~ + [y —h)~ , satisface a
r

a2w, d2
la ecuacién de La }ace — - H———7 =U
PR 30 " a

Desarrollo

Funciones de Varias Variables

1908

P 'j
N(x~a) +(y-b) =

89
dar _ X-a _X~a
& 7(x-a)2+("-€)2
dr _ y-0 _y-b

dy V(*-«)2+Cv-6)2 r

du du dr _ X-a _ x-a

dx dr dx r r

du du dri*ry-b™_ y-b
dy dr dy r r

d2u (y-b)2-(x-a)2
dx2 [(x-a)2+(y-b)2]2

g2a (>-¢>)2-(x-a)2
dy2 ~ [(x-a)2+(y-b)2}2

sumando (1) y (2) se tiene:

r2

()

Demostrar que la funcién u(x,t) = A sen (@At + o) sen satisface a la

ecuacioén de las vibraciones de

la ecuacion - az2”
dt2 dx2

Desarrollo

u(x,t) = A sen (axXt + (p) sen Xx

= i AaA eos(aXt + ¢)senAx

9 _ aq 2Azsen(a/‘-\t + <p)senAx

dt2

= AAsen(aAt + (p) cos Ax
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IL?E -- A A sen(aAt + qo)sen/Ix
dx

"2 cu
aZEXIY - a2(-AA2sen(aAt -f (p)senAx) = -Aa2A"sen(aAt + (p)senAx =——

azw_ 262u
dt2 ~ dx2

- ] (| )
Demostrar que ia funcion u(x,y,z,t)—-(2a4~ﬁt)l

(x0,0,z0 son constantes) satisface a la ecuacion de la conductividad calorifica

du2g 2, duy )

.dt dx dy dz~

Desarrollo

(VNOY +(>"- V0)2+ (2-T0)

du™  X—=x0
dx 2a2t(2a\[xtf

_(eR2Hy-ypyH(z-20)y
d\ =e Nro o~ (x-x0)2 1
dx2 (lajitf ' 4a2t? la 2t

{x-x0Y +(v-vo)2Hzrzpy

aX =e (’-v0)2__ L)

dy2 ~ (2adntY 4a22  la2
(X-XO0Y + (y-y0Y +(z-20)2

c2u _e &3 (z-2002__ 1

dz2 ~ (2aJaty 4a22  2a2

Funciones de Varias Variables a
(a-—x0)2+(>"-~ 0)2+ (z-20)2
du du e A (X-x,)2+(>->-0)2+(z-z0)2 3
o3 dd VsV i
dx2 dy2 dz (2aV™t)3 4a2/2 2a2i

2, A tfu dun_e 413 [x-",)2+(y-70)2+(z-20)2 3"
flv Vv y (W ~)3 4iz/

(x-x0)2f(>;->>0)2-(z-2 ()2
QA= 4 A (x-x0)2+(>>-Vo0)2+(z-Z0)2 3
dt (2ayfit)3 412 21

, 2,d2 d2 82
comparando (1) y (2) se tiene:— = aSN(—- Ty Nk ul)
dt dx dy dz

1910  Demostrar que la funcion u = cp(x - at) + \[/ (x + at), donde @y W son unas
funciones cualquiera, diferenciables dos veces, satisface a la ecuacién de las

vibraciones de la cuerda =a2
dt2 0x2
Desarrollo

u=(p(x- at) +\|/(x + at) = %l: = -acpl(x - at) +ay/1(x +at)
y - a2g(x- at) +a2y/h(x + at)
r

d2
) =a2((pr(x-at) +y/ (x+at)) -~ (1)

éJ:<p(X- at) +\|[/(x +at) = - =<p\x-at)+y I(x +at)
X
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O i (x-at) +ir"(x +at)
(04
azg-l# = a2C</p! (x- at)x+ y/ il{x + atw
[0):¢

ahora comparamos (1) y (2) se tiene:

1911  Demostrar que la funcién

Desarrollo

ox2 X'- X X2 X X3

dx X3 X X X X4

2d2z
cbr

y2 'y wm2p> ., j

& (Z2)->y(Z2)_4 I(Z,
o X X X X A

dxdy x x x x Xx“ X

z = x(p(—) +y/(—)
X X

Eduardo Espinoza Ramos

(2)

satisface a la ecuacion

y. (1)

Funciones de Varias Variables

2XV-
Ox0y X

z =X<p§(-) +y/()2) =

oy" X X X X

r/\

¢

! (Z)+4 ™ (2)

dy X X X X

z GZ

sumando (1) +(2)+ (3) se tiene: x2—0-2+ 2xy—0 —+v2

dxz ox0y oy

(2)

©)

93

1912 Demostrar que la funcion u= (p(xy) + S]Xyy/(— satisface a la ecuacion

202U 2d2U

X 6(1!"‘)/ -Eb)-

Sea w=Xxy, v=— ;
X

Se ha deducido que:

62u o62u 6w 2 02U ov 2
ox  Ow O O O

Desarrollo

u- <p(w)+Vw"(v)

~ d2u ov ow

6u d2w du 6

v X X w o Ov Ox



Eduardo Espinoza Ramos

W= x cw
e ex dx~
v=Z dv B = 2y
ldx2 6x2 X3
w=Aw) +Vwi(v) = a = opi (W) 4= -==y/(v)
aw 2yjw
d2u

(p/f(w)---—-jy/[y)
4 H2

1= <pw) + Ay / (V) W wii o, 92 - Y
dv dvdw 2vw

, myfwi//1(v)

av

—y = (W) QYW+ AWYII)+ 202 (- ) 04—V (V)
ax

lyfw JC Al
4w?2
v)  2y-Jwy/ (v
A Vo (W)—AV) + A, y/ (V|_-| XA_>’-\r/,,_$_) y-Jwy/ (v)
dx¢ ™t 4 '2YV A4 Vvx2
W

*on % N V) > W () N (V) t2yy[wyl ()
2aX" =* W (H)- | Vi (1)
4w?2

av aw “du d~w cu c v
avaw 5y &> aw ay2 3v ay2

82u d2u dw 2 a2Z/rvxe+2
dy2 dw2‘'ay +av2 3y

Funciones de Varias Variables o5
o+ az2>
W= Xy =X =0
dy P
av _ i av
A =0
a X ay2

1913

aU_ 2d W GuU» 21(v)

dyadw2 x2 dv2 14w
(2)
Ldu o 2da 2yl (v) i 2dmyyl (v)  2yylly) 2wyl (V)
5’{9’2\ Jw X >h> J wx
2y yI (V) + 2y yi\v) =Q 2a2U 2dU
\[w \[w v

Demostrar que la funcion z = f(x + (p(y)) satisface a la ecuacién

az a2z _dz aZ
ax a*ay & ax2

Desarrollo

z = f(u) donde u=x+ cp(y)

X

Z - » U

y
dz _az du _dz _ /
dx du dx du
¥z  a & aa a .
Excy _c_y(aj)_?u(Tu)?y_ . (y)
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1914

1915
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1
dx dxdy ®

dz dz du

—=—m =/ (u

&y du'e y ( )-¢ (y)

dz

dx dx2 X dw
(2)

du dx
do (1)y ) setiene: o2 I .47
comparando (1) y (2) se tiene: x dxdy ~ by dx
d .
Hallar U = u(x, y) si aruty) 0
dxdy
Desarrollo
d -=0 integrando con respecto ay
dxdy
— —=/YxX) integrando con respecto a x
dxdy
u(x,y) = F(x) + G(y)
Determinar a la ecuacién u = u(x,y) que satisface a la ecuacion — - 0

Desarrollo

- 0, integrando respecto a x
dx2

1916

1917

Funciones de Varias Variables

- (p(y), integrando respecto a x

u=xcply) +y(y)

Hallar dzz ,si z = exy

97

u(x.y) = x cp(y) + v/(y)

Desarrollo

dz

€omo dz ::— dx-Y d— dy , entonces se

z.:e
dx y

reemplazando
dz

dz - ye™dx + xe~dy = e” (ydx + xdy)

dz =" d 2x+2j-q‘2-2dxdy+" -d ¢y
d dxdy dy

X_

d2z

dz " dx2 ~y e

— .=ye

dx
~  =Xx2ex

jz.: xe dy?

y .
d2i = on 4 xjer
dxdy

d2z =y 2eRd2x + 2(xyexy + exy)dxdy +

tiene:

=> dz =exy(ydx +xdy)

reemplazando

X 2exyd 2y

42z = exy[y2d 2 + 2(xy +1)dx dy +xZd ] = exy[(y dx + x dy)z +2dx dy]

Hallar du si u=xyz

Desarrollo
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du _~» d2u _» du _~»
dz ' 0z2 > dxdy

d2u = O4 O+ O4 2(xdy dz 4y dx dz + zdxdy)
d2u=2(xdydz 4y dxdz 4 zdxdy)

Hallar d2z , si z= (p(t) donde t=x2+y2

Desarrollo
2 d2z 2 ~d2z .. .. d2Z _..p
9'z=—-iIx 4-2--—- dxdy + —Xx-

dx“c dxdy ! dy k4

& _92 4ol oox =izvd’ (0
dx dp dx -
d2-
d—; = AP () 4 261 (0).2x = 4x 20" (t) 4 2<py(;)
X
dz dz dt 4 0x . /,
— =— = 2j =2y#? (O
@& ct dy (02 el
p2

o T AT O P02y =4y 20 +29°0)

Funciones de Varias Variables

1919

d2z —_é (_j :_6 i) = = 3
iy " di) 5, @9 ) =20 ()24 =409 ()

o2z = (4xV (O + 2op (t))dx2 4 %xycp | (t)dxdy 4- (4y 2(0" (t) 4- 2<pf (t))dy2

d2z = 4 (t)(xdx 4y dy)24 2(p (t)(dx24-dy2)

Hallar dz y d2z si z=u ,donde u=—, v=Xxy
Desarrollo
dz =2 dx4—"dy , dond Gz _Oz du gz dv_ M E oy
dx y dx du dx dv dx y

=xv(—/M 1 + In(-).v =yi-r +In9=y(~F(\ne +\n~)
dx y y |y y y y y y
* =>(@rin it
dx y y
dz_dz du, dz dv

vt ﬁ Y
. — —U — (34U Inz/.x
dy du dy dv dy ( y

=xy(-r~\-4 )+(-rin(-).x

No=x()MIn(—)) = dz=yEr\n{M)dx +{xEy.\n"))dy
dy y ye y y y ye

dz = (-rv[vin— ¢r + xIn(—).dy]
y "y ye

99
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En forma similar para:

d2z =(-)" P2In2(—) +-1dx2+ 2[In—+ xy In(— ) .\n(— )]dxdy
y y X y y ye

+(x2\n2(-)--)dy2
v

y
1920  Hallar d 2z ,si z = f(u,v), donde u =ax, v="hy
Desarrollo
dz 3 dx+E dy = aftﬂ(u,v)dx + bfv (U>v)dy
dx " dy
d2z - a2fim(w,v)dx~ + 2ajrfllv(u,\)dxdy + b2  (u:v)dy2
1921 Hallar dl1z si z=f(u,v) donde u= , VYA
Desarrollo
077‘2 - -?2-? ax‘7‘+ 2 -:-?-2d73<’dy +0—(Zdy 2
ex dxdy L A
cfz '
JE | a2 czk2l7 £ 47 n N v

&2 o2 dx dvl dx dudv dx dx Su éx2 dv'dy2 1

d—y =e2yC {u,v)+y2e2fw(«,v)+2i(h,*)>eV ,+ («0(0)+/! («,v)(0)
X

A4 T e2r/iit (mov) + > 2528 («,V)+ Zye*ervfﬁ(u,v)
dx2

Funciones de Varias Variables 101
7-7 = X(jlyfuu(«, v) + 2yexeyf;l («,v)+e¢x  (u,v) +xey (u,v)+0

d~yT =xle2yfm (».y) + 2yexeyfuv («» )+ Vv, («>V)+xe’f *(u,v)

dzz—d(gz—ff +M21 (h,v)+exf* +
dXdy _6/ eX) - u (V\D‘/) - ( IV) € (iMV)
vejrrv @+ XY)FV(U v) + vz ss, (mov)
dxdy =N fu (Mv) + Xe2yf | (>V)+7N (».V) +<DF 0 +xv)/«v ("m)+je 2~ (w,V)

d2z = [e2yf¢'u(u,v) +y 222xf t (u, v) + 2yexeyf ¥ (w, v)]dx2 +
+W fu (“w)+(xe2yf’\ (uv)+ext (uv)+ ( 1+xy)/M(«Vv)+jed ™ («,v)]drrfy
H-*2e 2« (M V) + 2yexeyf tv(u, v) + e2v/w (w.v) + xeyf (u, v)]dy2

1922 Hallar d”z si z =exeosjy
Desarrollo

d~z = (dx— +dy— Yz , desarrollando
dx dy

d’3z - a—3-zdx3+ 3—6‘-35 dngjy+ 3 at dx t‘jy2 - i/ir3
ax3 dx dy ! dxdy2 ' a>3
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1923

1924
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d3z =exeosy dx3- 3exseny dxdy - 3exeosy dxdy +exeosy dy'
d3z =ex(eosy dx3- 3seny dx1dy - 3eosy dxdy2+eosy dy3)

Hallar la diferencial de 3er orden de la funcién z = x eos y +y sen x

Desarrollo
j,2 d2z ,, 2 322 ,, . d2z, 2
&z - ZSdx +2 - dxdy + — f-dy
dx* é&ro>’ " ov

c*z
Z=Xeosyt+tysenx => d— =e0s y+ yeosx
X

dzz
—- =-ysenx
dx2
= COSX - SERY
dxdy

dz
— =8enx- Xxseny
dy

c~z
—=- =-XCcoSs Yy
dy2

d2z =-ysenxdx2+ 2(cosx —seny)dx dy - xeosy dy
Hallardf(1,2)y d2f (1,2) Si: f(x,y) = x2+xy +y2-4\nx-\0\ny

Desarrollo

m ,2)j im dx+@& d
)] m dyy

Funciones de Varias Variables

1925

df(x.y)__ Sy 4 df(\, 2) _

+y— = =2+2-4 =0
dx dx
ViIMI=x+2yJ |l = £iU)=1+4-15=5-5=»
dy y dy 2

dz=df(12)=0dx +0dy =0 df(12) =0

a>fil2)= ~ d x 2+2€3”~dxdy +* m dy 2
dx dxdy dy

s f(My) =2++ a2/(12)=6
df(_)fi) :2x+y—4 - dx, dx2
dx X 0(x,y) 92(1,2)
ffIM )=, +2,-i» dxdy axa>"
0 y o alvy) ,, 0 gau) 9
2 2 ay2 2

d2/(1,2) = 6c/x2+ ldxdy +4.5¢//

Hallar d 2f (0,0,0), si /(x,j?,z) =x2+2 | +322- 2xy +4xz +2yz

Desarrollo

d2f(x,y,z) =(dx~ +dy-i-+dz~)2f
ex dy dz

Al yof=S2 &2 9% 2,82 N o i gk, 9
y

dx2 av2 dz2 dxdy dxdz

103

dydz)
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d2f(x,y,z) 5 a~f{x,y, z) 0 og . _dp dR_dQ dP _dR
o =2x- 2y +4z ox dxdy dx dy - ¥ dz dz ~ dx
0 d2f(x,y,z ) . . .
8f(x,y.2) =4y- 2jc+2z 0 f(x.y.2) =4 = fjxdz ):4 Después de comprobar que las expresiones que se dan mas abajo son
ay = dv2 R diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas funciones.
df(x, y,2) _ 62+ dic+ 2 d*f(xy.2) _ ¢ 02f(x,y,z)
dz1 dydz 1926y dx + x dy

Desarrollo
d2f (0,0,0) = 2dx2+4dy2+6dz2+ 2(0 + 4dx dz + 2dy dz)

P(x,y) =y dy
d2f(0,0,0) = 2dx2+4dy2 + 6Jz2 + 8dx dz + 4dy dz Q(x,y) = X
, A =1
dx

INTEGRACION DE DIFERENCIALES EXACTAS.-
8Q

8P '
Ira. CONDICION DE DIFERNCIAL EXACTA - Como T Ty ©° actaentonces 3 u(xy) tal que:

Para que la expresién P(x,y)dx + Q(x,y)dy, en que las funciones P(x,y) y du(x9y)
Q(x,y) son continuas conjuntamente con sus derivadas parciales de primer -y , integrando respecto a x

orden en un recinto simplemente con D, represente de por si, en el recinto D, la

diferencial exacta de una funcion determinada u(x,y), es necesario y suficiente u(x.y) = xy +g(y). derivando respecto ay

que se cumpla la condicién. du(x,
OY_yvg ) =Q=x
Sy
dQ_dP
ox dy g 0)=0 => g{y)=c uxy) =xy +c
2da. CASO: DE TRES VARIABLES.- 1927 (eos x + 3x2y)dx + (x3- y 3)dy
La expresion P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y,z)dz, en que P(x,y,z), Q(X,y,2) ¥ Desarrollo
R(X,y,z) junto con sus derivadas parciales de ler orden, son funciones
. . . . - 8P
continuas de las variables x, y, z representa la diferencial exacta de una funcién -=Ix2
: . . . IP(X,y) = e0s X + 3x2y 8y
determinada u(x,y,z), en un recinto simplemente conexo D del espacio, y solo _ .
cuando en D se cumpla la condicion: 1Q(x.y) =xi-y2 0Q_ 3x2
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dQ

P -
como L es exacta => 3 u(x,y) tal que:
dy dx

du(xY) = o5 X+ 3x2y , integrando u(x,y) =senx+x3v+g(y), derivando

dx

BNt 1) =Btey) =y
Yy

g () =-y3=09(;)=-"r

1908 (X + 2>)/x+ >fly
(*+>02
Desarrollo

P(x.y) = X+ 2> O0P(xy) _ 2y

Toxry)2 (x+y)
oxy) = W 6Q(xy) 2y

T (x+y)2 dx (x+y)

como %3 = %9 es exacta = 3 u{x,yy tal que:
y  dx

du(x,y) _p _ *+”"-L.5integrando respecto a x

dx (x+yY
u(x,y) = - A+ = g0O0 = In(x +y) -——- — +g(y)
Ji{x+y) dx X+y

Funciones de Varias Variables

ux,y) =In(x+y)-— — +g(y)
X+y
du(x, 1
u(Axy) +gly) =Q(x,y) =- vy
oy X+y (x+y) (x+y)
Y sl =
wane Y Ty (*+y) (X +Y)-

g(y)=0 =>gy)=c u(x,y) = In(x+ >>)--X

1929 XA gx 2V gy
X2+y2“ X2+y?2
Desarrollo
p Xx+2y cP _ 2x2- 2xy- 2y?2
X2+y2 (x2+y2)2"
dQ _ 2x2- 2xy- 2y 2
X+y dx (x24y2)2
como ap :@ es exacta => 3 u(x,yﬁltal que

dy dx

du(x,y) —p= X+ 2y

, integrando respecto a x
dx X2+y2

w(x,7)= f*+2yi dx+g(y)="In(x2+y2)+2arctg(-) +g(y)
IX~+y 2 y

X
u(x,y) = ?ln(x2+ y 2) + 2arctg—+g(y), derivando
y i

ty

107
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du{x.y) y
dy X2+y2 X2+y2

Y gl =Y g m=0 =gy =c
2(x, y) = n(x< +y’ )+ 2arctg(X) +c¢
2 U vV

1930 —dx—"-dy

y r
Desarrollo
P~ 1
dy ~* 7
dQ _ i
e~ 7 dx v
como ap :EQ- es exacta => 3 u(x,y) tal que:
cy dx

= - i. integrando setiene: w(x,y) =—+g(.y), derivando
dx y y

du(x, /. X
--Lsg,ﬁ :—y)i“g (y)X=Q(x,y)X=—yJ

u(x,y) =—+c

g 00=0 =>g(y)=c
y

Funciones de Varias Variables
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109

Desarrollo
dP -Xy
P = dy 3
mi?w (x2+y2)2
0= dQ_  -xy
- dx -
V24T (X-+y2)2
como dp :-d: es exac%a => 3 u(x,y) {al que
dy dx
du((jx,y) =P= , integrando u(x,y) =,Jx2+y2+g(y), derivando
X
du(x.y) _ y
+gl(y) =Q(xy) =
dy Jx2+y2 \K +y2

9'(y) =0 =>g(y)=c u(x,y) =yjx2+y2+<

Determinar las constantes a y b de tal forma, que la expresion

(ax +2xy +y )dx—(x 4”xy+by_ )dy* sea ja diferencial exacta de una
(e+1)2

funcion z, y hallar esta ultima.

Desarrollo
p= ax2+2x>+y2 dP  2x3- 6xy2+(2- 4a)x2y - 2y3
(x2+y2)2 o (*2+ /)3
X2 +2xy +by2 dQ _ 2jc3+ (- 2)xy2+ 6jr2>- 2y3
e= dx (x2+y2Y

para gque sea exacta debe cumplirse que:
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oP 060Q 2jc3 - BXYy2+ (2 - 4a)X2y - 2y3  2x3+ (b - 2)jry2 + 6jc2j - 2y3
ar (x2+y2)3 (x2+.v2)3
J4>—2=—-6 ja=-1
de donde < =
{2-4a =6 \b=-1

ahora calculamos la funcion z = u(x,y) de acuerdo a los criterios establecidos
. *~y
setiene: z =u(xy) = , °,
X*+y

Después de comprobar que las expresiones que se dan mas abajo son las
diferenciales exactas de ciertas funciones, hallar estas funciones.

2x+y+2)dx + (x+ 2y + 2)dy + (x + y + 22)dz
Desarrollo

P=2x+y+z2,Q =x+2y+z , R=x+y+2z

, — =— =2 esexacta entonces Bu(x,y,z)
dx dy dy «cz 8 8z

tal que: ( =P(X,y,z) =2x+y+ z integrando

uix,y,z)= J(2x+y +z)dx +g(y, z)
u(x,y,z) =x2+xy +xz+g(y, z), derivando se tiene:

<IP--—=x+9g[ (y,2) =Q=x+2y+z => ¢'(y,z) =2y+z
8y

yil.=x+gi(y,z) =R=x+y+2z = gl(y,z)=y+2z
cz

Funciones de Varias Variables 111

gy(y.z) =2y +z => g(y,2) =y2+yz+ Q)

guy,z) =y +(p'(2)

1934

dy

y+9@)=y+2z = <p(z) =2z = (pfr) =z2+c
g(y,z) =y2+yz+z2+c
U(X,y,z) =X +Xy+Xz+y~+yz+z~+c¢

(3x2+2y2+3z)dx + (4xy + 2y - 2)dy + (3x -y - 2)dz

Desarrollo
P=3x2+2y2+3z , Q=4xy+2y-z, R=3x-y-2
dP_dQ_ 14 .dP_ _dRrR N
dy dx N7 dz dy T dz dx
es exacta => 3 u(x,y,z)x tal que Qy_%,¥_,_2_)_: P
X
cu-)d(—~ - 3x2+2y2+ 3z, integrando respecto a x
X

u(x9y,z) =x3+2xy2+3xz+g(v,z), derivando

— =4xy+Q' (y,2) =Q=4xy+2y-z => (g'y(y,z) =2y-z

dz

g (yYz)=-y-2 = g(y,z) =-yz- 2z + cp(y), derivando respecto ay
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112
n(y.z)=-z+ (Y)=2y-z-9y(y.2)
y ) 2
P=2y = 9xy)= +c dedonde g(v,z)=-vz-2z4V'+cC
*(X,>32) =XxJ+2xy243xz- yz - 224y24cC
1935 (2xyz -3y 2z 4824 2)dx 4 (X2z - 6xvz +8x2v +1)dy 4 (X2y - 3xy24 3)dz

Desarrollo

gp = 2xz - 6yz 410xy

\p - 2xyz - 3y2z 48xy2+2 Yl _ cP cQ
Q = X~ - BXyz 4-8 A"y 4-1 O 27~ 6z 416xy qy  dx
ex

dP 2
(P =2xyz- 3v2z 48*y2+2 Si- v v "N 2 .«
10=a2v- 3xy243 %?:2”_3\/! IE N
X

Luego es exacta => 3 u(x,y,z) tal que:

d ="p=2xyzt~ 3j 2z 48xy24 2, integrando
X

m(X, Y, z) = X2>Z- 3xy2z + 4x2v2 4 2x +g(>\z), derivando
Ou(x,)"z) =X2Z_6xy: +Sx2y +g: (%z) =0 = x2 - bxyz + 8x2y +1
oy

g'(y,2)=1 => g(y,2) =y +<p@ dedonde gi{y,z)= (2)

X2y - 3xy2+g, (>\z) = A= - 3xv" +3

dz

Funciones de Varias Variables

g'.(y,2) =3 dedonde gf(y,z) =¢'(z) =3 => <p@@=3z+cC

gly,z2)=y+3z+c

Uu(x,y,z) =x2yz- 3xy2z +4x2y 2+ 2x +y +3z+c

1036 (2-Hax + (2 Ndy + (AL
y Xz

y X z
Desarrollo
op 1
p=-~4 e N
y x2 Oy~ v op OQ
0Q= i oy  ox
. .4 0 y
(0),¢ “y2
« - OR— !
X Z A 0 0
PR
"OQ = oy z
c-i-4 K 22
dR_ 1 o
x Z dx x2 OR OP
op 1 Ox oz
p=-~4
I .dz  x2
es exacta =>3 u(x,y,z) tal que --------- =/>=--—- -, integrando
ox y X
.. X  z .
ii(x,y,z) =—+—g(y,z), derivando
y X
6u|(_|x,y,Lz)L X ( ) /.21 X
—H.rL-L=—r+g;(>".2)=0=—
Oy y zy

113
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g'viy,*)-i => g(y,z) =Z—+<p(2)

gi(y,z) =-"-+<pf(2)

Eduardo Espinoza Ramos

du(x,y,z) 1 , . _ 1y /, \ y
a "= - +8z(y>*) =R = — 2 => 8z(y"N) = — v
Ccz X X z
Luego --~r+((2)=—Y = (p@=c g(y,z) =—+c
zZ~ VA z
xdx +y dy +zdz
J771772
Desarroiio
dP -Xy
Pz= dy
VTTITT (X~+y +2z~)2 dP _ dQ
dQ _ -Xy dy dx
. ex
Sjx2+y2+z2 (x2+y2+122)2
dR -yz

Funciones de Varias \ ariables

4_X2+yv+ZZ
JJ77-

entonces es exacta => 3 u(x,

du(x,y,z) =dyjx2+y2+z2, integrando u(x,.y,z) =y[x2+y2+z2+cC

drR
dx 8
(X~+>"+Z~)2 cR
dP _ -X2Z ex
dz
(x2+y2+122)2
y,z) tal que

dpP
dz

115

1938  Se dan las proyecciones de una fuerza sobre los ejes de coordenadas

X =-1—— Y=1— , donde X es una magnitud constante ;Cudal debe

(x+y)2 (x+y)2
ser el coeficiente X; para que

Desarrollo
: Vv %X
Consideremos dF(x,y) - aX Rerememmme ~dy
(x+y)2 " (A+v)2
dP _ x-y
d +y)3
Donde (x+yT y (x+y)
0= ™ dQ._ —A(x- y)
(x+yr dx  (x+y)3
Para que sea exacta debe cumplirse que Z—P :*_o_lg es decir:
y

->i(x-y)_ Xx-y
(x+y)3 (x+y)3

= X=4|

la fuerza tenga potencial?

X=

1939 (A qué condicion debe satisface la funcion f(x,y), para que la expresion f(x,y)
(dx + dy) sea una diferencial exacta?
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Desarrollo

f(x,y) (dx + dy) = f(x,y)dx + f(x,y)dy, donde

\dP = fu(x.y)
P(x,y) =f(x.y) dy
Q(x,y) =f(x.y) Ve = TUXY)
dx '
para que sea exacta debe cumplirse que: f = @
dy dx

Luego la condicidn que debe cumplirse es fx(x,y) =f (xy)

Hallar la funcion u, si du = f(xy) (y dx + x dy)
Desarrollo

du =y f(xy) dx + x f(xy) dy, de donde

boytoey) " TN ERX0Y)

Q =xf(x,y) %,)\( = f(xy) +xyf{ (xy)

Luego — = es exacta entonces como du = f(xy)(ydx +xdy) - f(x,y)d(xy)

dy dx

Integrando el ler miembro con respecto a y, y el segundo miembro con
respecto a xy.

Jdu = j(xy)d(xy) +c

f (t)dt +c, donde t=xy, aconstante
- e
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6.9.

DERIVACIONES DE FUNCIONES IMPLICITAS.-

ler. CASO DE UNA VARIABLE INDEPENDIENTE.-

Sea f(x,y) = 0 una funcion diferenciable de las variables x e y, la derivada de

esta funcion f!,{x,y) * 0, se puede hallar por la formula — = - e Jas
dx  fy(x,y)

derivadas de orden superior se hallar por derivacién sucesiva de la formula
dada.

2do. CASO DE VARIAS VARIABLES INDEPENDIENTES.-

En formasimilar si la ecuacion F(x,y,z) = 0 donde F(x,y,z) es unafuncion
diferenciable de lasvariables X, y, z, determina a z como funcion de las
variables independientes X, y, y: Fz(X,y,z) * 0; las derivadas parciales de esta

funcion dada de forma implicita puede hallarse por la férmula:

dz _ Fx(x,yyz) dz _ Fy(x,y>z)
dx F¢(x,y,2)” dy  FN(x,y,2)

otro procedimiento para hallar las derivadas de la funcion Z es el siguiente:
diferenciando la ecuacion F(x,y,z) = 0, obtenemos

)'Zd(g(l-’! dF dy H dz=0

d dy dz

de donde puede determinarse dz, y por consiguiente:
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3er. SISTEMA DE FUNCIONES IMPLICITAS.-

\F 1 y il = 0 - -
(x.y,u,v) determinar y y v funciones
[G(x,y,u,v) =0

diferenciables de las variables ey y el jacobiano.

Si el sistema de dos ecuaciones

F cF
D(FvG) du dv
D(u,v) G dF

du du

las diferenciales de estas funciones se pueden hallar de las siguientes
ecuaciones:

N
IF -9y 37 0 g e R =
dx dy ™ dz du dv
96 4+ Loty IS 1--9G0 + IS4y = 0—
dxdy dz dw dv

4to. FUNCIONES DADAS EN FORMA PARAMETRICA .-

Si la funcion diferenciable Z de las variables x e y se da en ecuaciones

dx dx

o D{x,y) du dv
aramétricas X = x(u,v), Y =y(u,v), Z=1z(u\Vv AO la

p (uyv) y(u,v) (uv) y DY) d dy

du dv

diferencial se puede hallar el sistema de ecuaciones:
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194!

bl

1942

conociendo la diferencial dz = p dx + g dy hallamos las derivadas parciales

dx dy

Sea Y una funcién de X, determinada por la ecuacion +~~=1. Hallar — ,

a b~ dx
dzy  dy
dx2 ~ dx3
Desarrollo
Sea / (X, X2 v 1
a b
f.Ux,y):~~ , f'(x,y):-jz)
2X
dy f'(x,y) b\
ax  f{x,y) 2y azy
_dv
d2y =jL(4y) =i ( b2jc)= /~dx\
dx2 dx dx dx a2y a2 y2
b2x
d2y b2/ +m , b2 ,a2y2+b2x< d2y b2ta2b2; b4
- = — (- = — (-N-] - = ~ = N ~N = ~
= ( yr2) a (y 1 ) = Wy y a%‘]
d3y d ¢y d 4 3;4 dy dny 34 F2X 356X
X3 dx i/x2 dx a2y3* azy4dx dx3 a2 &2 a4

Sea Y una funcién determinada por la ecuacién x2+y2+2axy =0 (a > 1).

Demostrar, que %Zy =0 y explicar el resultado obtenido.
X
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Desarrollo

Sea / (x,y) = x24y2.+2axy
fx(x,y) =2x+2ay, fv(x.v)=2j42ax

dy  2x+2ay _ Xx+ay dy X +ay
dx 2y +2ax y 4ax dx vy 4ax

J~>y: d X dray) = (y+aq(l+a—)~(x4ay)@4, )

S dx_
o2 > +aX (V40X
AX40 X+a

2 (y4an(- DY) (xday)(@—i)
d~y y +ax y 4ax
dx2 (y +ax)2

2\ (x4ay)(a~x-x)

2 ~a 23
a%y (y~ay) J 4o
dx2 (y +ax)2
d2y _ (a2 -1)[(>4ax) v4x(x 4ay)]
dx1 (y 4ax)3
£y =_(«2- Oiv2+v2tW ] =mjglzi> (0)=Q, Luego ~ =0

dx2 (y +ax)2 (y +ax) dx~

Hallar — si Y=1+yx
dx

Desarrollo
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1944

1945

ify_ fx(x,y) _ yx\nx _ yxlInx
fi(x,y) xyx 1-1  1-xyx

-I[Iallar iy y 9y siy=x+lIny
X
Desarrollo

fxy)=y—x-Iny = f'{x,y)=-1

fy(x,y) =\-- =y 1
y

y
dy _ fr(xy)_ -1 y
dx fy(x,y) Zzl J-I
y

dy dy >~1

Voo A YV A = d2y 1
iIx2 y-1 (j-n2 (j'-nz dx2 y(y-2
d2y . _ -
Péllar si X -2Xy+y +x+y-2 =0 utilizando los
dx x=\ dx2 &

resultados obtenidos, representar aproximadamente la gréfica de esta curva en
el entorno del punto x = 1.

Desarrollo

f(X,y) =x2-2xy+y2+x+y-2

fi(x,y) =2x-2y +i , fy(c Vj:Zy-Zx +1
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dv fx(x,y) 2x-2y +\ 2 .
-T=-——""=--—— - parax=1y -y=0y=0,y=1 1947 Hallar — y —" si l+xy-In(<?w+e wW)=0
dx  fy(xyy)  2y-2x+\ dx * dx

para dy —36-1 Desarrollo
X x2\
" Sea / (X,y) =1+ xy- In(eAy+e~xy)
dzy _d 2x-2y+W»n -8 d2y
- - =86-8
dx2 dx 2y-2x +\ (2y-2x +\)3 dxzxz\ iv' -ye™ _yexy+w A-yev +y<~" _ 2xe~x

fx(x,y)-y e*y+exy -~ en'+e-x exy+emy
1946  La funcion Y estd determinada por la ecuacién Inyfx2~}12 = arctg— (a » 0).
dy = fx(xy) _ 'y
Hallar Y y d*y dx  fy(xyy)  x
dx = dx2
Desarrollo dy _d y 2y
1=

dx~  dx 'y x
Sea /(x,y) ="In(x2+y2)- a.arctg—
2 X 1948 La funcion Z de las variables x e y se da por \z ecuacion:

X3+ 2y3+2z3- 3xyz- 2y+3=0 .Hallar — y —
«(-4) y y y = Y o
lyw > - ' *4 A<V,
X2+ | Vet
Desarrollo
3x2+3z22— -3>x-3xy— =0 "= (z2-xy)"- =yz-x"
y X L = dx ydx ( y)dx y
Cwlmi} 2 2 2
m+/,,y -+>
@z z-xX_ x*-yz
X+ Ry dx z2-xy xy-z2 oy T,
V= fx(x)y) _x +y _ x+ay
dx fr(x,y) }V-«*  ax-y 6v2+322— - 3xz- 3xy— - 2=0 => (3z~- 3xy)— =3xz- 6y2+2
x2+y2 dy dy ) dy
d2y _ d ~x+ay”™_(a2+1)(x2+y2) dz _ 3xy- 6y2+2 6y2-3xy- 2

dx2 dx ax-y (ax-y)3 dy 3z2- 3xy 3(xy - z2)
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Hallar — y — si xeosy+ycosz+zcosx=1
dx * dy

Desarroilo

Xeos y+yeosz+zeosx=1

dz dz
€osy - ysenz-—-heos X ----- zsenx =u
ex

(eosx -y senz)d— =-e0sy-z senx
X

dz -eosy+zsenx _ zsenx- eosy

ex e0sSX—y senz e0sX-ysenz

dz dz
-Xsenz+eosz- ysenz--—-- f-eosxd— =U

dz dz xseny - eosz
(COSX -ySeNz)— = XSeNY-e0SZ => —= -mmmem-Zmmmmmees
dy dy eosx- ysenz

i ?
La funcién Z viene dada por la ecuacion x! +y9-z “-xy =0. Hallar & y

d_ para el sistema de valores: x=-1, y=0, z - L
y

Desarrollo
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para x=1, y=0, z=1, & =

1951 HallarE, dz dz dz . x2 y2 z1

dx dy'dx dxdy a b2 c

Desarrollo
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x(-OL)
d2z =c2, b2z x= cVv
dxdy a2 z2 a2b2z3

f(x,y,z) =0 demostrar que

dy dz dx

Desarrollo

o fy(xy) 7 &  fe(xy)
dy fi(x,y) ’ dz f'(x,y)’ dx f'(x,y)

dx dy dz _ fy(x,y) fi(x.y) (V-v))=_]
alaz'a* y*(x,.v)  (ven)L [(R>-

Z =(p(x,y) dondey es funcion de y,. determinada por la ecuacién y(x,y) = 0.

dz
Hallar —

dx

Pesai olio
(074 . -
— calcularemos por la formula siguiente: — =
i dx dx dy dx
& ¥Ax,y)
—_— = X, + X, > ¢ )
dx <I£<'( y) (p</’( 'j( oo )
9z _ ooy < V'S X>Y)
= Ko\ _ * VS Xx>Y)

& = PO - TS

dz  (PkX Y)Y (X Y) - By (v,y WAX, y)
Wy(x,y)

Funciones de Varias Variables

K(xy)  <Bxy)
dz VAX,y) WV{XIy)
dx Vv(x,y)

1954 Hallardzy d2z ,si x2+y2+z2=a2

Desarroil
(;z —gz—dx'+ —déy donde dZ__ FI _dZ
dx dy ix Fdy

Sea F(x,y,z)=x1+y2+z2- al entonces:

Luego _dz_ X _a — Y Entonces: dz = — d’x
dx z dy z . z
4% - 92,2, 942 dy -h—dz-zdy 2 donde
dx dxdy ' ody
| az. X2
8374 (z1 Xoce> T *2+22 y2-a?2
ar2 z2 z2 z3 z3
. dz 32
dz VARY; d)) Z+ —_ FirR 2. a2
dz .= d/oxxxy ? luego se tiene:
dxcy dy z z
, )i-_ag -a’ .2

K
—
=

127

F =2x, Pv-2y, Fz-22
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1955

Eduardo Espinoza Ramos

Sea Z una funcién de las variables x i y determinadas por la ecuacion
2X2+2y2+2z2- 8xz-z +8=0. Hallar dzy d2z para el sistema de valores:
x=2,y=0,z=1

Desarrollo

Sea F(X,y,z) =2x2+2y2+2z2- 8xz- z+8

Fx=4x-8z, Fv=4y , Fz=2z-8 -1

dz 4x - 8z dz 4y
ex Fj 2z- 8x-1 "’ dy Fi 2z- 8x-1
oz = 92 92 Ax82 1 2y dv = ——-dX---mmm- R dy
Ox dy ' 2z-8x-I 2z - 8x -1
para x=2,y=0, z= 1 setiene dz=0
=92 02,982 o 422 2
dx dxdy >
2 ! ] ! 2 '8 'I 4'8""' - 4 -8 2~-8
oz _d dz d 2x-802 _( 2-8x-1)( dx)( X Z)(dx )
i?7“& & 4c 2z-8jc-1 (2z -8x -1)2
5z a2z 4
ara x=2y=0,z =1 —=0—j =—
P Y ax de‘ 15

(2z-8x-1)4-4>71(2"-0)
g2z a fe a 4y aj

av2 _a> av &> 2z-8*-i (2z - 8x-i)2
d2z 4

para x=2,y=0,z=1y — =—
dv

Funciones de Varias Variables 129
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(2z- 8v-1)(-8f )- (4v-8z)(2f )
dy dy

dz _ d/rz\_ A 4x-8z " _

dd> dy dx dy 2z-8x-I (2z -8x -1)2
ara x=2,y=0,z=1 — =0, ——=0, dZ=—(ix2+¢

p y Y adly & y2)

Hallar dzy d2z,silnz=x+y +z- 1 (A qué son iguales las derivadas
primera y segunda de la funcién zZ?

Desarrollo

Sea F(x,y,z)=Inz-x-y-z+ 1| ddonde Fx=-1, F1- -1, Ft=—1

dzﬂdx-f——qujy donde F -1_
dx dy dx f'z 1 _j
z
dz _z z >z z
dx 1-z z-1 dx z-1
dz F' -1
dj f! i Z-i

z z z
dz = JX dy = dx+d
z— z— y 1—2( y)

P 82242 15022 Bify (02 g2
dx2 dxdy’ dy2

d2z=— 1—r(dx2+2 dxdy +dv2)
(1-2)
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1958

Eduardo Espinoza Ramos

Sea la funcién Z dada por la ecuacion x2+y2+z2 = cp(ax+ by +cz) donde @

es una funcion cualquiera diferenciable y a, b, ¢ constantes. Demostrar que:

(cy - bz)—f(az- ex)~~=bx- ay
X dy
Desarrollo

X2+y2+2z2=cp(ax-by +cz)

5 d d dz_ 2x- a(p’
2x+22—Z =®fa+c—] L 2 apn
dx ex dx ep- 2z
o2z s omeac Py = Yo AP
dx (o dv cepr2z

(cy-bz)— +(az- ex)— =bx- ay
dx dy

2x-a<p\ w2y-bcp\  2ayz-2bxz+ bc>|<cp' accp'y
(ey- )] RO R
ccp- 2z op - 22 cdp-2z

_2z(ay- bx) +oop'(bx- ay)  (2z- c(e=-fov) 7
ccp'—22 ccp2z

Demostrar que la funcién Z, determinada por la ecuacion F(x - az,y - bz) =0
donde F es una funcién diferenciable cualquiera de dos argumentos

a9z 4z
ex dy

Desarrollo
Sean u=x-az,V=y-bz

SF=8Fdu= |, ,
dx cu dx

1959

funciones de Varias Variables

8F =dFdv =Fil=F
dy dv'dy v'

8F dFE dy dF_d , dF
S SRS Eh) = —<=—aF - bRy
dz du dz “dv cz cz
dz _ T R > F

dy F; -(aF'+bF") aF, +bFv

a— \-b— uK i tR: < +hFv - i

dx dy aFu+bF' aFu+bFv aFu+bFv

_d_E_VbE =
ex dy
F( 3( 6. Demostrar que x% +y$ =z
dx ° dy
Desarrollo

Sean u=—y v=— como F(——=F(u,v)=0
z z z

z
SF_3F_ du / dF_Fi_
dx cu dx uz dx z

dF _cF dv_p/ 1 dF F;
dy dv dy z dy

dF dF cu”dF dv
dz du dz dv dz

dF ~ ]QF |
O P O R N )

131
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1960

Eduardo Espinoza Ramos

& K < dz Ry H_, .
ex I alr’, +yl-~v ’ du A xF' +

fe & XzFj yzFv
Luego X—+y— =—: r+—; j
dx oy XF,+yFv XxFu+yFv

dz dz xFu+yFv
X— +y— = 2(

ex oy XxFu+yFv B

Demostrar, que la funcién Z, determinada por la ecuacion y = x ip(z) + i|/(z)

satisface a la ecuacién 32 (%)~ pQz dz dz  d2zydz 2 A
dx2 cy dx dy dxdy dy2 dx
Desarrollo
fi f = * = 1 ..
dx x<p\z) + y/\z) cy  x<p'@+y/\z)

d2z _ 29p@<p(s)[x™'(2) +" '@)] - (2)[.*y"(2) +y/"(2)]
dx2 [x(p'{2) +ys\z)f

d2z = xtp"(2) +y/"(2)
51/ [ 12)+V (2)]

92Z = ff@)( T (=) + N(2)-N(D)AYI)(2) +1/(2))
dxdy [x(p\z) +y/\z)f

de (1), (2), (3) y (4) se tiene que:

..d)

)
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Las funcionesY yZ de lavariable independiente x sedan por

%58 20w B P e

dx

ecuaciones

dx’f para x=1 y=0,z=1
Desarrollo

Diferenciando las dos ecuaciones se tiene que:
2xdx +2ydy- 2z2dz=0, 2xdx+4y dy+6zdz=0

despejando z dz y reemplazando en la otra ecuacion

8 dz=xdx+ydy = xdx+2ydy+3(xdx+ydy)=0

4XdXx +5ydy=0 = — = -
Y dx 5y

para x=1, y=0,z=1 = —=m
dx

dy v+zil
IL *y ~X* 4.>+5v4 5y2+4a?
dx2 5 y2 5v [/ '25 /

ik
para x=1, y=0,z=1 = F =
X

despejando y dy y reemplazando en la otra se tiene:

ydy=zdz—xdx => xdx+2zdz—2xdx +3zdz—0

d
5zdz=xdx = —ZI:l
dx 5z

ara x=1 y=0,z=1 = —=—
P Y dx 5

133

el sistema de

dz
dx
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1962

Eduardo Espinoza Ramos
Las funciones Y y Z de la variable independiente x se dan por el sistema de
ecuaciones: xyz =a, X+y+z=b. Hallar dy, dz, d~y, d z
Desarrollo

Diferenciando a la ecuaciéon xyz = a se tiene:

Xydz+xzdy+yzdx=0 -~ (D
Diferenciando a la ecuacion x +y +z=b se tiene:
dx +dy+dz=0 => dz=-dx—dy - (2)
reemplazando (2) en (1) se tiene:

Xy(-dx - dy) + xzdy + yzdx =0 de donde dy = y—(Z-—tj—()-dx .. (a)

x\y —/
de dx +dy +dz=0 setiene dy=-dx- dz . (3)

reemplazando en (1) se tiene: Xy dz + xz (-dx - dz) +yz dx =0

de donde se tiene: dz = - (P)

——dx
x(y-z)

dy v(z-x) moz z(x-y)

Je (a) yéB) se tiene:

2 (z6v+j]|]|_x - j>)(xv>-x2)-(YZ-XV) (XN +y - X — r-2)
oy _ dx av X ik fk--—--
dx2 x2(y-2)2

d2y»_ [(x-.v)2+(.v--)2+(z-x)2]

-a
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. (z+xgz~~ygz--zrg%(xy-xz)-(xz--yz)(xcx +y-xiz--z)
gy _ dx ex dx ex ex
dx2 x2(y-2)2
e2z _a[(x-y)2+(y-2)2+(z-x)2] -
dx~ x (y-2)
Q:O, dly—:o luego tenemos:
dz dz2

w2
dly —ydx2=- -, “..3[(X-yY +(y-zY +(z- xY ]dx¢

ex X (y-2)
d2z=~d X 2= ——-- Af(x-N)2+(y-z)2+(z-x)2]dx2

ex X (y-2)

Las funciones u y v de las variables independientes x e y, se dan por el sistema
du du d2u d2u d2u dv dv d2v d2

de ecuaciones implicitas: — , —,
dx > dy ’ dx2’ dxdy * dy2 * dx ’ dy ’ dx2 ’ dxdy

d—zy,paraxzﬁ, y= i

dy-

Desarrollo
Diferenciando la ecuaciéon u=x +y se tiene: du = dx + dy .. (1)
diferenciando la ecuaciéon uv =y esdecir: udv+vdu=dy - (2)

reemplazando (2) en (1) se tiene; (x+y)dv +—+— (dx+dy) =dy de donde
X+y

dv = X dy------- Yo dx de aqui se tiene:
(X+ A)Z (X+ yY
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1964

Eduardo Espinoza Ramos

dx x+y)2  dy (x+y)2
d2v 2y d2v2x
dx2 (x+y)3 dy2 (x+y)3

"8'?}/'"')_'/'-“)5" ademds Ej =1, ﬂj =1. tuego:
dxdy (c+y) dx dy
N N
2¢-7, fu =0, -(ﬁ’-:o para x =0, y = ltenemos que:
dx" dy dxdy
*n 11 I’ ” 07 |’r) :0, = = N :0’/\ - 2’
dx dy dx* dy* dxdy dx dy dx”
dy dx.dy

Las funciones uy v de las variables independientes x e y se dan por el sistema

N
de ecuaciones implicitas: u+v =x, u-yv =0. Hallar du, dv, dzw, d~v .

Desarrollo
Diferenciando u+v=x => du=dx- dv ) 1965
Diferenciando u- yv=0 => du- ydv- vdy=0 - (2)

Reemplazando (1) en (2) se tiene:

dV:-_.:l'.dj( Vo —--dv de acgj\dl' setllene: — == oo
y+1  y+1 X y+1 dy iy+

} d2v d2v 2v d2v I

uego: —y =0

ox2  dy2 (y+D2 cxdy (y+12

[ unciones de Varias Variables
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reemplazando en (I) se tiene:

v d

du =- g—dx+---\{--dy , de aqui se tiene: a_ , o ___\_'_;

y+l y+l dx  y+1 dy y+i

du , dau -2v d2u |
LUeg®” dx2 °’dy2 (y+1)2’ dxdy (y+1)2
Reemplazando estos valores en:
d2u=""Y 24 294 gy gy + 2Ygy 2
ox1 dxdy dy2

d2u=— - —r-dxdy--—-- N—dy2 y en c/2v es decir:

(y+1)2 0+1n "

dl %242 0 axdy + 22942
dx dxdy dy?2

d2v = ——-—7dxdy + ——-"-dy2
Qv+ 1)2 (y+1)
Las funciones u y v de las variables x e y se dan por el sistema de ecuaciones
implicitas: x = <p(uy), y = \il(uy). Maar 4 QU v _av
Desarrollo

Diferenciando las ecuaciones es decir:

dx = qudu + v ..(1) dy=yudu+yvdv ..(2)

d
de (1) despejamos Qv = -----=mmmmx
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1966

Eduardo Espinoza Rumos

reemplazando en (2) se tiene:  dy = ijudu +y/[dv = {j/[du +y ¥ )
<Pv
i 11 s, /, , i/4c/x .0V
Ry = -wM,)du+ =" > du=— ¥ .. (3
VVvK-V'vV» <Pv¥u -¥v<P,
de donde —m=-—-~~~r )>~ = +—— r
dx VV¥ ¥v¥u dy ¥Vv¥u -¥v<P,
reemplazando (3) en dv se tiene:  dv = --------—-—— ax +—— dy
¥ ,¥v-<PWI <PUu¥V - ‘<P ¥u
de donde — =— ———,, — = -
8x <Pu¥v-<Pv¥u By <P ¥[-- Vv¥u
d- da .
a) Hallar —y — si x=ueosv, y=usenvy Z-cv

dx ° dy
Desarrollo

Diferenciando las 3 ecuaciones se tiene:

dx =eos vdu- usenvdv —(1)
dy =ueosvdv +senvdu -
dz =cdv - (3)
d *
de (1) despejando du= X +u IImVdv
eosvV  eosv
reemplazando en (2) se tiene: dy =y eosv.dv +sen v(—dx—+ uﬂvdv)

eosv eosv

eos v.dv = //eos2 v.dv + se/? v.dX + usen2v.dv

I unciones de Varias Variables 139
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eos v dy = u dv + sen v dx

Jv=_2M12-6x +—— dx reemplazando en (3)
u u
dz = 280 gy £ &S0V dy de aqui
u u
dz senv  dz_ c.cosv - .
— =-C.--- , — = e , en lorma similar para:
dx u dy a
V)
b) Hallar d— ﬁ Si X=u+v,y=u-v, z=uw
X dy

c) Hallar dz, si x=eld, y=euv, z=uv

Z = F(r,(p) donde ry gson funciones de las variables X e Y determinadas por

. . dz dz
el sistema de ecuaciones X =reos g Y =r sen (p. Hallar oy
X

dy
Desarrollo
Diferenciando: dz = Frdr + Fdip soe()
dx = eos qdr - r sen Qdep .. 2y
dy = sen qdr + r eos @ dep .. (3)
despejando de (2) dr - 3% T T sencpdcp
eos (p
. d d(p, ,
reemplazando en (3) se tiene: dy = sen<p(--)f-t-r-si?-qu---(-9) + 1 e0s cpdcp

eos qdy = sen qpdx + r dep
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1968

Eduardo Espinoza Ramos

4 cos dy —sen x dx .
y = ------ O reemplazando en dr se tiene:

dr - i~~sen P)dx +sen(PCBPdy
eos (p

reemplazando los valores de dry d(p en (1) se tiene:

bz = ng eos (p- lEty-S-e-r-]?R)dX + (Frisen @+ %_QQ_%%dy

i c i sencp d e0s 6.10.
de donde: < =Freos(p- F 2 D % Eren(p- F S22
ex r dy r
Considerando z como funcion de x e y, hallar ™ y g si: x=aeos @eos \/,
X y
y=bsen @eosy, z=cseny.
Desarrollo 1969
Diferenciando dx =-a sen qeos W degp-aeos @seny dj/ .. (1)
dy = b eos qeos \[/ dp - b sen gsen \i df/ .. (2)
dz=ceosy dy .. (3)

-(-j-)i =-aeos (pseny/

de (1) se tiene:
dy/

de (2) se tiene: =-bseny/seny/
dy/

de (3) se tiene: =ceosy/

dy/

Funciones de Varias Variables

—+- ccosy/ - _ Csee (p.ctgy/

acos (pseny/ a

dz_
dz dy/

dy vy:
dy/

- - Esc(yhetgyly”
vsencpsenxp b

CAMBIO DE VARIABLES.-

ler. CAMBIO DE VARIABLS EN LAS EXPRESIONES
CONTIENEN DERIVADAS ORDINARIAS .-

2do. CAMBIO DE VARIABLES EN LAS EXPRESIONES
CONTIENEN DERIVADAS PARCIALES.-

Transformar la ecuacion: x2—-j-+2x— + v=0 haciendo x=¢

dx dx
Desarrollo
dy
No= = N d)/_=e-t/\y_
dx dx di dx dt
dt
dy’
£2
dx2 dx  dx dt dt
dt
9L 4% Wy como x 299+ 2x Dy =0
dx2  dt2 dt dx2  dx

141

QUE

QUE
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se fiene: ei. 2t(d2y____p|y) +2e'e Oly+y -0 = d_2]y+_d¥ v =0
dt2 dt dt2 dt v 1 d2y dy2
dx dx dx~ /dx 3
1970 Transformar la ecuacion (1- XZ)F’Z‘ - X d_ =0 poniendo x =eost. ~ dy
X X
reemplazando en la ecuacion diferencial se tiene:
Desarrollo
d2x
dx :
= = — -- -4-*2*--,’= = -23-0
X=cost => o sent dx 3 gy-
dv dy
dy
+ = dL = L el b N nNZ 3(")2=0
dx dx sent dt ) dx(dx )~ éx~)
dt Desarrollo
d~y dy' 1 dy"_ 1 d2 eost dy ' dx
dx2 dx sent dt sen2t dt2 sen3 dt Se tiene (}ue d_2y_: g2 entonces:
dx2 A 3
dy

como { - X2}d_2y_ xﬂl =6 setiene que:

dx dx 3
dy_ dy* v 3 dy
B eosfOf Y005 By cosr L9 - o - (8
nt dt sent dt dy
reemplazando en la ecuacién se tiene: —- =0
A~ clgm+ +am = .0 =. 4 =0 dy
dt dt dr

1972  Latangente del angulo u, formado por la tangente MT y el radio vector OM del
1971 Transfomiar las siguientes ecuaciones tomando y como argumento.

punto de tangencia (fig 69) se expresa de la forma siguiente: tgn= YaTX

Y) n +2y A>=0 1+ —y
dx dx

transformar esta expresion, pasando a las coordenadas polares x =r eos @,

y- rsen

Desarrollo
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Desarrollo

Diferenciando las ecuaciones x=reos @, y=rsen (p
dx = eos qodr - r sen Qdp ...(1) dy=senpdr+reos@dp ...(2)

dividiendo (2) entre (1) se tiene: dy _ sen (pdr + r eos qdtp
dx eos(pdr- rsenqd(p
dr
sencpd—(p +rcoscp
de dond '=
e donde vy ) (1)

ademéas tgu m 2
i+y?

dr
sen @——treos (p
dtp r sencp

dr reos @
e0s cpa————— rsen@

ep

dr
sen— +reosq
|+ LSeN. dtp )

reoseg

reemplazando (1) en (2) se tiene: tgu=

e0sC -[----r sen @
dep
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1973

reosepsencp.% +1 eos cp-r sencpyzoscp----z----%dgencp)
p

tgu= dp
d dr
r eos #?(cos cp------- r sen ¢pj + r sen cpysen cp------hr eos )
dep dep
r2(sen2m+ eos2 ) r r r
Qu=— — ol =gf = = r

r(eos” g+ sen“qo)—
( ® dep dep

Expresar la férmula de la curvatura de una linea: k= ----- - y en

[i+0'fP
coordenadas polares x =reos @ y =rsen q
Desarrollo

Diferenciando las ecuaciones se tiene:

dx = eos cpdr-r sencp dep .. (1)

dy = sen qodr + r eos @ dep .. (2)

. . eos cp.dr - dx

de (1 despejamos dep es decir: dep = - rcspen ®
reemplazando en (2) se tiene: dy =sen cp.d1r+ reos qO(E(')'S'FESr':'é;')E)

/ sen qody + r eos qdx = r sen2cp.dr 4 r eos2 qodr

r sendy +reos @dx=rdr = dr=sen @dy + eos @dx

de donde — =eos@, — =sen@ ademas:
dx dy
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r v ez cz zZ ev , ev
q seno -d—+ reos(p Pero como — =1 entono nene: — ----—-- Ademas — =2X
dy - pOr otra parte reemplazando dr en d(p es decif en: dx dx gz dv dx dx
% e0s p.------ rsen(p dz _ dz dz
dx d// r (1)
N eos(pdr- dx eosep(sen (pdy +eos gdx - dx) 4z dzdy _dz dv il dv
también se conoce que: — — ° f—.— donde — =0, — =
rsen (p rsen (p TN dy vy m dy ay Y
eos(p , ene sen< dey Cose|
dep :(P----—ay--g----—dx de donde: o _ s ﬂ; ®p_ 205 ( es decir: — ~oy— (2
r r dx r dy r . dy dv
ademas ™ = dx+ _dy'_dx aqui hacemos los reemplazos respectivos se tiene: reemplazando en la ecuacién:y—gix _:f/: 0 se tiene:
dep _ senep Neos(p dy
— +2x—)-x(2y—)=0 => =0 dedonde — =0
dx r rodx y(du dv) ( ydv) du du
P 0D 1 sen o _ 2 2 2(=—)2-r —2+r2 1975  Transformar a las nuevas variables independientes uy v la ecuacion
dy ) o .d v c_elv dep d(p
— - —gi+ calculando— " sk tiene! ——= - dz dz . y
dx QxP dx dx (eostpR - rsen<p3 X'd'; t-y--d-)-/-z =0siu=x V_X
p
A Desarrollo
chir' . rd12[~+r§
" o 0"
reemplazando en k = ------- Y setiene que: a= — o P Aeee- Se conoce que 3% = %2 du dz ov o\ der L _dY_ Y
[(1+(yf]2 [(&e~)2+r2p dx du dx dv dx dx X X
Y
| tiene: dz _dz vez
1974  Transformar a las nuevas variables independientes u y v la ecuacion Uego seHene: T au x* dv (1)
dz dz ,_ . . _ 2 2
o gy DS uTX vExEY dz _dz d dv t d dv_ 1
o y ademas £ =22 24 _Z Y L\ dedonde sétlene: —'=0 , — =—
Desarrollo dy du dy dv dy dy dy X

dz dz dw dz dv d 1d
Conocemos que: — =— | Looodz _ z
g dx di/ dx dv dx Luego se tiene: d_y = dv - (2)
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1976

Eduardo Espinoza Ramos

Reemplazando (1) y (2) en la ecuacion y— +y-~—z =0
5x  Mdv
. cz y dz A dn
Se tiene que:  X(-------% —)+>(—=—)-2=0
a du X dvs( >‘(x dv)
N
y dz_y dz y._(_j_z___z =0 = x—g—z———z =0o u—Ej-Z———z =0
du x cv x dv u du
Transformar la ecuacion de Laplace :—22—+ Z—ZL 0 a las coordenadas polares r
X y

y (p, poniendo x=reos (p, y =rsen q

Desarrollo

Como x=rcos0, y=rsen0, r=yjx2+y2 y 6- arctg—

dr X &2r X2
1V - 1
dr _ y ozr y2
* (xr+J4
a9 -y _ d20 2xy
dx x2+y2 dx2 (x2+y2)2
-2
@ =X = d_20 = —’-—X,yademas Se conoce que:

dy x +y dy2 (x +y )
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reemplazando en esta ecuacion se tiene:

a2« X 252« -X>- a2k y2 a«

y2 d2u 2xy du

(1)
vV +/)2'a*~V V )2
también se conoce que:
d2u dr 2d20 d2u dr dO~c2r du ~dO 2d2» , a2ff a»
ay2 “ay ar2 ar.a# ay ay ay2 ar o ay a#2 ay2 a#
haciendo los reemplazamos en esta ecuacion:
d2u y 2d2u 2xy d2u
*T+j7 v )i =8
x2 du f x czh 2xy a« A
+T T | > '+(7T7 "W ~(x2+y2)2'do - (2
x +y )2

sumando (1) y (2) se tiene que:

a2 82u d2u 1 Su 1 _d
4 —F+ m===24+ 73 ...(a)

ax?2 ay ar” Jx~™N+y2 8r X +y oe

pero r2=x2+>2 entonces reemplazando en (a)
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1977 1ransformar la ecuacion: x2d—22—y2d—zz——0 Haciendo u=xy, v=—
ex dv \Y
Desarrollo
Mediante la formula se tiene que: dz_ —di di d_z — av
dx du dx dv dx
donde du_ y QE/ -1 luego se tiene: g y E Lo
dx dx vy dx du yadv
d2u 7d22 d22 1d2z 1 L
Zy~—1t —-_ de acuerdo al ejercicio 1976.
dx2 dII2 di.cy, y2 dv2
g 2 d22. ~)§LZ —moeeem hide_ h2—X gz de acuerdo al ejercicio antenor
dy~ dic y" du dv  yddv vy dv
2d2z 7dZ
reemplazando enla ecuacion x~—- - y~—- =0
ax2 ~ dy2
2, 2d2z d2z (du
du2 dudv y2dv2 * du2 y2 dudv y4dv2 y3dv
(dz X _, _ o, dz 1d_, , , dz 1d
dudv y dv du.dv xy dv dudv udv
1978  Transformar la ecuacién V_d -x—oI =(y-x)z introduciendo las nuevas
X y
. . . _.2,..9 11 L
variables independientes u=x"+y~ v=-—=—y la nueva funcion
X

w=1Iz-X+Yy).
Desarrollo
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2/2 cZ

2x2

151

du 2 du ~ dv_ 1 dv_ 1
dx > ody T dx x2 "' dy y2
=Ilnz-(x +y) = Inz=w+x+y dedonde: z=ewkxt luego se tiene:
dz dw du dw dv dz_ ~dw 1 cw
dx dudx dv dx dx du x2 dv
dz cw du " dwdv dz_ ~dw 1 dw
dy dudy dv dy dy "du y2 dv
reemplazando en la ecuacion: vy B X Y =(y-x)z y después simplificando
X y
. dw 2
setieneque — =0
di’
Transformar la ecuacién 12-Z-2 4z dz hr-=0
ex dx.dy dy2

. . . - z
variables independientesu =x +y, v= Y tomando una nueva funcién w = -Z.
X X

d2z x2d2z 2xdz Desarrollo

du_jdu ~ dv_ vy dv _ 1
dx dy 9 dx x2 dy x’

z
ademads como w=— => z =xw de donde:

du dw cv,
dx dv dx

czdw y dw
dxdu x2 dv
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€2 _dw du”dw dv”™ow” ~d2w du ™ d2w dv

dx? du dx dv dx du du? dx  dudyv dx 1980  Transformar la ecuacion: ’;—r’\+2&ja—);-1—&g/t =0 poniendo

y dow A d2w dv A dw dv V=X-Y, W=Xxy- z, donde w =w(u,v).

X dudv dv2 dx dv dx Desarrollo
ahora reemplazando se tiene:
du_J du ~dv_~" dv_ 7~

dz_dw vy dw”dw d~w y d~w y2d2w y d2w y dw dx dy O dx dy

dx" du x2dv du du2 x du.dv x3dv2 X dudv x dv

de la ecuacion w =xy - z setiene: z=xy- w derivando se tiene:
- X dw dw

dy du-cy dv dy cu v dz dwdu dw dv _ dw dw

dx ~ cu dx dv dx du dv
c2Z _~d2w du”™ c2w dv d2w dv  d2w du

dy2 du2  dy dudv dy dv2 dy dudv dy (4 d2wdu d2w dv  d2w dw d2w cu

dx2 cu2dx dudv dx dv2 dx dudv dx
d2z _ d2w”™ c2w N 1 d2w  d2w

dy2 du2 dudv x dv2 dupv d2z  dow  ~d2w c2w

dx2 du2 du.dv dv2
c2z dw du ~dw dv d2w dv  d2w du

dxdy du dy dv dy *dudv d du2 d
d y d d d en forma similar para d_ es decir:

y d2w dvA dow du 1 dw y
X dv2 dy dudv dy x dv

d2z +2 N W
d'w dw~ 1 H~hc2w  dow y d2w  y d2w 1 dw cy2 du2  dudv dv2

ex.dy du x dv dudv du2 x3 dv2 x dudv x dv

d2w. PZ\N d%w

reemplazando en la ecuacion —j - 2 h =0 vy simpnﬁcangg.g&{ tiene du2 dv2
dx dx.dy dy

reemplazandd en Ié ecuacion

153

u- x+vy,
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PLANO TANGENTE Y NORMAL A UNA SUPERFICIE.

lei. ECUACIONES DEI PLANO TANGENTE Y DE LA NORMAL
PARA EL CASO EN QUE LA SUPERFICIE ESTE DADA EN FORMA
EXPLICITA. -

Se llama plano tangente de una superficie en el punto M al plano en donde
estan situados todas las tangentes en el punto M, a las curvas trazadas en dicha
superficie que pasan por el punto M.

Si la superficie estd dada en forma explicita en un sistema de coordenadas
cartesianas z - f(x,y) donde: f(x,y) es una funcién diferenciable, la ecuacion
del plano tangente en elpunto M(x0,y0,z0) a lasuperficie es

z~z0 = fx(xB>'0)(x - x0)+ fy (xoyo XV- y0) dondez0=f(x0,y0) aXxy, z,

son las coordenadas variables de los puntos del plano tangente.
La ecuacion de la normal tiene la forma:

*-*o y-yp =rz " zo
f¢(*o,y0) /v(W o) 1
2do. ECUACION DEL PLANO TANGENTE Y DE LA NORMAL PARA

EL CASO EN QUE LA SUPERFICIE ESTE DADA EN FORMA
IMPLICITA.-

En este caso la ecuacion dada en forma implicita es: F(xy,z) = 0 vy

F(x0, y0,z0) = 0 y la ecuacion del piano tangente es:

K (xo >0-20 X*. *0) + Y (%.y0’z0)(y~y0)+H (*0.yo20)(z~zQ)=o Yy Iia
ecuacion normal es:

X ~~Xo0 y vo 2 ~~zo0

F:(x0,y0,z0) F*(x0,v0,z0) F'(x0,y¢,20)

Funciones de Varias Variables

1981  Escribir las ecuaciones de los planos tangentes ylas de lasnormales a

siguientes superficies en los puntos que se indican:

a) Al paraboloide de revolucién z =x2+y2 en el punto (1,-2,5).

X y? 72
b) Alcono — +-=-—------ =0 en el punto (4,3,4)
6 9 8

c) Alaesfera x2+y2+2z2=2Rz,enel punto: (R eos a, Rsen a, R)

Desarrollo

9 :>d_Z: 2Xd

a) Como z:x9+y
dx

)

dz

155

las

FZ =2y enelpuntox=1ley=-2 se
Yy

tiene que: % =2, — =-4 ylaecuaciéon delplanoen el punto (1,-2,5)
X

1] dy
es: z- 5=2(x-1)- 4y +2)

X—1 v+2_
-4

V2 z2

que simplificando es: z- 2x + 4y+ 5=0.

. zZ—5
La ecuacion de la normal en el punto (1,-2,5) es: T

2
b) Sea f(x,y,z) ~ Xo ez que esta en forma implicita: de donde

A ,fl = en el punto (4,3,4) se tiene que:

fx- L ,fy- —2, fz =-1. Luego la ecuacion del plano tangente es:

_1 _4)+_2(y - 3)- I(z~4) =0 y laecuacion de la normal es:

Z—(Xi 4) :3—(’y--2:-"-) = Z-lfl- que escrito de otra forma es:

Xx-4 y-3 z-4
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c) Sea /(x,y,z)=r+_y2+z2-2Rz de donde se tiene: fx - 2x,

fy =2y, fz =2z-2R en el punto: (R eos a, R sen a, R) se tiene
fX-2Reosa, fy=2Rsena, f! =0. Luego la ecuacién del plano

tangente es: 2R eosa (x- Reosa) +2Rsena (y- Rsena) =0 de
donde al simplificar se tiene: x eos a +y sena - R.= 0 y la ecuacion de

x- Reosa y-Rsena_z~R
la nonnal es: =
2Reosa 2Rsena 0
" > 22

¢En qué punto del elipsoide —+ =r +:-y =1 la normal forma angulos iguales

a" b ¢
con los ejes coordenados?

Desarrollo

Para que la normal forme angulos iguales con los ejes coordenados los cosenos
directores deben de ser iguales es decir:

fx =fy =fz donde /(*>yiz)= +TV+_ -1

C_2X Ny AT . .
de donde fi=— , 1 =", fi =— y de acuerdo a la condicidn se tiene
a y b2 ' c2
2X A 2z . ) b*
que: — de esta igualdad despejamos: y =— x, z - — X
a2 b2 «c2 'oag a-

2 2 2

esto reemplazando en la ecuacién — +
a"

=1 se tiene que
c

X2 —-mmmme-- 4 = x=1i az _

_ y esto reemplazando en
a2+b2+c +¢2+cC2
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Por el punto M(3,4,12) de la esfera x2+y2+z2=169 pasan planos

perpendiculares a los ejes OX, OY. Escribir la ecuacion del plano que pasa por
las tangentes a las secciones que originan aquello, en el punto comin M.

Desarrollo
Como x2+v2+z2=169 => z=yj\69-x2-y2

A cz X z
Dedonde — =—", — =

¢ y en la cual’
dx z dy

Lo X perpendicular al eje OY.
z

d_ = es perpendicular al eje OX y para el punto M(3,4,12) se tiene:
y z

dz 1 dz_ 1
~8x~~4’ dy -~3

De acuerdo al grafico se tiene BMP es paralela al plano XOZ, y la curva BMP
es paralela al plano YOZ, el plano que pasa por la curva BMP es perpendicular

al eje OY, el plano que pasa por la curva AMC es perpendicular al eje OX y la

) dz .
pendiente a la curva BMP en el punto M es Y y al pendiente a la curva AMC
X

en el punto M es — y el plano que comprende estas dos tangentes es:
dy
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Demostrar, que la ecuacion del plano tangente a la superficie central de 2do
orden ax~+by~+cz2- k en su punto A/(x0,y0,z0) tiene la forma
ax0x 4-by0z 4-cz0z = k .

Desarrollo

Sea f(x,y,z) =ax2+byA4-cz2-k de donde: fx = 2ax, fy- 2by, fz= 2ca

En el punto M es fx - 2ax0, f[. =2by0, / =2cz0
es:  220(x - x0) 4 2by0O(y -y 0)+2cz0(z - z0)=0

y laecuaciéndelplano

de donde ax0x +byOy 4 cz0z - (oxq + byfj +czq) =0
ax0x 4bv0y +cz0z =k

Dada la superficie x2+2y2+3z2 =21, trazar a ella planos tangentes que sean
paralelos al plano x + 4y + 6z = 0.

Desarrollo

Sea / (X,y,z) =x2+2y2+3z2- 21 dedonde: fz =2x, fv=4y, /; =62
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Calculando en el punto (x0,jD,z0) se tiene: fx =2x0, fv=4y0, fz - 620

ademas los planos tangentes son paralelos al plano x + 4y + 6z = 0 entonces:

2x0=1, 4y0=4, 6z0=6 de donde se tiene:x0=", y0=1, 20=1

por lo tanto el planoparalelo a: x + 4y + 6z es (X—-—+4(y- )46(z-1) =0

de donde 2x 4 8y 4 12z - 21 =0

2 2 J.
Dado elelipsoide 4a +':\é~+“T =|~ trazar a losPlanos tangentes que
c

interceptan en los ejes coordenados segmentos de igual longitud.

Desarrollo
xXv_? 2 7
Sea f(x)=—+ +4%T +-T~I| de donde se tiene:
ag f)— C¢
W 2X I=1ly_ [ _2z
a2’ A -/r - ¢c2

Calculando en el punto (x0.j'(),z0) esta en el elipsoide, entonces se tiene:

M+ 42432 - (D
a2 b2 «c2

la ecuacion del plano tangente es: (x- x0)—f +(y- y0)—p +(z-z(j)— =0
a' b~ c~
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a +a u ii=4 +; 4 dedonde 3 ,+S .+:51=1 .(2)
« b- ¢ a b'" c2 a- b2 «c2

ahora encontramos los puntos de intercepcion con los ejes coordenadas:

para y=z=0 = x = &2

\ =z=0 = y_h_
yo

)(:y:O = Z:E~

0

es decir que los puntos de intercepcion son: (ﬂ ,0,0), (O,E,O), (0,0,—2)
x0 >0 20

ademas los segmentos que se interceptan son iguales, o sea;

_a’h?% 6 8 A_ ..
X-y~2=> — =—=— 0O m o0 " =1setiene:
Xo M z0 a* b c
>
- +l£ >€>'44“2— x0=1 xola+b2+cY=a’ dedonde
a" a a
I i2 ?
a 4 c n
XQ- , yQ- ~=..., z0- )]
+W 4b~4c~ tyja 4b~+c" +Vir 4-6 4o

reemplazando (3) en (2) se tiene: x-hy +z = +V;224-ir +c2

1987  Hallar en la superficie x24-j2~z2-2x =0 los puntos en que los planos

tangentes a ella sean paralelos a los planos coordenados.

1988
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Desarrollo

Proyectamos sobre el plano XQOY la superficie x2+y24z2- 2x =0 haciendo

z = 0. Luego tenemos x2+y2-2x =0 lo que es lo mismo (x-1)24v2=1

que nos representan una circunferencia cuyo grafico es:

Por los puntos A y B pasan planos tangentes paralelos al plano XC)Z donde:
A(1,1,0) a B(1,-1,00 y por los puntos 0(0,0,0) y C(2,0,0) pasan planos
tangentes paralelos al plano YOZ.

Demostrar, que los planos tangentes a la superficie xyz =m3 forman con los

planos coordenados tetraedros de volumen constante.
Desarrollo

Consideremos el punto p(x0,yQz0) en la superficie /(x,y,z) =xyz-n? en
donde /; =y0z0, fy =x0z0, f, =x0y0.

Luego la ecuacion del plano tangente es:

(x- x0)yiz0+ (y - y0)x0z0+ (z - z0)x0y0 =0

de donde xy0z0+yx0z0 + zx0y 0 = 3m3
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Luego para y=z=0 setiene x = 3m3
>0z0
Para x=z=0 setiene y=---—--
XBPo
Para x=y =0 se tiene z:3 m3
Ac>0

Ademas el volumen de un tetraedro es: V =0.1178 (t* =0.1178 xyz

V = Biahe 33y 38 Y3w3y o = (0.1178X27)
}ozo x0)0 xoyo m

es constante 1990

Demostrar, que los planos tangentes a la superficie Vx 4yfy 4Vz = 4a

interceptan en los ejes coordenados segmentos cuya suma es constante.

Desarrollo

Tornemos un punto P(x0,y0,z0) de la superficie /(x,y,z) =yfixf yfy 4Vz -yjq.

de donde fx =—j=,f' =—]=, f’=- 1
2y 2.yi0" 2N
La ecuacion del plano tangente a la superficie es: 4 4—— =0
V*o  2yjy0 2yjz0
de donde: - A +-M4--~A= =N +V A+ =VE

Ahora interceptamos con los ejes coordenados para:
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y=2z=0 setiene x=

x=2z=0 setiene y =way0

x=y =0 setiene z=yjaz0

sumando los segmentos se tiene:

X +y +z = ylax0 +yjay0 + yfaz™ = yfa(yfx" +yfyo~yf~o) = \fa.yfa = a

Luego x4-y4-z =a es una constante

Demostrar, que el cono L — =— y la estera

X24y24(— —)2=-~(hr fe2) son tangentes entre si en los puntos
c c’

(0,#b,c)
Desarrollo
2 y2 122
Consideremos /(x,y,z) X ye z
a Zr ¢
22 12
g(x,y,z) =x2+y2+(-— -~--)2— T(b2+c2) en el punto (0,£b,c)
c
- ? 2 / I 2b2
se tiene: Tx =0, :i7b,ftg_ y gv=0, gr=+26, g, =

Luego para que sean tangentes ambas superficies es necesario que sean
2b2

proporcionales las derivadas parciales como: (0,+2;,------- ) es proporcional a
(O,i\b— ) puesto que al multiplicar por ;r se obtiene los términos de la
c

primera,
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Se llama &ngulo entre dos superficies en el punto de su interseccion, al dngulo
que forman los planos tangentes a dichas superficies en el punto que se
considera ¢Qué angulo forman su punto de interseccion el cilindro

x2-fy2=R2 ylaesfera (x-R)2+y2+z2=R2enelpunto M (™ ,~~,0)

Desarrollo

Consideremos /(x,y) =x2+y2-R 2

g(x,y,z) =(x- R)2+y2+z2- R2 enel punto: M 0)

setieneque fx=R, f[ =3R, gx=-R, gv=SR , gt=0

fi-gx+fl-g'v+fl-gz
(1, )2+ (1, )2+ (1, )2+ (@x)2+(*, )2+ (g :f

se conoce que eo0sb6 -

9D |
eos#-—

— =z> 0 = 60°
4R 2

Se llaman las superficies que se cortan entre si formando un angulo recto en
cada uno de los puntos de la linea de su intercepcién. Demostrar que las

superficies x2+y2+z2-r 1 (esfera), y=x tg (plano) y z2- (x2+y 2)tg2cono

que son superficies coordenadas del sistema de coordenadas esféricas r, g W,
son ortogonales entre si.
Desarroito

Como las coordenadas esféricas son r, (p, \, se tiene que:
X =r eos @eos \|/

y =reos @sen il
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1993

z=rsen @y consideremos f(x,y,z)=x2+y2+z2-r2, giX,y)=y- xtg @

h(x,y,z) =z2- (x2+y2)tg de donde fx =2x, fy =2y, fi =2z, gx=-tg,

gy =1, K =~2xtg, hy=-2jig, =2z
si (x0, ,z0) esun punto de la superficie entre dos

Xo+yl+ z0=r1> . zo= (X0+Yyo0)IS¥

para que las superficies sean perpendiculares deben cumplirse que:
ti-gx+fy-gy+fl-g'~ °> f'K+fl-gy+f:~ =°

tix.gk+hy,gy +h:.g2=0 esdecir; -2x0tgp+2y0=0=-2j0+2j0=0
-4x0tg2<p- 4y\tg2+4zq =-4z0+4z0=0

2x0tg(p.tg2\ly - 2y0tg29p= 2y0tg2(p- 2y0tg2(p=0

.. L. y
Demostrar, que todos los planos tangentes a la superficie conica z = xf(— en
X

su punto M(x0,y0,z0) donde x0” 0 pasan por el origen de coordenadas.

Desarrollo

y
Como z-xf(— entonces en el punto M
X

ex X x0 x0

— =f '(—
8y (xQ)

luego la ecuacién del plano es:
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-yQ-:z- 0

simplificando se tiene: x(/(—)-—r +f
X0 *0

que es la ecuacion del plano que pasa por el origen

Hallar las proyecciones del elipsoide x2+y2+z2- xy-1=0 sobre los planos >

coordenados.
Desarrollo

Para hallar la proyeccion sobre el plano XOY se hace z = 0 obteniéndose

X2+y2- xy- 1=0 en forma similar para el planoXOZ se hace y = 0 de 1

donde x2+z2=1 y por ultimo para el plano YOZ se hacex = 0de donde

y2+z2-1=0.
Demostrar que la normal, en cualquier punto de la superficie de revolucion

*=[(>/? +y2) (/’*0) cortaa su eje de rotacion.

Desarrollo

Como z —f(yijx2+y2) entonces se tiene:

dz _ /W *2+y2)x 82 _f\J? +y2)y

yjx2 + 32 & Sjx2+N12

La ecuacion de la normal es:

xf'(xjx2+y2) rf'(sjx2+y 2) 1

6.12.
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(Y-y)ix2+/

Xf '(sjx2+y 2)

Je gonge Z-1 X x T y Z? z
[ W6 +y2)

donde x,y,z son las variables de la recta normal.

Si x=0 setiene z =/ (yji§'+y'i§<+- "

IXVA+T™)

Corta al eje de rotacion para cualquier valor de x e y.

. . X2+y2
Si y=0 setiene z =f (y]x2+y2)+-
f'(\ix2+y2)

Corta al eje de rotacion para cualquier valor de x e y.

FORMULA DE TAYLOR PARA LAS FUNCIONES DE
VARIAS VARIABLES.-

Suponiendo que la funcidn f(x,y) alrededor del punto (a,b) tiene derivadas
parciales continuas hasta el orden (m —1) inclusive. Entonces se verifica la

férmula de Taylor.

I (xy) =f(a,b) + VI[fx(a,b)(x-a) +fy(a,b\y - 6)]
+~ [/» (ash)(x~a)2+fyy(a,b){y- b)2+2/" (a b)(x- a)(y - b)]

+..+-[(x-a)N-+(y-b)-~ff(a,b) +Rn(x,y) .. (I)donde
n\ ex oy

R(X,y) =— — [(*- a)— +(y - b)~]nHxf(a +9(x-a\b +6(y - b)), (0<9< 1)
(«+ ! ex ay
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en otras anotaciones:

f(x +h,y+k) =f(x,y) +1 [hf' (x,y) +kf\ (x,¥)]
(x,y) + 2hkfi™(x, y) + k2f Y(x,y)]

+-(hj-+k-Mnf (Xy)+—L-(hJL+kJLy+'f*+ey+ek) ..(2)
ni - dx ay (« +1)!  ox dy

o bien: A/(x,y) =df(x,y) +’;I az(x,y) +.. +—\d nf(x,y)
! n

+-(;+~£)r!,dn+if (x+0h,y +Qk) -(3)

para el caso particular cuando a = b = 0 la formula (1) recibe el nombre de
Maclourin.

1996  Desarrollar f(x + h, y + k) en potencias enteras y positivas de h y k, si
! (X, y) = ax2+ 2bxy +cy2

Desarrollo
fi =2xa+2hy = flL=2a
f*y=2b

fy =2bx+ley = /" =2

f(x +h,y+k) =f(x,y) +hf +kr;+A(h2r+2hkfr+k2fA)

=ax2+ 2bxy + cy2 + 2hax + 2hby + 2kbx + 2kcy + ~ (h22a + 2hk2b +k 22c)
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1977

1978

/(X +h,y +K) = ax2+ 2&ry + cy2 + 2/i(ax + 6y) + 2k(bx + cy) + ah2+ bhk +ck?2

Desarrollar la funcién / (x,j») =-x2+2xy+3y2- 6x- 2v- 4 para la formula
de Taylor en un entero del punto (-2,1).
Desarrollo

Calculamos sus derivadas en el punto (-2,1)

¢=0,/¢=-2,/;=0,/"=6,/"=

1(*,y) =f(a, b) +[fx(a,b)(x-a) +f" (a,b)(y ~b)] +
+ («b)(x-a)2+2/" (a, >)(x-a)(x-b) +/™ (a,b)(y-b)2]

I(x,y) =1- (x- 2)2+ 2(x +2)(y -1) +3(y - 1)2

Hallar el incremento que recibe la funcién f(x,y) =x2 al pasar de los

valores x = 1,y = 1alos valores X = 1+/z, yx=1+k
Desarrollo

f(x,y)=/(1 +h1+*)- /(1,1) = hf' (X, y) + kf* (X,y) +

FI[/I2" (%, y) +2*15" (x,y) +K2FE (x,y)] +

+E [*3™ (x,y) +3h2kf™ (x,y) +3M 2/ " (x,y) +*3 "~ (*,y)]

Luego /;(1,1)=2, /*(U)=2, 4(1,1)=2, /~11)=1, /["=0,

16{1.1)=0, <(1,1) =2, /"(1,1) =0, ¢(1,1) =0
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Reemplazando Af (x,y) = 2h +k + h2+ 2hk + kh2

Desarrollar la funcion / (x,y, z) =x2+y 2+z2+2xy- yz- 4x- 3y -z +4 por

la féormula de Taylor en el entorno del punto (1,1,1).

Desarrollo

Se conoce que:

f(x,y,z)=f (a,b,c)+Fx(a,b,c)(x-a) +Fy(a,b,c)(y - b) +f, (a,b,c)(z- c) +

+-"Ux(.ash\c)ty-a)2+f~(a,b,f)iy-b)2+f~I(a, b,c)(z-c)2+

+2/,..(a,b,c)(y- b)(z- c)+2f I (a,b,c)(x- a)(z - c)] 2001

como f(x,y,z)=x2+y2+2z2 +2xy-yz-4x-3y-z+4 en elpunto (1,1,1)

' se tiene: f'x =0, [f=0, fj=2,
fy, =-1, f'1=0, reemplazando se tiene:
f(x,y,=(X-1)2+(y-1)2+(z- D)2+ 2(x-1Xy-1)-(y-1Xz-1I)
Desarrollar f(x + h, y + k, z + 1) en potenciasenterasy positivas de h, k'y 1si

f(X,y,2) =X2+y2+22- 2xXy - 2Xz - 2yz
Desarrollo

Se conoce que: / (x+h,y+k,z+1)- f (x,y, z) + hf$ + kfv + Ifg f

+\[h2f¢ + +12/ i + +?h4 +lkK-1- 0)
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como /(X,y,z) =x2+y2+z2-2xy-2xz-2yz entonces

fx =2x-2y-2z = [" =2

fy =2y-2%x-22 => fiy =2
f2=2z-2x-2y = [i =2
4 =-2,/" =-2,/" =-2

reemplazando en la ecuacion (1) se tiene:
f(x +h,y +k,z +1) =f(x,y,z) +2h(x-y-2z) +2h(y-x-z +21l(z-x-y) +
+h2+k2+12-2hk-2hl1-2kl

Desarrollar por la férmula de Moclaurin hasta los términos de 2° orden
inclusive, la funcién / (x,y) =exseny

Desarrollo

Se conoce que:

f(x,y)=m 0)+xfi(0,0)+yfy(,0)+

+n (x21m (0,0) + 2xyfUy (0,0) + j>2/" (0,0)) ... (1)

como / (x,y) =exseny => f(0,0)=0
fx(x,y) =exseny => f'(0,0) =0

fix(x,y) =exsmy => /«(0,0) =0
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f%(x,y) =excosv => /"(0,0) =1
fy(x,y) =excosy = /~(0,0)=1
IMN(X, V) = ~elsee> => 4(0,0) =0

[(*.J) =/ (0,0)+xf"(0,0)+7/ (0,0)+
+~ (*24 (0,0) + 2xyf¢{0,OHy2& (0,0)) +
+Jj(xV~(0,0) +2x24 (0,0) +3*2,®(0,0)+y3 ~ (0,0))

+¢(XVA(0,0)+4xV 4(0;0)+6xV 4y(0,00+V /4 (0,0)+//1(0,0))

como f(x,y) =eos x eosy en el punto (0,0) se tiene:

f(0,0)=0, 4 =0, 4 =1, 4 =

42~=1,4 =0,4 =0,4 =o0,/"=0,/"=i, 47=0

Desarrollar por la férmula de Taylor, en un entorno del punto (1,1) hasta los

términos de 20 orden inclusive, la funcién / (x,y) - yX

Desarrollo

Se conoce que:
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/(x,y)=/o0,i)+i [/;a,ix*e-1)+/"a,do*ml)m4 0.ix*- 02+

H(>ix*- )24+ - i -0

como f(x,y) =yx enel punto (1,1) se tiene: f(l,1) = Ljfx=0, fy =1,

4=0, 4 =0,4 =1, ahorareemplazando se tiene:

fxy) =1+ (y- D+ (x- D(y- 1
Desarrollar por la formular de Taylor, en un entorno del punto (1,-1) hasta los

términos de 3er. orden inclusive, la funcion f(x,y) = exty

Desarrollo

Se conoce que:

f(x,y) =/(1,-1)+ (1.-ix*-1)+/v0-00"'+ D]+

+A[4 0.~0(*-:i)2+4 (i-DCv.+4D2+ Q- IX"- 00 +1)]

+A[40,-0(*-03+34(1,-i)(*-i)20+1)

34 (i,- - ixy H244 - CE“OO +|:3

en el punto (1,-1) se tiene: f(l,-1) =1, fx=1, 4=1»
reemplazando  se tiene:

como f(x,y) =
rw o j W_jfu_j ful _i fU _| eiii _j

f(x,y) =1+ (x-1) +0> D) +-2((x-D2+ (7 + 12+ 2(x-)(>>+1])
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+- [(* BO3+ XX - 1)2(y + 1)+ 30 _I)(y + |)2+(y + |)3] b) Consideremos f’(a , BA) =J ﬂi?).mt_(_\_t_@_)_rl ae aonae
f(x, v) = 1+ [(jr-1) + (v-t-D)]J4Kf.. D+0"+ D]~ , [Q-Q +O +1)]3 _
21 3! /a/—_ m(l +a)m1

2005 ) . . ) (i+arto+w™"
Deducir las férmulas aproximadas, con exactitud hasta los términos de 2do
orden, con relacion a las magnitudes ey p para las expresiones:
, L =£ilijijr50+Z (m-DHO0r 2-(i+,)-"

a) a r c t g b) k+af+(\+P)n

Si |a |y|p| son pequefios en comparacion con 1
n(i+/?2r'

Desarrollo (+a)m+(1 + /2"

a) Sea f(a,p) =arctg E%, de donde se tiene:

fr = 1 rh _ 2(1-12)( +a) H__ («-iKi-«r-a+") (~i=
(1+a)2+(\-p)2ma [(i+a)2+(i_")2]2 v JcTAf+o+ /A
- 1+« fn_ 21-/)("+a)
P (@+a)2+(1-/7)PP [(\+a)2
(1+a)2+(1-/?) [(\+a) A =<fatA)- 1
u 1-B)2-(\-a)2
jalk _—( ,) hac(iendo) a=R=0
td +«)2+ (1-17)2]2 H para a = R =0 setiene: f(0,0)- 1, /j - —, /a6 - ~ 3w 4), fR ~
setiene: f' =1, =1, fR =1, i
/" =—(3n -4), [** =77, reemplazando se tiene:
6 ~N16
f(0,0) = arctg 1=45° reemplazando en la formular de Taylor se tiene:
[(I+a)"+(1+fl" = mQ+VW+1 m 2+™ (Bw_4)2_ "]
4 2! 16 16 16

o n =ATI(f4]) +0 Y 1S )=45°4(T 2424 v
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2006  Aplicando la férmula de Taylor, hasta los términos de 2do orden, calcular Desarrollo
aproximateétitk — LNTTOI/ 95p i
Calcularemos su diferencial: 3z2dz- 2(xdz+zdx)+dy =0
Desarrollo
i De bonde dz = 229%-9Y onionces B2 - 22 - dz1
a) Sea f(x,y) =Jx<jy enelpunto (|*  tici%+ [)( 32 - oxdx 3z - 2x  dy ! y 37 - 2x
. N N N
= wa»'(Ix- 1>»Jr§— 1> Jw = crgrfyl =-~pentonces 22— (3z22- 2x)7- 22{532— - 2)
d dx ox
- AWM + 1) - £ > +IXT-m)-N £ tm(f+D)IN A B dx2 (3z2- 2x)2
(\+ D+ T x Hi,y + k) = f(1+0.03, 1- 0.02) £ "
£ 5z 0z
/(1 +0.03,1- 0.02) = /(1,1) +- (0.03)- 0.2(=) + 52, d 8%, 2
2 FAX3)» _a dy2 (3z2- 2x)2 * 0*0y (3z2-2x)2
j WM +ii)+ " ¢T+ QU
+—[(0. 03)2(—)2 -2(0.03)(0¢02)——i”-0.02)2] = 1.0081 para x=y= 1=z se tiene:
8z 82z 82z 8z 82z
b Considérenlps f(xi en el pju)jtont,2)f'sertinie\que §(1,2) = —=2, ———= 16, - =10, — =—-4, ——=-6. Luego
:::::2::::: (3 rze -F)(_ y? m i--.l- )! ....... ). ...... q {( ) dX dX dxdy dy dy g
("D rT(>>+[) £ u - m

£ zT=?,/»=2,/;=0, 4 =o0,4=1
2=1f(x,y) =1+2(X-1) - (y-1) +i (-16(x- D2-6(v-1)2+20(x-1)(y-21)

Luego f(x +h.y +k)- f(1 0.Q5, 2 +0.01)

W l<— s Sy X f-K'='TC+HA"«A 1(x,>)=t+2(x-1)- (v -1)- 8(x- 1)2- 3(y - D2+10(x- \)y- 1)
/O - 0.05,2+0.0)=1- 0.05(2) +- (0.05)2(2) - 2(0.05X0.01X0.95)z0l .
W m W 6.13. EXTREMO DE UNA FUNCION DE VARIAS VARIABLES.-
-~ ~ Y « M e-+e \ *1 (0001 :jnob & 0 =i = D Bisq

' " =1-0.1 + (0.05)2-(0.05)(0.01) = 0.902 Ira. DEFINICION DE EXTREMO DE UNA FUNCION.

2007 Sea Z una funcién implicita de' X e y, determinada porla ecuacion Una funcion f(x,y) tiene un maximo y un minimo f(a,b) en el punto p(a,b), si
1 N

23- 2xz+y =0 que toma el valor (Ije Z= 1*cuando X = 1dzey: 1 Escribir j para todos los puntos Px(xy) diferentes de p(xy), de un entomo
suficientemente pequefio del punto P, se cumple la desigualdad f(a,b) > f(x,y) o

f(a,b) < f(x,y), el maximo o minimo de una funcién se denomina extremo, en
forma similar se termina los extremos para una funcién de tres variables.

varios términos del desarro{lo de la funmon Z.efi Qotenmas )Crementes de las»

diferenciasx - 1éy 1



178

Eduardo Espinoza Ramos

Ido. CONDICION NECESARIA PARA LA EXISTENCIA DE
EXTREMOS.

Los puntos, en que la funcion diferenciable f(x,y) pueda alcanzar un extremo
(es decir, los llamados puntos estacionarios) se hallan resolviendo el sistema de

ecuaciones f x(x,y) =0, flji(x,y) =0 . (1)

(Que es la condicion necesaria para la existencia de extremo)

El sistema (1) es equivalente a la ecuacion df (x,y) = 0, en el caso general, en el
punto extremo P(a,b) de la funcién f(x,y) o no existe df(a,b) o df(a,b) = 0.

3ro. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE
EXTREMO.

Si P(a,b) es un punto estacionario de la funcion f(x,y) es decir df(a,b) = 0;
entonces

i) Si d~f(a,b)< 0, siendo dx2+dy2>0, f(ab) es unméaximo de la
funcion f(x,y).

if) Si d2f(a,b)> 0, siendo dx2+dy2>0, f(a,b) es unminimo de la
funcion f(x,y).

iii) Si d2f (a,b) cambia de signo, f(a,b) no es punto extremo de la funcién
f(x.y)

Las condiciones mencionadas equivalen a:

f'(a,b) =f'(a,b) =0 y A=f"(a,b), B=f“(ab), C= ,

formamos el discriminante A=A C-B 2, entonces:

i) Si A>0, lafuncion tiene un extremo en el punto P(a,b) y es un maximo si

A <0 (0o C<0)yunminimo siA>0(oC>0).
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ii) Si A<O0, en el punto P(a,b) no existe extremo.

iii) Si A=0 en el punto P(a,b) no existe extremo (si A= 0 la existencia del
extremo de la funcién eri el punto P(a,b) queda indeterminada es
necesario continuar la investigacion).

4to. CASO DE FUNCIONES DE MUCHAS VARIABLES.-

Para las funciones de tres 0 mas variables las condiciones necesarias para la
existencia de extremos son analogas que los casos anteriores.

Sto. EXTREMO CONDICIONADO.-

Se llama extremo condicionado de una funcion f(x,y) en el caso mas simple, al
maximo o minimo de esta funcion, alcanzando con la condicion de que sus
argumentos estén ligados entre si por la ecuacién <p(xy) = 0 (ecuacion de
enlace) para hallar el extremo condicionado de la funcion f(x,y) con la

ecuacion g>(x,y) = 0 se forma la llamada funcién de Lagrange.

F(xy) = f(xy) + X <p(xy) donde X es un multiplicador constante
indeterminado, y se busca el extremo ordinario de esta funcién auxiliar. Las
condiciones necesarias para que haya un extremo se reduce el sistema de tres

ecuaciones.

EL=~ +AE~%0
dx dx dx
. 2@

ay oy cy
con tres incognitas, X, y, X de las que, en general, se pueden deducir estas.

El problema de la existencia y el caracter del extremo condicionado se resuelve
sobre la base di estudio del signo que tiene la segunda diferencial de la funcion
de Lagrange.
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d2F(x —"dxl+2" dxdy +---d\2
(x,y) dxcy y &

Para el sistema de valores X, y, A que investigamos, obtenido de (2), con la
condicion de que dx y dy estén relacionados entre si por la ecuacion

dx + dy =0, (dx2+dy2* 0).
dx dy ¢ (/ & ny- ) V ei f*Xeo om

La funcion ftx,y) téhdra un maximo condicionado, si d*F <0 y un minimo

condicionado, si d2F > O; en particular, si el discriminante A para la funcion
F(x,y) en el punto estacionario es positivo, ert este punto habrd un méaximo
condicionado de Ia funC|on f(xy)S| A < O (o C< 0) )/ un minimo
n <, ; it'l e -
condicionado, SiA > 0 (o C > 0)

it J \ «, iIK-U \ ff* « *° 1
En forma similar para el caso de las funciones de tres variables.
i0 fico {my 40CVU iJ 9Hh (itiA h * i
Investlgar si tiene extremos las 5|gmentes funcmnes de dos varlables
I T Ables NPt 0TS e \Y *qd e\ Jb

2008 z=(x-1)2+2y2

Desarrollo
8fiJ /ifiifixafi i )biii/> 3b onfurib?) «f nro k md y  m&niiyHoji>bni

Sea 2=f(x,y) -(x «1)2h2v2 hallaremos los puntos estacionarios, para esto

encontramos las derivadas parciales:

N =2(c-1)=0 => x =\ ;X6 xSt

(i) .dx => p(1,0) punto estacionario
dz
F =4y =0 =y=0
dy

ahora encontramos las derivadas parciales de 2do. orden en el punto p(l,0).

/ unciones de Varias Variables 181

Formando el discriminante se tiene: A- AC-B2=2(4)-0=8>0 a A>0

Luego en el punto P(1,0) la funcién tiene un minimo es decir: para x = 1,
y =0 se tiene: zmin =0

2009 z=(x-1)2-2y2
Desarrollo

z=(x-1)2-2y2 = d——2(x ) =

dx
E:_ y => d_ZZ/\—_4
dy dy
ilE£ = N —A 2x-1) =
dxdy dy(d) ( ) =

para encontrar los puntos estacionarios se tiene:

dZ =0 dedonde x=1
dx
E—0 de donde y=0
dy

d2z d2z d2z 2
dx dy dxdy (10)

=2(-4)-0<0

como A< 0, la funcién no tiene extremos.

2010 Z=X2+Xy+y2-2x-y
Desarrollo
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ZEX (XY +Y-2X-y = A =2c+j-2 =>— =2
& ca
_(_),e:x+9y-1’ = — =2
o>
dz d
=~(2x +y-2)=1I
dxdy dy
para encontrar los puntos estacionarios se tiene: gz _ 0v 0 0
ck Sy
2x+y —2=0 =
de donde se tiene: y resolviendo X
x+2y-1=0 y=0

=(2)(2)—1 =3>0

dx2 dy2 >dxdy’ (20)

a
como >0 => existe un minimo en el punto p(1,0).
dx2 40,

Es decir zmin =12+I(0)+0-2(1)-0 => zmin = -
2011 z=x32(6-x-y), (x>0,y>0)

Desarrollo

z2=xX¥2(6-x-y) = = X2y 2(18- 4x- 3y)
X m " om

~ = 12x3y - 2xdy - 3xYy 2
dy

Eduardo Espinoza Ramos
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encontraremos los puntos estacionarios para esto hacemos % =0y —SZ: 0
X v
. xV (18-4.v-3v) =0 . ; .
es decir: ' " > resolviendo el sistema se tiene:
12x3y-2x4y-3x3y2=0]

x=0, y=0,p(0,0),x=3,y=2, p2(3,2)

— ~=36x2y2-\Ix2y2-6 xy3, "-"=12x3-2x4-6x3y

dx2 dy2

Cr~ mex~y-fx y- o2

dxdy
NN /\2” (] 7

para el punto px0,0) se tiene: =—.— -@®—-)2=0 => $ extremo
dx¢ dy dxcy

ahora veremos para el punto P2(3,2)

A=9Z d22d22___2___)n b4 y comdozz—-n<0
dx2 ay2 dxdy dx2

=> se tiene un maximo en el punto P2(3,2) donde z max = 106.

Z=X4+y4- 2x2+4xy- 2y2
Desarrollo

Z=X4+y4- 2X2+4x>"- 2y2 => d_ = 4x3- 4x +4y
X

E: 4y3+4x-4y

dy
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encontraremos los puntos estacionarios para esto hacemos: d_ =0 a —d: 0
X y

4x —4x+4y —01 . . ]
v resolviendo el sistema se tiene:

4y +4x-4y=0Q

es decir:

x=0, y=0 => Pj(0,0), x —yj2
y =S = P{4l-41)

X=-yi2, y=y}2 = Pji-V2,72)

Para los puntos /2y P3setiene que: A= (gz-z)('—z-;-)- (—aﬁ)—> Oa —‘-jz:z 0
dx dy cxdy dx~
entonces la funciéntiene unminimo en z min = -8 ypara el punto/j(0,0)  se

tiene A= 0 no tiene extremo.

z—xyl'-i-/—
AN a b

Desarrollo

=~-yla202-X2- V2

z= XHil-~y~~T
a b- ab

Cz =JL,ja2b2 _x2 _

dx cib

y 2 -0 ~ -2 0 /

abja”™ -x2-j2 abNadb2-x2-y?2

cz X.Jaﬂ)Z-xz-yz ------- n
abyfcYlY -x 2—y 2

NanN X -2X ¢ -4
abJa”yY -x 2-_y2

N a/\

. & olz . . .
haciendo o =0y r =0 para obtener los puntos estacionarios se tiene:
X y
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aZ:)Zy-IXZy-yB:O_i
a2b2x- 2xy2- x3=0|

resolviendo el sistema se tiene:

x=0,y-0
Luego para los puntos /}(-J=-,-J=) y P2(--"j=,-—=) se tiene:
A= d2z d 2z gfz__Zzn d22<0
-(g;ﬂi’g;f))z aw =6 YEsme T,
ab

entonces la funcion tiene un maximo en Z max = 5)3:

y para los puntos y P4(--j=-,-y=r) se tiene:

A= (JY X 4) ) 2>0 yeomo T T >0

entonces la funcién tiene un minimo en Z min = "3;{}3: para el punto P5(0,0)

se tiene A= 0 no tiene extremo.

2
z=1—+x2+y2)3
Desarrollo
;= 1_()(2+>>25<| - 4X
32+

4>
32+ /
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. dz d . . .
Haciendo Y =0y ~d = 0 para obtener los puntos estacionarios es decir:
X y

. 2z d2z d2z
x=0; y=0 yparaeste punto se tiene. —- =0, —- =0y --—-- =0
dx2 8y2 dxdy

y como para cualquier valor de x e y se resta de 1de la grafica

2
z=1- (x2+y2)3 setiene z max = 1esto ocurre en el punto (0,0).

z = (x2+y2)e~
Desarrollo

Z = (X2 +y 2)e~(x2H2) :>-d =(2x-2xy2-2x3)e-(* 2
X

No = (2y-2x2y-2x3)e-{xiHy2)

dy

i & cz o .
haciendo T = Ody — =0 para obtener los puntos estacionarios es decir:
X y

2x-2xy -2x =0|
2y - 2x2y - 2x3=0J

resolviendo el sistema se tiene:

x=0,y=0, x2+y2- 1 luego para el punto p(0,0) se ti¢cne:

dzd 22 dz 2 A dz
A= BTl )- (6 ¢70 A B <0

La funcion tiene un minimo en z min = 0 para el caso en que x2+y2=1 se

. dzz S o 1
tiene A> 0y como d——< 0, la funcidn tiene un maximo en z max = —
X e
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+X2+y2
Desarrollo
_ l+x-y dz _y2-x +xy+1

MN+Xx2+y2 dx yjl+x1+y

dz Xx2+xy+y+1
Q Sli+a2+/

Haciendo — =0 y — =0 para obtener los puntos estacionarios es decir:

dx

2-X+xy+1=0 . . .
y y resolviendo el sistema se tiene:

-(x2+xy+y +1)=0j
27 g2y R22

x =1 y=-1 de donde en este punto: A= (—~)(—ir)- (—f-)2>0
y P (dxl)(dyl) (dxdy)

d2z . . r
como: —- <0 => la funcion tiene un maximo en Z max =v3
dx2

2016

Desarrollo

187
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0]

Hacemos — =0 y — =0 es decir:

fir ay -4 +1=0

y

Resolviendo el sistema se tiene: x =4,y - 2

en donde para este punto se tiene: A=EELXE ) - (CLyY >0 y —2>0
ox2 dv2  &x8 dx*

entonces la funcién tiene un minimo en: z min = 6

z = exy(x2—2y 2)
Desarrollo

Z-exy(x2~2y2) = Py =(Xx2+2x-2y2)ex y
X

N o= (2y2-Xx2-4y)e*--v
8y

haciendo — =0 a — =0 es decir:
8x oy

X +2x-2y =0
2y2-x2—4y =0

resolviendo el sistema se tiene que:

x=y=0, x=4,y=-2. Luegopara el punto/J(0,0) se tiene:

02, "2z d2z
A= (—-8———)~(— =)2<0 no tieneextremo Yy para el punto P?(-4,2)
dx2 dy2  dxdy
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entonces la funcion tiene un maximo en z max = 8e 2
Hallar los extremos de las funciones de tres variables:
2017 il=x2+y2+22- xy+x- 2z
Desarrollo

U=x2+y2+z2-xy +x-2z derivando se tiene:

189

du =2x-y +1, au =2y-X, du =2z-2
dx dy dz
haciendto u = du = du =0 para (gbtener los puntos estacionarios es (}eci'r:
dx dy dz
2x-y t 1=0
2y -x=0 resolviendo el sistema se tiene: x = 3 y =
22-2=0
ademas d_y :d_l:l :d_l:l =2 a -9.-.2. =2
dx dy dz" dxdy
82u 82u \
------ = -------=0 ademas se conoce que:
dxdz dyd
a2 2, 82 - 24 020 Ty AU ey 42- 9P Ufix + 2—dydz
dx dy * dz dxdy dxdz dydz

2 . 2
en el punto (— ,—]) se tiene d2u> 0 y como d__uy >0
3 3 dx

entonces la funcién tiene un minimo en Z min = —3
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Hallar los extremos de las funciones Z, dadas de forma implicita:

2018 u:x+_2+z—2+-2, (x>0,y>0,z>0)
4x y z
2019 X2+y2+z2—2x+4y —6z—11=0

Desarrollo
' Desarrollo
E:omo u=x h—%{—— 1—22 se2tiene:
X z
y Consideremos /(X,y,z) =x2+y2+z2- 2x+4y - 62-11 =0 de donde
du _ y2 du_vy z2 du_2z 2 )
f' -2x-2, f'=2y +4, f'=27z-6 haciendo f’x =fy =fl =0

dx 4x27 dy 2x y29 dz y 22
para obtener los puntos estacionarios es decir:

. du du du
naciendo — - — - — =0 para obtener los puntos estacionarios es decir:
dx dy dz 2%-2 =0
2y+4=0 resolviendo el sistema se tiene que: x=1,y- -2,z- 3
1 -~ =0 2z-6=0
4x

como x1+y2+z2- 2x+4y - 62-11 =0 determina dos funciones es decir:

2X y 2 2_

3i-4=o0 z=3%yi25-(x-\)2-(y +2)2 parauna funcién en el punto x = 1,y =-2 se

y tiene un maximo en znex = 8 y para la otra funcién en el punto x = 1, y = -2,
d usy_ 2 A\ se tiene un minimo en zmn =-2 .

dx2 2x3y2 2x ;3 7 dz2 y z3
2020 X3-y2-3x+4y+122+2-8=0

gu _ d2u d2u _ 2z Desarrollo
dxdy 2x2 7 dxdy * 0ybz j2
Sea f(X,y,z) =x3-y2-3x+4y +z2+z- 8=0 de donde se tiene:
| L11), dauso 9240 1a funcion i ini
para el punto (? 1), d2u>0 y como —d)a> a funcién tiene un minimo f' =3x2-3, fy =2y +4, ' =2z +| dedonde f kX =" =0
en zmin - 4y para el punto: (-—-1,-1) no se tiene en cuenta de acuerdo a para obtener los puntos estacionarios es decir x =+ 1, y = 2. Luego para el

las condiciones del problema. punto /}(1,2) se tiene:
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A==

dx2 8y2

d2z, 2 P .
)- (=) >0 ycomo —d2i> 0 la funcion tiene un minimo en
8x8y dx2

zmn=1" Para punto /J(-1,2) setiene >0y A<0 => la funcion tiene un
maximo en zmex = -2 .

Determinar los extremos condicionados de las funciones:

Z=xy si x+y=1
Desarrollo

Sea F(x,y) =Xy +a(x +y- 1) de donde se tiene:
F;.=y+A, F;=x +A, F"=0, F"=I, F"=0

formamos el sistema siguiente

F'=0 y+A=0
Fy =0 X+A=0 x:y:-z, i
x+y=1 x+y =1

diferenciando x + y = 1 se tiene dx + dy = 0 ademas d¢F =-2dx2<0

entonces la funcién tiene un maximo en: Z max =g para el punto (-'ﬁLlﬁ))

Z=X+2y,si x2+y2=5
Desarrollo
Sea F(x,y) =x+2+y +A(x2+y2-5) de donde

Fx =1 +2Ax, F;=2 +2Ay, F''=2A, F“=Q,FE£=2A

ahora formamos el sistema siguiente:

Funciones de Varias Variables

2023

;=9
K =o
<p(xy) =0

i1+ 2Ar=0

> =2 j2-r2Ay =0

X:l,y:Z‘

(x2+y2-5 =0

193

resolviendo el sistema se tiene:

como d2F <2M»(dx2-rdy¢) para xp 1L, y*=2, i =

Se tiene d2F <0 la funcion ti

ene un maximoen znmx =5

para x= l,y- -2, A:"2- se tiene: d'F >0 => la funcion tiene un minimo

en zmin =

-5

Desarrollo

Sea F(x,v)=x2+ V2+i(~2-f-?:-1) de donde:

K -2v+

F =2y +~. F«

=2, F, =0, FA=2

ahora formamos el sistema siguiente:

Fv=0
f,;=o

<p(x,y) =0

2Xx+—=0

2
2y+“ =0
i3
d+Z-i"o
2 3

resolviendo el sistema se tiene:
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x=1S 12 _A72
A~ 3’ > ~13" /i~ 13

para este punto se tiene dAF =2{dx2 +dy2) >0

L . 36
la funcién tiene un maximo en Z max
2 ? . 71
Z —€0S” X+eosy~, si y—xX 1
Desarrollo

Sea F(x,>’) =e0s2x+cos2 v+ A(y—x - I) de donde: FX =-2eosx.senx-A

F}=-2eosyseny ,F". 5-2e0s2Xx,Frv=-2¢e0s2j, =0
Formamos el sistema siguiente:

-2 eosxsenx- A=0

Fc ~0 = Se«2X - 2>
£=0 -2e0s v«xy+A=0
$(x,j) =0 "

y-*~ 4

como V=x H—ir => sen2x = -sen(2x H_le')

2X = -serc 2x eos?- 5Y7—e0s2X => sen 2X = - €0S 2X

sen 2x = - e0s2x +sen2x => 2s<Afxeosx = 2sen2x - K de donde

212

sen X - 8sen~x+1=0, de donde senx =% sen x =+ 0.9238 v,
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de donde d2F <0 => la funcién tiene un maximo en: Z max =

sen X = £ 0.3856 de estas soluciones tomamos las siguientes:

para x = 67.5°, y=157.5°
senx =0.9238 => x =arcsen(0.9238) = §é31vkn donde k=0,1,2,3.
Sen x = -0.3826 => x = aresen (-0.3826)

x:-8n +kn para k = 0,12, en este punto d2F> 0 la funcién tiene un

minimo en el punto (in + K ik +K7r)

9n

N -
Z min = ____;{_? y para el punto (J—gk + kn,—8 +kn)

2+y2

U=X-2y+2z ,si x2+y2+z2=9

Desarrollo

Sea F(x,y,z) =x-2y +2z+A(X?>+y2+22-9), de donde se tiene:

Fi =1+2Ax, F =-2+2Ay, F/=2 +2Az, F" =2A, F" =2, F2' =2A

FAM=0, F" =0, Al =0. Formamos el sistema siguiente:

K =o 1+2x=0
Fy =0 -2+2j/=0 resolviendo el sistema se tiene que:
iK*.y)=o0 X2+ y2+22=9



196

2026

Eduardo Espinoza Ramos

XxX=%1 y=+2, z=%2, A=+~ ademas d2F = 2A(dx2 +dy2 + dz2)

para los valores x=1,y=2, z=2, Am 1

se tiene d2F <0 => la funcién tiene un maximo en zmax = 9
1 . 2
para los valores x=-1, y=-2, z=-2, A=— setiene d F >0

entonces la funcién tiene un maximo z min = -9.

2 2 2
U=X2+jy2+z2, si "y+" +7j-=1 (a>b>c>0)
a fre
Desarrollo
2 72 .
Sea F(X,y,z) =x2+y2+z2+ +“3@'-1) de donde se tiene:
e
2A
|=—'>/(:2x+2—/|X, —,/\: ve—- 2 F =2+
a 22
FLl=2+7x . F -2+, f":F'J'Z:F;Z: 0

Ahora formamos el sistema siguiente:

2X _

2X+— =0
AN=0
.\ *4f-

resolviendo el sistema se tiene que:

f'z=0 2z+7- =0
Z(-i>z) =0 , ¢ , )

X4y +-Zy -1

fl2 b2 c
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$028

para X=xa y=z=0, A=-a

y=xb, x=z=0, A=-b2

z=xc, Xx=y=0, A=-c2
para X =*a, d2F <0 tiene maximo en Umax = a
para z=%c¢, d2F >0 ti ne minimo en Umin=c¢

u=xy2zz3, si x+y+z=12, (x,y,z>0)

Desarrollo
Sea F(x,y,z) =x\ 5+A(x+y+z-12) de donde: F~"N=y2z3+A,
Fr=2xyzi +A, Fz ixy2z2+A, F" =0, F~=2xz\ F¥ = 6xylz,

Fy =2yzi, F"=6x , ['v=3>2r2, formamos el sistema siguiente:

K =0 z +tA—0

Fy =0 . . .
cyz3+ A=0 resolviendo el sistema se tiene:

F[ =0 3xy222+A = 0

p(x,y,z) =0

Xx=2,y=4, z=6, X=-3456
donde este punto d F <0 => la funcién tiene un minimo en Umin =24 .6
u=xyz con las condiciones x+y+z=5 xy+yz+zx=38

Desarrollo

Sea F(x,y,z) =xyz+ X(x+y+z- 5)+P(xy+yz+xz- 8) de donde:
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Fx=yz+A+RBy +Rz, Fy =xz+A+Bx +Rz , Fz =xy+A+BRy +Rx\

2029
ademéas se tiene: Fg=HE
Fd =y + R ahora formamos el sistema siguiente:
=0
Ex yz+A+Ry +Rz =0
RE=0 XZ+A+RXx+Rz =0
K =0 xy +A+Ry -fBx =0 resolviendo el sistema se tiene que:!
¢>(x%y,z) =0 X+y+z=5
yl(x%,z) =0 Xy+yz+xz=8
para ® =8 £ 4 sefeer WHT 2(4.3.4% A4 4
para A=4, (3=-2, setiene: P4(2,2,1), P5(2,1,2), P6(1,2,2)
como las condiciones son:
Xx+y+z 5, xy+yz+xz=8 diferenciando se tiene dx +dy +dz=0
(y+2z)dx + (x +z)dy + (y + x)dz=0
resolviendo en términos del diferencial dy se tiene:
o= 22X gy, ar= Xy
Z-X Z-X
d2Fm=(z + A)dxdy + (x +J3)dydz + (y + (3)dxdz para A=~-, 3= en
2030

P - 112
estos puntos d2F <0 entonces la funcion tiene un maximo en Umax = — y

para los valores A=4, [B= -2 en estos puntos d2F >0 la funcién tiene ufij

minimo en Umin =4
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Demostrar la desigualdad Xf —>%xz, six>0,y>0,2z>0

INDICACION: Buscar el maximo de la funcién u = xyz con la condicién de
que X+y+z=s

Desarrollo
Sea F(X,y,z) =xyz+ Ax+y+2z-5s) dedonde: Fx=yz+A, Fy=xz+A,
f'=xy+A ademds: Px=F"=F" =0, F* =z, F" =x, Pez=y
Fx =0 + =
hora f | Fi=0 xz+A=0
ahora formamos el sistema sjguiente: = -
! gut =0 xy+A=0
<p(x,y,z) =0 Xty+z=
resolviendo el sistema se tiene que para A=——; X=y =z =-
L - SSS
como d2F <0 Ila funcién tiene un maximo para el punto en
53
umax = —
27

Luego la desigualdad X+7--- >tfxyz es verdadera con lo cual queda

demostrada.
Determinar el maximo absoluto de la funcién: z= 1+ x + 2y en las regiones:_
a x>0,y>0 ,x +y<l|

b) x>0,y<0,x-y<1
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Desarrollo

2031  Determinar el maximo y minimo absoluto de las funciones:

Examinando en la frontera de la region. a) z-xy b) z=x2-y2 enlaregion x2+y2<1
Cuando x =0 setiene z= 1+ 2y como x +y< 1 entonces zmax =311 Desarrollo
en el punto (0,1) y ademas en el punto (0,0) se tiene Z min abs = 1 a) Suponiendo que x2+y2=1 => x2=1-y?2

Ahora cuando y =0 setiene z=1+x como X +y < lentonces z max | 0 A " clz 0
como z=xy=y(l-y )=y-y z dedonde d—:1-3y =0
y

abs = 2 para el punto (1,0) y para el punto (0,0) se tiene Z min abs = 1,1

luego el valor maximo absoluto es z = 3 para el punto (0,1).

y-+ —1r, /x = -Z_V\j— luego se tiene para el punto (iy~2,-":1r)
Cuando x =0 setiene z=1+2y, -1<y<0 como x-y<1 (veri
grafico) => Z max abs =1 en el punto (0,0) y en el punto (0,-1) se tiene |

Z max abs = y para el punto (. Z min abs = -
Zinin %‘- 14 > 3y/3
Ahora cuando y =0 setiene z=1+Xx, 0<x<1 =>zmax- 2 enelj b) Sea f(x,y) =x2-y2+A(x2+y2-1) de donde:

punto (1,0) y en el punto (0,0) se tiene: Z min abs = 1
f'=2x+2Ax, f*=2ly-2y, /" =2+21, f~=2A-2, /" =0

Luego el valor maximo absoluto es z =2 paravaloresdex=1,y=0. .
g P y ahora formamos el sistema
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4 =0 2x+2Ax =0
4=0 2Ay - 2y =0 resolviendo el sistema se tiene:
<p(xy) =0 X2+y2=1

para X=-1, x=0, y=%1
X=1x=+1y=0
Luego se tiene que para el punto (x1,0) se tiene zmax abs = 1 y para el

punto (0,£1) se tiene z min abs = -1

Para la region dentro del circulo el valor de la funcién es menor que 1y 1
v
menos - 1.

Determinar el maximo y minimo absoluto de las funciones z = sen x + seny

sen (x +y) en laregién 0<x<£, O<y <5

Desarrollo

Como z=senx+seny +sen (X +y) entonces

dz dz
™ = eosx +cos(x+y), y =eosy +cos(x+y) Yy para encontrar los puntos 1
X Yy

. o dz ., dz . cosx+cos(x+y) =0l
estacionarios hacemos — =0, — =0 es decir: >
dx dy eosy +cos(x+y) =0J

de donde eosx+eosy=0 => x=y, X=-y
reemplazando en la ecuacion eos x + eos (x +y) =0

e0s X +e0s2x=0 => 2e0s2x+eosx—1=0

-itvr+8_ -ix3
4

i
eos X= => eosX :?
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3x2-3y =0\

6.14,

2034

x = 3 como xX=y=> y :—3 como ~3<—2esté dentro de las condiciones

y para el caso de queeos x = -1 => X - ti que no estd dentro las condiciones

del ejercicim. Luego para el punto (—,—) se tiene un maximo interno

Zmaxds = 3Vv3 y para el punto (0,0) se tiene un minimo en la frontera

Z minav =0.

Determinar el maximo y minimo absoluto de la funcién 2=x3+y3- 3xy en la

region 0<x<2, -1<y<2
Desarrollo
Como

z = x3+ v3~3xyentonces se tiene: — =3x2-3y, — = 3y2& 33Xy
' y

dx y

para encontrar los puntos estacionarios hacemos — =0, — =0 es decir;
dx dy

resolviendo el sistema se tiene: (0,0) y (1,1)
3y2- 3x = 0]

ahora de acuerdo a las condiciones del problema se tiene cuando x =2, y=-1
se tiene un maximo absoluto (méaximo de frontera) en z= 13 y cuando
X =y =i setiene un minimo absoluto (minimo interno) en z=-1 y cuando
x=0, y=-i setiene minimo de fronteraen z =-1.

PROBLEMAS DE DETERMINACION DE LOS MAXIMOS
Y MINIMOS ABSOLUTOS DE LAS FUNCIONES.-

Entre todos los paralelepipedos rectangulares de volumen V dado, hallar aquel
cuya superficie total sea menor.

Desarrollo
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Por condicién del problema se tiene:

V =xyz de donde 2=— ademas la superficie es:
XV
2N 2W 2v 2v
A.=2xy + 2xz + 2yz d donde: A =2xv+—+ :--¥-2> A=2xy+— +—
Xy Xy y X
. . v CcA 2v
Derivando se tiene: — =2y n= ZX —
dx ' X2 ' av y2
Haciendo A =0, A 0 para obtener los puntos estacionarios se tiene:
dx dy
2V
2y _ =0
2V resolviendo el sistema se tiene que: x =y =%V
2X —-—=0
d A 4v d~-A 4 d2A
A2 3 é *
cX X dy y dxdy

eAR CoAX 1A 2 Ar. PR
(— 5(—4— (50 en el punto x =y =vV y'como ——>0
ox oV dxdy ox
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la superficie total seria menor cuando x=y =z =2jv donde At=6V3

Que dimensiones debera tener un bafio abierto, de volumen V dado, para que
su superficie sea la menor posible?

Desarrollo

. i . Y
Consideremos las dimensiones del bafio x,y,z donde: V =xyz => z=—
Xy

resolviendo el sistema se tiene: x =y =yflV

d2A 02A d2A 2 A d2A
COMO  gx2 dy2  dxdy

>0.

Luego la superficie es minima para x=y =\[Z2V, z=~
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2036  Entre todos los triangulos de perimetro igual a 2p, hallar el que tiene mayo« 202 —2pX —8pxX + 2X2+ X2 = 0
area.

Desarrollo 2P

3x2- 5px + 2p2 =0 de donde al resolver se tiene: x = =y =z

condicién del problema:

Luego se trata de un triangulo equilatero.
X+y+z=2p .. (@) g g q

2037  Hallar el paralelepipedo rectangular de area s dada, que tenga el mayor

ademas el area de un triangulo conociendo sus lados es: )
volumen posible.

A=yjP(P- x)(P-y)(P-12), comoz=2p- x-y, reemplazando se tiene: Desarrollo
Se conoce que: V = xyz
A=Yi2p3(x+y)- p2(X2+y2+3xy) +pxy(x+y)- p4

S=2Xy+2xz+2yz => z= S-2xy
dA 2p3-2p2x-3p2V+2pxy +py2 2(x+y)
°X 2y2p3(x+y)~p2(x2+y2+3xy) +pxy(x+y) - p4

L1— derivando se tiene:

Luego V=
2(x+y)

dA _ 2p3-2p2y-2px-\- px2+2pxy

d 27 2p3(X, 2(X2+y2+3xy) + +y)- pA .
y i2p3(x y) —p2(x2 +y Xy) + pxy(x+y) - p OV 1,Sy2-2x2y2-4xy\ 8V _ 1 Sx2-2x2y2-4x3y

formando el sistema siguiente: (x+y)¢ dy 2° (x+y)2
R 0 formando el siguiente sistema se tiene:
dx [2p3—2p2x-3p2y +2pxy +py2 =0 )
av
%o [2p3-2p2y-3px +px2+2pxy =0 - (2) ix O \S-2x2-4xy =0
dy X=y
dv_ 0 \s - 2y2-4xy=0
simplificando y sumando (1) y (2) se tiene: (X- y)(x +y - p) - 0 de donde: dy
-y =0 X= . —2
Xy y como 2p3-2p2x-3p2y +2pxy +py =0j COMo S=2xy +2Xxz +2yz => S=2x2+4xz => z:-S- ----- X
X+y-p=0 X+y=p 4x

2p2- 2px-3py+2xy+y =0 como Xx=y tenemos: como S- 2x2-4xy=0 => s-2x2=4xy
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-2x 4
Luego Z= _S_ _____ )_( —-—= ___)_(_y_: y

Luego se trata de un cubo
4x 4x

X=y=2z

Representar el nimero positivo A en forma de producto de cuatro factores
positivos, cuya suma sea la menor posible.

Desarrollo
De acuerdo a las condiciones del problema se tiene: a=xyzt, s=x+y+z+t

Sea f(x,y,z,t) =x +y +z+t+X(xyzt) de donde se tiene:

f X = 1+ Xyzt, fy =14 Axzt, // =1+ Axyt, // =14 Axyz

formando el sistema se tiene:

fi=o 1+yzt =0
fy=° 14-x2t = 0
fz =° T+yyt=Q
/1= o 14-xyz=0
(p(x,y,z,t) =0 Xyzt = «

resolviendo el sistema se tiene: Xx=y =z =t=a4.

i i
Luego a =a4.a4.a4.a4
En el plano XOY hay que hallar un punto M(x,y) tal, que la suma de los
cuadrados de sus distancias hasta las tres rectas x =0,y =0,x-y+ 1=0 seal

la menor posible.
Desarrollo
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condicion del problemaes: F =[d(A,M)f +[d(B,M)]2+[d(M,C)]2

De donde: d(AM)=y , d(B,M)=x,

d(M,C) =— )

Luego / (X,y) =x2+y24—— derivando se tiene:

o Z2XH(X-y +V), oy =2y -(x-y +1)

es decir: /X =3x-y+1, ry =3j - x- 1, formando el sistema se tiene:

fx ~0]| i3x- +1=0
> == < = x=7=
vy =0J [3"-X-|:0 n

1
4
Luego el punto M(x,j)=M{(i,

Hallar el triangulo de perimetro 2p dado, que al girar alrededor de uno de sus
lados engendra el cuerpo de mayor volumen.
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Desarrollo

Aplicando la ley de cosenos se tiene:

A A 2
X +zZ7-
y2=X2+22-2XxzCcos# =>COS# = ) y

Xz

ademas eo0s2(9=1- senl6 reemplazando se tiene:

1_Sen§é>:_(*2+22 y I f == Sen26 = 1 — Z_)2
2Xz 2XzZ
ademas se tiene sen6 =— => h2 =z2sen26

z

por condiciones del problema se tiene:

X+y+z=2py V= hﬁ, reemplazando se tiene:

F=ll2Xo T %en®@= "% Ll
3 3 3 2xz

y =V *222-(*2+%2-]1'2)2)
3 4x

jm'unciones de Varias Variables

por el multiplicador de Lagrange se tiene:

N 4x222- (x2+22-72)2

f(x,y,z) =—( +Ax+y +z-2p))
3 4x
LN 2xy242x222: 2y121- 3xA+yAkzd o
12 *2
y 12 X
[ * 4x2z+4 | z-4 23
e (N N
A =5l % )+

N 2x2j 2+2x222—2Y222 —3x4 + jyA + 24

_____ +1=0 . -
12( X2 ) O)
/,')=o0
fy=0 12 X =@
/=0 jr 4x2z+4 | z-4 23
12 X =G
(xyz)=x+y+z=2p 4)

resolviendo el sistema se tiene: de (2) y (3) tenemos:
(z-y)(z2+2yz+y2-x2)=0 luegoy =12, z2+2yz+y2-x2=0

de (2) y (1) se tiene que:

2X2 2+ 2x222 - 27222 - 4X3- 3x4+Yy4+ 24+ 4%xz3- 4xy2z =0 5)

reemplazando y = z en las ecuaciones (4) y (5):
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-3x2-4xy+4y2-0

X+2y=2p

...(8)
- ()

de (7) despejamos x = 2p - 2y reemplazando en (6) se tiene que y - ip

como x+2y=2p => x:2—

luego los lados del triangulo es: x=~ >y ~~"P9z =

En un plano se dan tres puntos materiales: Px(xxyi), P2(x2,y2) y P3(*3,y3)

cuyas masas respectivas son mx, m2 y m3, que posicion debera ocupar el

punto P(x,y) para que al momento cuadratico (momento de inercia) de este

sistema de puntos, con relacion a dicho punto P (es decir,

mxPP 2 + m2P2P 2 +m3P3P 2) sea el menor posible.
Desarrollo

De acuerdo a las condiciones del problema se tiene:

[ =ml(x-jtj)2+m2(x-x2)2+m3(x- x3)2 de donde

di
_dly_: 2mx(x- x + 2m2(x-x2) +2m3(x- x3) = 0, entonces
X

(2m{+2m2 +2m3)x = 2mxxx+ 2m2x2 + 2m3x3 de donde se tiene:

« mxXxX+ m2x2 + m3x3
mx+m2+ m3

h =™I(y-y1)2+m2(y-y2)2+m3(y-y3)2

la suma
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~ =2mx(y-yX+2m2(y-y2)+2m3(y-y3)=0

(2mx+2m2 +2m3)y = 22" +2m2y2 + 2w3  de donde se tiene:

mlyl +m2y2 +m3y3
mx+m2+ m3

Hacer pasar un plano por el punto M(a,b,c) que fonne con los planos
coordenados un tetraedro que tenga el menor volumen posible.

Desarrollo

Ly . . X z
La ecuacidn del plano que intercepta a los ejes es: —
a

h—Vh—:l
e

ademas el plano pasa por el punto: M(a,b,c) => —+—+—=1
a’ b' cf

ahora formemos la funcién de acuerdo a las condiciones del problema:
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donde k es un factor de proporcionalidad.

Ueg® ~fa’~"2k~ a2 8b'~ 2kAb2’ dc'~ 2k c"?
A =0 b'e' Aa -0
. . da' 2k
Formando el sistema se tiene: N
a'c Ab
- =0 =0
db* .2k b'2
N = O A — =
de’ 2k e
i+b—$_: 1 _a +b § =1
c a' b ¢’
resolviendo el sistema se tiene que: _':F: —} y reemplazando en la ultima
z c

ecuacion se tiene: a'=3a, b'=3b, ¢'=3c

como P==M* mz =i => p=*+7+£=3
a b c ab e

2043 Inscribir en un elipsoide un paralelepipedo rectangular que tenga el mayor
volumen posible.

Desarrollo
2
X 4
La ecuacion del elipsoide es: — +-r}% +— =1
a2 b2 c2

Y el volumen del paralelepipedo es xyz.

X 7
Luego formamos la funcion: V =xyz + A(— +—b +— -1) de donde:
a c
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8_V:yz+iAX,EV:XZ+%Y’ y:xy+%z
ex a ey Ir ez
ahora formamos el sistema siguiente:
ev-: u y/z+2ﬂ: 6\
ex a
dv
«0 e+ 4 - )
ey
av_ v+ 2A7 0 @)
dz y
X2 =2 z2
Pxy,z) =0 —+-J+ - -1 - (4)
a b e

resolviendo el sistema se tiene: de (1), (2) y (3)

y' =122
b2

— reemplazando en la ecuacion (4) se tiene:
c

Q)|><
N

est0 es en *os semiejes.

2b 2c_
V3'S' V3

Luego las dimensiones del paralelepipedo es:

2044 calcular las dimensiones exteriores que debera tener un cajon rectangular

abierto, del que se dan el espesor de las paredes 8 y la capacidad (interior) V,
para que al hacerlo se gaste la menor cantidad posible de material.

Desarrollo

Si las dimensiones del cajén rectangular son X, y, z su volumen interior es:
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V = (x - 25)(y - 25)(z- 25) y la superficie es: A = 2xy + 2xz + 2yz
Luego formemos la funcién siguiente:

V = 2Xy + 2xZ + 2yz + X(x - 25)(y - 25)(z - 28)

v _ 2y +2z+A(y- 28)(z- 25)
dx
OV ox+27+A(x-28)(2-28)
dy
dv

X +2y + A(x- 28)(y - 28)

ahora formamos el sistema siguiente:

ox 2y +2z+A(y-26) =0 (1)
M _y 2y + 2v+ v~ 2id)(z- 25) =0 ..(2)
jy 2 +2y +A(X- 2S)(y- 28) =0 .. (3
Vo (x-2S)(y-2S)(z-2S) =V o)
0z

(p(xy,z) =0

resolviendo el sistema se tiene: de (1), (2) y (3) se tiene x- y- 2z

de donde en (4) se tiene:

=VW +20, y=1i2VV18v i = +(

En que punto de la elipse -- +4r =1 la tangente a esta forma con los ejes
h\.

a
coordenados él triangulo de menor area.
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Desarrollo
La recta tangente a la elipse que intercepta a los ejes es: L: —+b— =1
ay b’
Formamos la funcién siguiente:
lbl lbl
A= 2 X (!A(— h?— 1) donde ------- es el area
2 a' b 2
Luego se tiene: ----= b Ax 8A _al Ay
a’ 2 a db} 2b1
Ahora formamos el sistema siguiente:
8A b AXx
— =°;, —— | =0 (i
8a 2 al ®
8A a' A
— =0 ; - V=0 - (2)
8b’ 2 b2
<p(a\b')=0 ;4 +77=1 .. (3
palb) =0 ;4 +7 ®)
resolviendo el sistema se tiene: de (1) y (2) se tiene que: —=—
a' X

217
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. bl .
por otro lado la pendiente de L es tga = ——} y la pendiente de la tangente a
a

,a Elipse: X—2+¥£:1 es tga - _b )
a b ay
-[uego se tiene: tga :---kz-:—b% = b_:_%x =Y = X2 :y2
al ay a’ ay X a; be
Reemplazando en la elipse se tiene:  -~- =1 => X-*-/=, y-%-"=
y)2 ¥i2

Hallar los ejes de la elipse sx2 +8xy +5y2 =9
Desarrollo
La ecuacion general de 2do grado es: Ax2 + By2+Cxy+Ex+Dy+F =0

Para eliminar el término xy, consideremos a el angulo que se va a girar,

T C 8 T K
Donde tg2a = ------- e entonces 2 a_ = a- —

A-B 5-5 2 4

X - X'e0s45° —y'sen45° = - -
V2

y =x'se/i450+y’cos450= X

ahora reemplazamos en la ecuacion 5x2 +8j™ +5y 2 =9
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simplificando se tiene: 9x.2+y '2=9 lo que es lo mismo

a2=9 a bh2=1

1 9
Luego el eje mayor es 2a=6 Yy el eje menor 2b =2
2047  Es una esfera dada, inscribir el cilindro cuya superficie total sea maxima.

Desarrollo

Altura del cilindro = H =2h ; Radio de la esfera = R ; Radio del cilindro =r
area total del cilindro = 2;crh + 27ir
De acuerdo a las condiciones del problema formamos la funcion siguiente:

A=2%rh+2%r2+A(r2 + h2- R2) donde (h,r) pertenece a
ax2 +y2 =R2 entonces: h2+r2=R2

oA 2irh+ 47%r + 2Ar ,—3’2‘: 27rr+ 2Ah , ahora formamos el sistema siguiente:

dr
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A=0
dr 2h+2nr +2Ar =0 )
No=0 27rr +2Ah = 0 . (2)
dh

(p(rji) =0 r2+/2 =172 ..(3)

resolviendo el sistema se tiene que: de (1), (2) y (3) se tiene que:

8r4-8r2/22+R4 =0 de donde r:?\i2+\l'2, r=7y]2-\i2
para r: —V2+V2 => [i=—V2-V2
r=-vV2-v2 => [i=—r2-V2
2 2

ademas LY 4ir+2A° 0—2/}-: 2t, - = S;r
dr dh2 ar3A

422y (24 _( d2A ¢ < Kjene maximo en r =2 WEEND W=R jb_y/T k
ar dh dr.dh 2 2

como H =2h=Ryj2- V2, r=""2 +12

luego el radio de la base del cilindro es:

r=| yi2+yj2 ylaalturaes R\i2-J2 donde R es el radio de la esfera.

Los cursos de dos rios (dentro de los limites de una regién determinad»
representan aproximadamente una pardbola y =x2 y unarecta, x - y- 2 =(fl

Hay que unir estos rios por medio de un canal rectilineo que tenga la menof
longitud posible. Porque puntos habra que trazarlo?
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Desarrollo

Graficando la parabola y =x2 ylarecta x-y-2=0

Sea Px(xj,yx) de laparabola = y{=x2 vy ladistancia del punto Px(xj,yX)

X W _ 2
alarecta x-y-2 =0 es D=—=j= pero \ =x2
-v 2
Entonces reemplazando se tiene: X xR
-72
Derivando se tiene: 90 = 12XX_g — x=1
XX -V2
1
1 2 TN

como yx=Xp = — luego la distanciaes D :—‘2"—

la pendiente de la recta x -y -2 =0 es mx=1y la pendiente de la

perpendicular a esta rectaes m2 =- 1.
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La ecuacion que pasa por Y m2=~\ es y-~"=-1(x-") es decir

4x + 4y - 3 = 0 ahora resolviendo el sistema siguiente: \ 1 se
[4x+47-3 =0 |

tiene x=~ * 3'=~~ de donde el punto de la parébola: ;y=x2j|
debe unirse con el punto PZ(E’HS) de larecta x-y-2=0 con una

longitud 2

Hallar la distancia méas corta del punto M(1,2,3) a la recta T: 7 = ’y

Desarrollo
La ecuacion de un plano que pasa por el punto M(l,2,3) y que sea

perpendicularalarecta; j = =7 es: I(x- 1)- 3(y- 2)+2(z- 3)=0

es decir x- 3y + 2z - 1=0 ahora hacemos la interseccion del plano con la

X-3y+2z=1
recta es decir: de donde x = -3 Vv
CoOX_y _z T w40 a7
J~"3 ~2

ahora hallaremos la distancia d entre los puntos: M(1,2,3) y P(% ,----:’f,é e:;,.
\

decir: ¢ g _11"1)!+(2+)1°‘\1) +(3-\7/ s Tl'Z'

Los puntos Ay B estéan situados en diferentes medios Opticos, separados el uno
al otro por una linea recta (fig 72) la velocidad de propagacion de la luz en el
primer medio es igual a Vj, en el segundo a \2. Aplicando el “principio de
Fermat”, segun el cual el rayo luminoso se propaga a lo largo de la linea AMB, j
para cuyo recorrido necesita el minimo de tiempo, deducir la ley de la]
refraccion del rayo de la luz.
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Desarrollo
US— P +— o +A(atga +btgR-c)
FICOStf M2 cos R
du itgacha+Aasecza : du zﬁtg[?secrs +AbsecI f?
da g W

formando el sistema siguiente se tiene:

du 0  tgaseca + Aasec?a - B
da
(lj\rg: 0 tgRsQC R + Absec2B - 0
atga +btgRB - ¢ atga +btgll -c

ena _ \

resolviendo el sistema se tiene:
senfR~~V2

2051  Aplicando el “Principio de Fermat” deducir la ley de la reflexion del rayo de
luz de un plano en un medio homogéneo, (fig 73)
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Desarrollo

Por tratarse de un plano en un medio homogéneo se tiene \f =\

LUEQO Sea U= —----— + =mmmmmem +A(atga +btgR-c
g Vcosa \fcosh (atg g )
ou a 2 du _ b 2.0
— - —teaseca+Aasec a ; — =—tels + Abs
da W dR W QQE| QP

formando el sistema se tiene que: =0 = F—tga seca + Xasec2a =0

— =0 => —g/?sec/?+/l16sec2 =0
di3 WK

atga +btgp-c =0 =>atga +btgP =c
resolviendo el sistema se tiene: sena =sen p de donde a =p

Si por un circuito eléctrico de resistencia R pasa por una corriente I, la cantidad

de calor que se desprende en una unidad de tiempo es proporcional a 12R

¢Determinar, como habra que distribuir la corriente I en 1}, /2 e /3
valiéndose de tres conductores de resistencia R{, R2 y R3, respectivamente

para conseguir que el desprendimiento de calor sea minimo?
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Desarrollo

De acuerdo a las condiciones del problema se tiene:
(112,13 = IXRX+T2R2+12R3 y [/ =/1+/2+/3

ahora definiremos la funcién: F(/,,/2,/3)- /(/t,/2,/3)+ Al de donde:

F(1,,12,/3) = /fA +772 +1jR3+~  +/2+/3)

ahora hallaremos sus derivadas parciales:

) al
2/,Aj+A, “ - =2I2R2+a, — =2I3Ri +a
du dL

dL

formaremos el sistema siguiente:

dF_

di\ Fi=0

2 =0 27" +* A= 0 _ _ _

a2 ; resolviendo el sistema se tiene:
2/3A3+/1=0

aF:0 H+12+13-1

a3 i

[ =1, +12+/;

IRl =/2/29= /373 esto reemplazando en al ecuacién Ix+12+/3=1 se tiene:

74243 I /4,43 -
AT NR+ABI+IB T 2 22 +HEIRI+E2AB T 3 NA2+/21A3+/227B
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PUNTOS SINGULARES DE LAS CURVAS PLANAS -
Ira. DEFINICION DE UN PUNTO SIGULAR -

Un punto M(x0,y0) de una curva plana f(x,y) =0, se llama punto singular, si

sus coordenadas satisfacen simultaneamente a las tres ecuaciones.

f(x0,>0)- 0, /i (*o»y0)=". /y (*0*y0) =0

2do. TIPOS PRINCIPALES DE PUNTOS SINGULARES.-

Supongamos que en el punto singular M(x0,y0) las derivadas de 2do orden.

A=zfi(x"yo)
no son todos iguales a cero y que: A=AC-B"
en este caso tendremos:
a) Si A>0, M serd un punto aislado (fig 24)

b) Si A<O, M serd un punto crunadal (punto doble) (fig 75)

c) Si A=0,M puede ser un punto de retroceso de Ira especie (fig 76) o  de
2da especie (fig 77) o un punto aislado, o punto doblecotangentes

coincidentes o tecnodo (fig 78).

Al resolver los problemas de este apartado, se considera obligatoriamente lgj

construccién de las curvas.

l'unciones de Varias Variables

1053

FIG. 74 FIG. 75

FIG. 77
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Determinar el caracter de los puntos singulares de las curvas siguientes:

y? =-X2 +jt4
Desarrollo

Sea f(x,y) =x2+y2-x4 dedonde fj(x,y) =2x-4x3, f[,(x,y) =2y

f(x,y) =x2+y2-X4=0

Ahora formamos el sistema siguiente:  1fx(x,y) =2x - 4x3=0

fy(x,y) =2y =0

resolviendo el sistema se tiene: x=y =0 => p(0,0)

@ Xxy) =2-12x2 fxx (0,0) = 2
fyy(x,y) =2 fyy(0,0) = 2
f.nAxy) =0 4 (0,0)=0

A = fxx (0,0) - /", (0,0) - (fuy(0,0))2=4>0,
aislado.

luego el punto p(0,0) es punto
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(y~x2)2=x5
Desarrollo

Sea /(x,y) = (>~x2)5- x5 de donde se tiene:

fx (‘Wy) = ~Ax(y - X2)- 5x*, f'v(x,y) =2(V- X2)

[(X,>)=(y - x2)2- x5=0
ahora formamos el sistema siguiente:  §fx(X,y) = ~4x(v - x2)- 5x4 =0

/ W ) = 2Ck'-x*)=0

resolviendo el sistema se tiene x =y =0 es decir p(0,0)

[«m(y) =-4> +12x - 20X /"(0,0)=0
J%(X,y) =2 = 4 '(0,0)=2
f'"(x,y) =-4x 4 (0,0)=0

A=/ *(0,0)./~,(0,0)- (/~ (0,0))2=0, luego el punto p(0,0) es un punto de

retroceso de 2da especie.

a*VP=Zx*- X8

Desarrollo

Sea / (x,y) =064y2- ;Tx4+x6 de donde se tiene:
fx (x,y) =-4a2x3+6x5, fy(x,y) =2ady

f(x,y)-ady2- g2x4fx6=0
ahora formamos el sistema se tiene:  / v(x,>) =-4;Tx3+6x5=0

fi(x,y)=2a4y =0
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resolviendo el sistema se tiene x =y =0 es decir p(0,0)

fA(X,y) =-lia2x2 +30x4 /"(0,0)=0
fyy(x,y) = 2a4 /" (0,0)=2a4
K(x,y) =0 L"(0,00=0

A=/,(0,0)./w(0,0)-(/v (0,0)) =0,
tacnodo.

luego el punto p(0,0) es un punto

X2y2-X2-y2=0

Desarrollo

Sea / (X,y) =x2y2- x2- y2 de donde se tiene:

X (x,y) =2xy2- 2x, f' (X,y) =2x2y - 2y

f(x,y) =x2y2-x2-y2=0
fx (x,y) =2xy2- 2x=0
fi(x,y)=2x2y -2y =0

Ahora formamos el siguiente sistema

resolviendo el sistema se tiene x =y =0 es decir p(0,0)

fxx(x,y) =2y -2 /" (0,0)= -2
fyy(x,y) =2x2-2 => 4 (0,0)=-2
fxy (x,y) = 4xy 4 (0,0)=0

A=/" (0,0)./;;(0,0)- (/" (0,0))2=4>0, entonces el punto p(0,0) es un

punto aislado.

*3+y3- 3flxy=0 (Folium de Descartes)
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Desarrollo
Sea f(x,y) =x3+y3- 3axy de donde se tiene:

fi (*y) =3x2- 3ay,  (x,y) =3y2-3ax

/ (X,y) =x3+y3- 3axy =0
fi(x,y)=3x2- 3ay=0
fi(x,y) =3y2-3ax =0

ahora formando el sistema se tiene:

tresolviendo el sistema se tiene x =y =0, es decir: p(0,0)

fxx(x>y) = 6x 4 (0,00=0
fE£(x,y) =6y 4 (0,00=0
[fly(x,y) =-3a 4(0,0) =-3«

A=4(0,0)4(0,0)-(4(0,0)2=-3a<0,
punto crunadal.

entonces el punto p(0,0) es uni

2058 y2(a-x) =x3 (cisoide)

Desarrollo
Sea /(x,y) =y2(a- x)- x3, de donde se tiene:
fi (*,y)=-y2-3*2, fixx,y)=2y(a-x)

f(x,y) =y2(a-x)-x =0
Iv(Xv)y=-V2-3x2=0
fi(x,y) =2y(a-x) =0

ahora formamos el sistema:

resolviendo el sistema se tiene: x =y =0, es decir: p(0,0)
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fA(X,y) =-6x 4(0,0) =0
4 (X,7)=2(«-X) 4 (0,0)=2a
fUx,y) =-2y 4(°°)=0

A=4 (0,004 (0,0)-(4 (0,0))2=0, luego el punto p(0,0) es un punto de

retroceso.

(x2+.y2)2=2a2(x2-y2) (Lemniscata)
Desarrollo

Sea / (X,j) =(x2+y2)2-a2(x2-y2), dedonde

fi(x,y) =4x(x2+y2)-2a2x, fL(Xx,y) =4y(x2 +y2)+2ay

f(x,y) =(x2+y2)2-a2(x2-y2)=0
fi(xy)=4x(x2+ 2)- 2ax =0
fy(*,y) =4y(x2+y2)+2a2y =0

ahora formamos el sistema

resolviendo el sistema se tiene: x =y =0 es decir p(0,0)

fif(x,y) =12x2+4y - 2a 4 (0,0)=-2a2
4(x,v) =4x2+12v2+2a2 4 (0,0)=2a2
fuy{x,y) = 8xy 4 (0,00=0

A=4(0,0)_4(0,0)-(4(0,0))2=-4a4<0 entonces el punto p(0,0) es un

punto crunadal.
(a+x)jy2=(a- x)x3 (Estrofoide)

Desarrollo
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Sea / (x,y) =(a+x)y2- (a- x)x3 de donde se tiene:
fi(*y)=y2-lax2+4x3, fi(x,y) =2y(a+x)

I (xy) =(@a+x)y2- (a-x)x2=0
fi(*y)=y2-3ax2+4x3=0
fl(x,y) =2y{fa+x) =0

ahora formando el sistema se tiene:

resolviendo el sistema se tiene x =y =0 es decir p(0,0)

fixi.x,y) = - 6ax +\2x2 4 (0,0)=0

fyy(x,y) =2(a+x) 4 (0,0)=2a

fi(x,y) =2y 14 0,0=0

EI;X_(JM (0,0)-(4(0,0))’\2 entonces el punto p(0,0) es un punto
crunadal

(x2+ypR)(x- a)¢ =b2x2 (a<0,b<0) (concoide) examinar tres casos:

1) a>b 2) a=b 3)ac<b

Desarrollo
2062

Sea / (X,y) =(X2+y2)(x- a)2- b2x2 de donde:
(X, y) =2x(x- a)2+2(x2+y2)(x- a)- 2b2x, f'(x,y) =2y(x-a)2
ahora formando el sistema de ecuaciones:

f(x,y) =xx2+y2)(x- a)2- b2x2=0
fi(x,y)=2x(x-a)2+2(x2+y2)(x-a)- 2b2x=0
fi(x,y) =2y(x-a)2=0
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resolviendo el sistema se tiene x=y =0
fux(Xy) = 2(x- a)2 +4x(x - a) +4x(x-a) +2(x2+y2)- 2b2
4 (X,y) =2(x-a)2+8x(x-a)+2(x2+y2)- 2b2 => 4(0,0) =2a2-2Z>%

4 (x,")=2(x-a)2 = 4 (0,0)=2a2

fxy(x,y) =4y(x-a) => 4(0,0) =0

A=4 (0,0).4 (0,0)- (4 (0,0)2=(2a2- 2;2)2a2- 0

A=4a2(a2-;>2)
1) Si a>b setiene A>0 entonces p(0,0) es un punto aislado.

2) para a=b setiene A=0 entonces p(0,0) es un punto de retroceso de
Ira especie.

3) Para a<b setiene A<O0 entonces p(0,0) es un punto crumadol.

Determinar como varia el cardcter del punto singular de la curva
y =(x- a)(x- b)(x- c) en dependencia de los valores de a, byc(a<b<c
son reales).

Desarrollo

Sea f (x,y) =y2- (x-a)(x-b)(x-c) dedonde
fx(x,y) =-3x2+2(a+b+c)x+a+b-ab , fy(x,y) =2y

ahora formando el sistema de ecuaciones se tiene:
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f(x,y) =y2- (x- a)(x- b)(x-¢c)=0
fi(x,y) =-hx2+2(a+b+c)x+a+b-ab =0
fi(x,y)=2y=0

resolviendo el sistema se tiene: x=a, x=hb,x=¢, y=0

xx(x,y) =-6x +2(a+ b+c)
K(x,y) =2

fE(x,y) =0

A= fix(x, y)-fw(Xy) - (/" (x,y))2

sia,by cno son iguales entre si, entonces no haypunto singular
Si a=b <c, el punto p(a,0) es un punto aislado

Si a<b =g, el punto p(b,0) es un punto crunodal

Sia=b =g el punto p(c,0) es un punto de retrocesode Iraespecie.
ENVOLVENTE.-

Ira. DEFINICION DE LA ENVOLVENTE.-

Envolvente de una familia de curvas se llama a la curva (o el conjunto de j
curvas) tangentes a todas las lineas de dicha familia, ademés cada uno de sus
puntos tiene contacto con alguna de las lineas de la familia que se examinara, i

2do. ECUACION DE LA ENVOLVENTE.-
Si una familia de curvas dependientes de un pardmetro variable a.

f(x,y,a)=0
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2064

tiene envolvente, las ecuaciones paramétricas de esta se determinan por medio
del sistema de ecuaciones:

f(x,y,a) =0
Loya) e
fa(x,y,a) =0

Eliminando el parametro a del sistema (1), obtendremos una ecuacion de la
forma:

D(xy) =0 )

Debe advertirse, que la curva (2), obtenida formalmente llamada curva
discriminante, ademas de la envolvente, si esta existe, puede contener lugares
geométricos de puntos singulares de la familia dada, que no forme parte de la
envolvente de la misma al resolver los problemas de este parrafo se recomienda
hacer el gréfico.

Hallar la envolvente de la familia de circunferencias (x - a)y+c))/ d_
Desarrollo
Sea f(x,y,a) =(x-a)2+y2-~- (D

De donde f~(x,y,a) =-2(x-a)-a =0 => x=~
Reemplazando en (1) se tiene y = + X
Hallar la envolvente de la familia de rectas y = kx+-2? (k es un parametro,

p = constante)
Desarrollo
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f(x,y,k) =y-kx-— =0 .. 0)
Sea dK
fk(x,y,k) =-x+~-=0 - (2)
2k2

De (2) se tiene k = :rJlZ— reemplazando en (1)
X

y =%(2/7x)2 <> y2=2px

Hallar la envolvente de la familia de circunferencias de radios iguales a R,
Cuyos centros se encuentra en el eje OX.

Desarrollo
La ecuacion de la circunferencia de centro en el eje OX es:
(x- h)24y2=R2 de donde:

if(x,y,h) =(x-h)2+y2-R2=0
\f'ix,y,h) =-2(x-h) =0 ...(2)

De la ecuacion (2) se tiene x = h y que al reemplazar en la ecuacion (2) se

tiene y=1 R

Hallar la curva que envuelve a un segmento de longitud 1, cuando sus extremos
reshalan por los ejes de coordenadas.

Desarrollo
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11 21
de donde a=x+x3y2 ademas b=y +x3y3

2 2

como a2+b2=12 X3+y3=1

Hallar la envolvente de la familia de rectas que forman con los ejes
coordenados triangulos de area constante s.

Desarrollo

., X
La ecuacion de la recta es —+3t/)—: 1,
a

como datos del problema se tiene:

S= Nrea” trranSul®) de donde

2S L
b =—, reemplazando en la ecuacion
a
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RPN (D)

que es lomimo 2Sx+a2y - 2aS=0
sea f(x,y,z) =a2y +2Sx-2aS de donde
fa (*>y>a) = 2ay - 2S, ahora formando el sistema de ecuaciones se tiene:

/(x,y,0) =a2y +2Sx- 2aS =0 S
= a=—
[fa(x,y,a) =2ay-2S =0
que al reemplazar en (1) se tiene: r +2—S = 1 de donde

Xy = —
y2

Hallar la envolvente de las elipses de areas constante s, cuyos ejes de simetria

coinciden.
Desarrollo
La ecuacion de la elipse es: X2,¥2_, .. (a)
a2 b2
ademas el area de la elipse es: S=Thab => h2 =
ta
reemplazando en la ecuacion (a) se tiene: x2§2 +y2|cra4 - 282 (D)

(f(x,y,a) =x2S2+y2xa4- a2S2=0
Ifa (x’y>a) = 4a3Try2 - 2aS2=0

ahora consideramos la funcion

reemplazando en la ecuacidn (1) se tiene: xy =+—

de donde a2- ~
2k y 2n
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Averiguar el caracter de las curvas discriminantes de la familia de curvas

siguientes (c es el parametro)

a) y=(x- c)3 (pardbola clbica)

Desarrollo
Sea f(x,y,c) =y-(x-c)3, dedonde

fc(x,y, c) = 3(x- c)2 ahora formando el sistema

\f(x,y,c) =j-(x-¢c)3=0 0)
{/m(x,y,c)=3(x- c)2=0 - (2)
de la ecuacion (2) se tiene:

X=cC
al reemplazar en la ecuacion (1) se tiene y = 0 por lo tanto la curva
discriminante y = 0 es el lugar geométrico de los puntos de inflexiény la
envolvente de la familia dada.

b) y2=(x-c)3 (pardbolas semi clbicas)

Desarrollo
Sea / (X,y,c)=y2- (x-c)3 dedonde fc "(y,c) =3(x-c)2
Ahora formamos el sistema siguiente

\f(x,y,c) =y2-(x-c) =0
\fc(x,y>c) =3(x-c)2=0 . (2)

de la ecuacion (2) se tiene x = c que al reemplazar en (1) se tiene y =0,
luego la curva discriminante y = 0 es el lugar geométrico de los puntos
cuspidolas y la envolvente de la familia.
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>3fe (x- c)2 (parébola de Nail)
(oitemfnsg b 83 0) eainsiugh.
Desarrollo
(Boidivj filodihfig) (0- x)=\ (e

Sea f(x,y,c) =y3-(x-c)2 dedonde fj. (X,y,c)=2(x- c)
ollonaasO

Ahora formando el sistema se tiene:

obnob b <'(0~x)- = (?e%<x)\

il(x,>,c)=>3-(x-c)2=0 ; (1)
1/ amatete b obnBirrtol fnodB ‘'(¢:>.-x)f. - lo/i x).A
[/oW ,c) =2(x-c) =0 (2
0= "()--x)-7= (i.7,v.)\]
de la ecuacion (2) se tiene x = ¢ qué al reemplazar en (1) se tiene y =0
por lo tanto la curva discriminante y = 0 es el lugar geométrico de los

puntos cuspidales pero que no es de la envolvente.

(a+x)(y-c) =x (a-x) (estrofoide)

Desarrollo

Sea f(x,y,c) =(a+xXy-c)l-x2(a-x) dedonde

fe (x,y,c) =-2(a+x)(y-.c), ahoraformamos el sistema

f(x,y.c) =(@+x)(y-c) -x (a-x) =0 - (D
fd(x,y,c) =-2(a+x)(y-c)*0 ...(2)
(). 0= ~(>x)i~"66 X) Aj
de la ecuacion (2) se tiene y = ¢, que al reemplazar en la ecuacion (1) se
tiene x =0, x - a, luego la curva discriminante se descompone en las
rectas x = 0 (que es él lugar geométrico de los puntos crondales) y x = a

(que es la envolvente). ee  3lioTr f '
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2070  La ecuacion de la trayectoria que sigue un proyectil lanzado desde el punto O,
con la velocidad inicial W0 y formando un angulo a con la horizontal

(prescindiendo de la resistencia del aire), es y =xtga—— -— tomando
2V0 eos a

el angulo a como parametro, hallar la envolvente de todas las trayectorias del
proyectil situados en un mismo plano vertical (paradbola de seguridad) ver

figura.

Sea f(x,y,a) =y-xtga +— f X - -, dedonde
2V0 cos a

at$— 9ahora formando el sistema se tiene:

Vo

fa(x,y,a) =-xsec2a +
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. . V2
de la ecuacion (1) se tiene: tga =— que al reemplazar en (1)

gx
y=XSa— S¢ Ny, YL-B*2
2F® cos2a 'Zg 2\‘]

LONGITUD DE UN ARCO DE UNA CURVA EN EL
ESPACIO.-

La diferencial del arco de una curva en el espacio en coordenadas cartesianas
rectangulares es: dS = *J(dx)2 +(dy)2 +{dz)2 desde x,y,z son las

coordenadas variables del punto de la curva.

Si X =x(t), Y=y(), Z=2z(t) son las ecuaciones paramétricas de la curva en
el espacio, la longitud en el intervalo comprendido entre t= y t=12 sera:

Hallar la longitud de los arcos de las curvas que se dan en los problemas 2071
-2076

2
X=ty-t2, z—;s desde t=0 hasta t=2.

Desarrollo
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+4i2+4f4dt

—

= V(1 +2r 2i/;= 1 @+2t2)dt =(/ +7-)/N =2+y =y

2072 x=2e0st y=2sent, Z:Et desde t=0 hasta t=tw
Desarrollo

9( =-2sent
dt
gy

A= 2e0st
y - 2sent = 2 cost
31 dz 3
n dt
+9

2073 Xx=eteos/,y =e*sent, z =e desdet=0 hasta el valor arbitrario de t.

Desarrollo
X = et(cost - sent)
X-e eos/ dt
y - ¢sent % :et(sent+cost)
Z-¢€ dz _ t

~dt~e
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dt dt

=yjeX(eost- sent) +e(sent+eost)2 +e2xdt = e v3dt=V3(e*~1)

y:x_zz , Z:_xg desde x =0 hasta x=16

Desarrollo
dy
— =X
y=- dx
dz X

- f

fv (1+T YHA=J/1+T ) =(x+y )/o =6+36 =42

x2 =3y, 2xy =9z desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto M(3,3,2).

Desarrollo

Parametrizando la curva se tiene:

V2 fdy _ 2x
=T
b =3% =>. S dx 3
[2xy = 9z o fc 2x2
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_ |,1+-|Wfo¥\f)<é¥:(’\+ A)/]:(3+2)- 0=5

7= areseni-#) , 2= Iln(-"-’\) desde 0(0,0,0) hastael punto M (*,y0>")
a-x

Desarrollo
dy _ a
y —aresen- d*yjaz - a2
a ,a+Xx
N= ,n( ______ )
a—x dx 2(a2- a2)
1 —_ f~T.?
HN B 0 2abh)? &

— * N/ * =%y i) = A+ A
_)I(D(i+2(£?2912) <fB:[ +£0 a-x)I//O - .|.4n( )= A

La posicion de un punto en cualquier instante t (t > 0) se determina para las

ecuaciones x =2t,y =1Int, z=r . Hallar la velocidad media del movimiento
entre los instantes t= 1y t= 10.

-

dt
Zo91
dt

Desarrollo

t
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)
5= 1i4+J +4c2dt= f )j@t+J J2dr= { Qt+-)dt=(tl +\nf)j

= (100+In10)-(1 +0) = 99+ Inl0

FUNCION VECTORIAL DE UN ARGUMENTO ESCALAR .-

Im. OER1VADA DE UNA FUNCION VECTORIAL DETTfTXRUUMENTU
ESCALAR.

La funcion vectorial a = a(t) puede determinarse dando las tres funciones

escalares ax(t), ay(t) y az(t) de sus proyecciones sobre los ejes de
coordenadas:

a=ajj) i+tayft) j+az(t) k

La derivada de la funcion vectorial a - a(t) con respecto al argumento escalar

t es una nueva funcion vectorial determinada por la igualdad.

—1 = lim I+Af)~a(f) ¢kfcH 7, , d3zU) 2-
df a0 At di <" dt J dt

El modulo de la derivada de la funcién vectorial es igual a:

da A(02, AW 2+
~dt dt dt dt

El extremo del radio variable r = r (t) describe en el espacio una curva.

r =At) i+ X0 j+ KOk
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-
Que recibe el nombre de hadografo del vector r .

—
La derivada representa de por si un vector, tangente al hodografo en el
dt
punto correspondiente.
N
idjL |=— donde s es la longitud del arco del hodografo, tomada desde cierto
dt dt’
—
punto inicial. En particular | =1
N
Si el pardmetro y es el tiempo, =V es el vector de la velocidad del
= >

extremo del vector 7 ,y = es el vector de la aceleraciéon de
dicho extremo.

2do. REGLAS PRINCIPALES PARA LA DERIVACION DE FUNCIONES
VECTORIALES DE UN ARGUMENTO ESCALAR-

Q _d(3+|7?_cY:_da+-d_b-d_e
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©  =hixb)= 9%b+ax
dt dt dt

® d da dg¢
de " '" dt dt

2078  Demostrar que la funcién vectorial r-rx=(r2-rxt donde tj, r2 son los

radios vectores de dos puntos dados, es la ecuacion de una recta.

Desarrollo

Consideremos r=xi+yj+zk
li= [+Jiy+~ ¢
R=Xi+T72y+ 2k

como r-ij =(r2- /i) ¢, setiene:

(-A) [+ (7-")j+ (z-3)k=((" - ) i+(y2- X)j+ (- 3) k)t

t—__)f____2<'_

X2 -
X-Xj = (x2-xi)t A
y-y =iyi-y)t ]
z-2i=(z1-zj)t y>-Ji
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de donde se tiene:

=- — = que es la ecuacion de una recta
X2-xi y2-y{ z2-z,

Determinar, que lineas son los hodrografos de las siguientes funciones

vectoriales.
a) r=at+c b) r =aeos/+bsent
c) r-at2+ bt d) r =acosht+bsenht

—- = — . .
donde a, b yc son vectores constantes, al mismo  tiempo los vectores a y
_» . .
b son perpendiculares entre si.

Desarrollo

a) Setiene r=at+c donde r=xi+yj+zk
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de donde se tiene; —— = --———= —— que es la ecuacion de una
ax av a,
recta.
> = -
b) r - aeost+b sent ees()

multiplicando por a a la ecuacién (1)

= =N —>—> = =
r.a =\a\~ cosi, a.b =0 porque a +

r.a=\Va rzeOS/ = eost=--%

multiplicando por b a la ecuacién (1)

r.b=|b Izsent => se«t—

se«2t+ eos / :2(—5)'b+'%—ﬂc) :'21, (;ue representa a una elipse
\b\2 la 2

AN
c) r- at2+bt multiplicando por a y b
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A
------ representa a una parabofa

d) r - acosh/+bsenkt, multiplicando por a y b

cosh/= ------
r.aawcosh/ ai2
senht =
(_Liii )2~ 2 i .qglkeslaecuacion de una hipérbola.

al2 ibR

2080  Hallar la derivada de la funcion vectorial a(t) = a(t)M°(t) 'donde a(/) es una
N

funcion escalar, mientras que tf°(/) es un vector unidad, en los casos en que el

vector a(t) varia.

1) Solamente en longitud 2) Solamente en direccién
3) En longitud y direccién (caso general)
Esclarecer el sentido geométrico de los resultados obtenidos

Desarrollo

Como a(t) = a(t).a°(t) se tiene:
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2) -alLa
dt

ot (varia la direccion y sentido).

3 S20=230afta(iyd2 ©

Aplicando las reglas para la derivacion de funciones vectoriales de un
argumento escalar, deducir la formula para la derivacién del producto mixto de

tres funciones vectoriales a, b, ¢

Desarrollo

El producto mixto de a,b y c es a.(bxc)

d > > > 7 y oz

.—A(a..(ixc)) :m byb2

desarrollando se obtiene:

cy Cz

2 da > db dc
b =— Xc)+ !
& ( §x) A dt

Hallar la derivada, con respecto al pardmetro t, del volumen del paralelepipedo

> = > -»
construido sobre los tres vectores: a(t) = i+tj+t Kk

-» ->-% -*

b(t) =2ti-j+t k
c(t)y=— i+t j+k

Desarrollo

El volumen del paralelepipedo = a.(b x ¢)

Funciones de Varias Variables 253
1
d J . . .
—(a.(bxc)=— 2/ -i rj =—(l4+2t2+1) =4i3+4/ =4i(r +1)
dt dt 7 dt
-r 3 i
2083  Laecuacién de un movimiento es r =3cosi i +4sentj , donde t es el tiempo.

2084

Determinar la proyeccidn de este movimiento, la velocidad y aceleracion del
mismo. Construir la trayectoria del movimiento y los vectores de la velocidad y

L . n T
de la aceleracion para los instantes t=0, t=~ Y
Desarrollo
- . dr . ..
r =3cosi i+4sentj it =-3sent i+4cosij
g2 L = _3cosi i—dsent i
dt2
S —»
t= 0, V:dr_ d2r:_3
ili dt2
>
Mmoo d-r 3yi2 i+4-JI"\ d2~+ 372 4n2t
—47 Yt 2 2 dt2
>
- 0 21
S v Sy L a=#" =-4
z dt

La ecuacién de un movimiento es: r =2cosi i +2seni j+3t k . Determinar la

trayectoria, velocidad y aceleracion de este movimiento (A qué son iguales la
magnitud de la velocidad y aceleracion y cuales son sus direcciones en los
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Desarrollo

- - > >
r

Como = 2cosi i +2sent j+3t k

dy > :
-a-f-:-Zseﬂt i+2eostj+3k=v

d2r . .
=-2e0sti-2senti-w

dt2

para t=0, setiene v=2j+3k, w=-2i

n 3 >
/:2—,setiene v=-2 [+3A, w=-27j
ademas Vt, |Ath|:Vb, -A-A_ =

2085  La ecuacion de un movimiento es: r - eosoreos wti +senteos  wt j + senwt

donde a y w son constantes y t es el tiempo. Determinar la trayectoria, la
magnitud y la direccion de la velocidad y la aceleracion del movimiento.

Desarrollo

— — — —
r =eosaeoswt i +sena eoswt j +senwt k

dr . . ->
d: -wcosasenwt i - wsenasenwt i+wcoswtk => |--—— Ew
t

d I ——w eos« eosWt i-w 2senaeosw’tj w senwtﬁ T \=w
dt2 dt2
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2086  La ecuacién del movimiento de un proyectil (prescindiendo de la resistencia

- > m2 = -
del aire) es: r =r0t~”"~k > donde r0=(Kox+ +Foz) es la velocidad

inicial. Hallar la velocidad y la aceleracion en cualquier instante.

Desarrollo

gt b= d_r
¢ dt

Luego v=jv¢+v*+(vm-gt)2

2087  Demostrar, que si un punto se mueve por la pardbola y - Ea , Z =0 de tal
forma, que la proyeccion de la velocidad sobre el eje OX se mantiene constante
(% = constante), la aceleracidn también se mantiene constante.
Desarrollo

y2 , dXu= AA
Como y =— , z~ 0 ademas 5 = VX ; \WX\-VX= constante
a y

A A -, i -
————— L=Wx, |w*|= wY=0 en este caso la aceleracion se mantiene constante

sobre la proyeccién OX, ahora consideremos r un vector de posicion
—» —- —

r=xi+yj

R S dr 22T T

r=xi j = —=1+—=J=W
dt a
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a
Luego se mantiene constante para cualquier valor de t.

Un punto situado en la rosca del tomillo, que se enrosca en una viga, describe
una hélice circular x =aeos 0, y=asen 0, z=h0 donde 0 es el angulo de
giro ddl tornillo, a, el radio del tomillo y h la elevacién correspondiente al giro
de un radiante. Determinar la velocidad del movimiento del punto.

Desarrollo

Consideremos el vector de posicion r=xi+yj+zk ycomo x =a eos 0,
A —»> = =
y=asen0, z=hO entonces r =aeosO i+asen6 j +h6 k de donde

dr dr do do
it 46 ={-asen6 i +aco$0 j+hk)w donde _dt: w (velocidad

de rotacion del tomillo)

—

_dr . >
Luego se tiene: —a—t—: (-asen0 i+aeos0j +hk)w

| |= wyja2+h2
dt

Hallar la velocidad de un punto de la circunferencia de una rueda, de radio a,
que gira con una velocidad angular constante w, de tal forma, que su centro, al
ocurrir esto, se desplaza en linea recta con una velocidad constante \0.

Desarrollo

Consideremos el vector de posicion de la trayectoria
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s —»> £ A
r=xi+yj => r=aeoswti+asenwtj
-
dr = > .
Y, d = - = -awsen wt i +aweoswt j , donde Fv=awsenwt , W =awcos
t

como la circunferencia se desplaza con una velocidad horizontal i V0
la velocidad final es V : V = (M0- awsenwt) i + awcoswt j de donde
F =|F=yd(W0- awsen wt)2 + (awcoswt)2
V =l V|- "M fa2w2-2awV0senwt

TRIEDRO INTRINSECO DE UNA CURVA EN EL
ESPACIO.- _

En todo punto M(x,y,z) que no sea singular, de una curva en el espacio

JAN
L >
r =r(0, se puede construir un triedro intrinseco formado por tres planos

perpendiculares entre si. Ver figura.
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] A dr
1) El plano osculador M\ij M2, en el que estan situados los vectores — - y

d27
dt2

2)  El plano normal MM2M3, perpendicular al vector%—t[ y

3)  El plano rectificante MMM 3, perpendicular a los dos planos primeros.
Las intersecciones de estos tres planos forman tres rectas:

i) latangente MMX ii) Lanormal principal MM2
iii) labinormal A/M3

que se determinan respectivamente por los vectores

> dr
T= it (vector de la tangente)

-

>

B - dr cd—27— (vector de la binormal)
at  dr
> >

3) N =BxT (Vector de la normal principal)

a > A > -
. T B > N
Los correspondientes vectores unitarios T , B= , N =

\T\ W Y|

A= A &r A A A
= qr = jo - =

Se pueden calcular por las formulas T = Y N- , B=TxN

]
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2090

Si X, Y, Z, son las coordenadas variables del punto de la tangente, las
ecuaciones de dichas tangentes en el punto M(x,y,z) tendran la forma.

()

partiendo de la condicion de perpendicularidad de la recta y el plano,
obtenemos la ecuacién del plano normal.

TX(X-X)+T (Y-y)+Tz(Z-2) =0 . (2)

sustituyendo en las ecuaciones (1) y (2)

Tx,Ty, Tz por Bx,By,Bz y Nx, Ny, Nz obtenemos las ecuaciones de las

rectas binormal y normal principal y respectivamente, de los planos osculador
y rectificante.

Si la curva en el espacio se da como la interseccion de dos superficies
dr d r

F(x,y,z) = 0, G(x,y,z) = 0 en lugar de los vectores T y —d~ se puede
r

tomar los vectores d r = (dx,dy,dz) y d2r -(d2x,d2y,d”z), pudiéndose

considerar una de las variables x,y,z como independiente y suponer su segunda
diferencial es iguala cero.

A A A
Hallar los vectores unitarios principales T ,B ,N de lacurva x=1- eost, y=
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Desarrollo

Sea r(t) =(l-cost,sent,t) entonces

d2r
=—- ={sent,eo0s/,1), — —=(eost,-sent,0
" { il o ( )

para =D g =(1,0,1)" gt1

dedonde ? =(10,) = f =L =(J 0-F)
V2

iy i
> >
- y> gk
Bl—%;:-xdyr: 1 0 1:(L0'1)
0 - 0
5= — =

=(-L,o,—L)=iz*.
2] V2 n2 V2

a J k
N=BxT= 1 0 - =(0,-2,0)
1 0 1

Eduardo Espinoza Ramos
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2091  Hallar los vectores unitarios de la tangente y normal principal de la espiral
= - = >

conica r(t) =e*(cost i +sentj+ k) en un punto arbitrario. Determinar los

angulos que forman estas rectas con el eje OZ.

Desarrollo
' =et(cost - sent) i +e*(cost +sent) j +e k
d2r

-2e‘senti+lelcostj+e*k
dt2

j k
g*(cost-sent) e~(cost+sent) e

dt  dt2
—2elsent 2" cost e*

B =e2(sent- cost) i- elt(sent+cost) j +2e?fl k

N =BxT e2t(sent-cost)

-e2t(sent +cost) le2

e*(cost - sent) e (cost +sent) el

N =-3e (sent+cost) i- 3e I(sent- cost) j

_dr
dt

T \T\=e'j3

T cost-sent”™ cost+sent?. 1 7?
T=— = i+ = +

T ~TK
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n
eos<(T,0Z)=~~ <(T,02) "6

cos<(N,0Z) =0 <(N,0z) = )

A A A
Hallar los vectores unitarios principales T,B ,N de lacurva y =x ,z = 2X

en el punto x =2,

Sea r =(x,x ,2x) de donde _da_r__: (1,2x,2), =(0,2,0) para x=2
X Xz

|7 |=VI + 16+ 4=V 2|

dr
como — =(1,4,2), ——=(0,2,0
o ( ) 0o ( )

v21'v21 V2

O = -

N -

o N X
I

N=BxT=-4 0 2 =(-8,10,-16)

a # 10
N=— =(- , , L 6 4 . .5 .

IAM 2dT(5 ' 2dT(5 * 2VI05 VTO5 "VIO5 * V105
Dada la hélice circular x = aeost, y=asent, z=Dbt escribir las ecuaciones
de las rectas que forman las aristas del tetraedro intrinseco en un punto
arbitrario de dicha linea. Determinar los cosenos directores de la tangente y de
la normal principal.

Desarrollo

—

Sea r(t) = (aeost,asent,bt), derivando
dr
T:—a—t—:(-asent,acost,b) T\=4a2+b2

de donde :-I--(’— asent ,_,rgg\ozst:, b
4a2+b2 'Ja +b2 Ja2+b2

d2r
X (-aeost,-0 sent,0), ahora calculamos

i i k
dr d r i}
B=-—x- -asent aeost b =(absent,-abcost,a”)
dt dr
-acost -asent 0
B = (absent,-abcost,a2) = |&E|= +b2
~ B absent abcosi a2 A

[™] a-Ja2 +b2a4 a2 +b2 ad4a2+hb2
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T - .
La recta normal principal se tiene:

Eduardo Espinoza Ramos
B~( ~Sent ~bcost b »
\ja2 +b2 yja2 +b2 Ja2+b2
Ecd -»
_A AN J k
N =BxT = absent -abcost a2 ={-(ab2+063)cost,~(ab¢ +al)se«i,0)
-asent acost b

N = (ab2 +a3)\jcos2t +serCt = <z(¢r +b2)

Q-: —T|\o/ = (- cos/,-se«t,0)
1AM

Luego la ecuacion de la recta tangente que pasa por el punto

X_"cos¢_  ~«se«i _z- bt
-a sent acost b

(acost asent, bt) es:

X-a cost _y-asent z-bt

La recta binomial es:
bsent -b cost a

X-acosi y-asent z-bt

cost senta
Los coseno directores son:
-ﬁent acosi b
cosa = - ., cosp = m..... , cos/ =
2+b2 \[a 2+b2

Y los cosenos directores de normal principal son: cosax—cosi,

cosx=sent, cosyx=0
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2094

2095

Escribir las ecuaciones de los planos que forman el tetraedro intrinseco de la
curva x=t, y=i2,z=V enelpunto M(24,8).

Desarrollo

Sea r(t) =(i,i2,i3), de donde se tiene:

«(1,2i531 ) d . (1412)
|
para t =2
421 0,2,6/) ~=(0,2.12)
dt
» > =
i 3 k
B_4r,92T 9 4 1 -(24-122)
d dr
0 2 12

La ecuacion de la tangente en el punto M(2,4,8) se tiene:

v -4

La ecuacion del piano osculador es:

24(x - 2)- 12(y- 4) +2(z- 8)=0 dedonde 12x- 6y +z- 8=0

La ecuacion del plano normal es:  I(x - 2) +4(y - 4) + 12(z- 8) =0
X+4y+ 12z -114 =0

Escribir las ecuaciones de los planos que forman el tetraedro intrinseco de la

curva X2+y2+z2=6, x2- y“+z2=4 en el punto M(1,1,2)

Desarrollo
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for+y 422 =

=6
C:< paramétrizando la curva se tiene:
x -y fz —4

sumando las dos ecuaciones se tiene:
2x”-f2r2=10 => x2+z2=5 => z=4s5--x2 ademéds y2-1 => y=|
Sea r(t) = para t= 1 se tiene:
=(i,0,-==) = 7xi)=(i,0,-])
V5-1 2
la ecuacion del plano normal es:

I(X—)—0(>"- ) -~(z-2)=0 dedonde 2x-z=0

70=(0,--==) = T70=(0—-—) = 70)=00-5

B=r\l)xr\l): 1 0 -

La ecuacion del plano osculador es: 0(x-1) +§(y -1y+0(z- 2) =0

de donde setiene: y- 1=0
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N-BxT= =(- ,o,--g):-E(lO,Z)

16

La ecuacion del plano rectificante es: 1(x- 1)+ 0(y - 1) +2(z- 2) =0
2x+z-5=0

2096  Hallar las ecuaciones de la tangente, de la normal principal y de la binormal en

t4 t3

N t2
un punto arbitrario de la curva: y ~~ >z =~"""aMar ‘os Puntos en

que la tangente a esta curva es paralela al plano x + 3y +2z-10 =0
Desarrollo

-» 14 13 /- > >
Sea r(0=(-,y,y) = r\t)={t\t2,t)=T

(0 = (3r,2/,1)

B=r\t)x rf=t3 t2  =(-t2,2t3,-t4) =12(-12i,-12)

312 2i

— —>

i i k

N =BxT =-t2 213-t4 =(/6+2i4,/3-17,-t4- 2th)
t3 t2 t

= t3(t3+2t,\- t4, - t - 2t3)
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L. t4 t2
La ecuacion de la tangente que pasa por el punto M (--,‘T”? ,—) €s:

X - i_4 ____|_3 7 - 'E
4 y3 _ 2
12 i 1
14 r3 /2
X ----- y - Z---
La ecuacion de la binormal e s ; --——-—- 3
2t 12

La ecuacién de la normal princiﬂal es: —————4—j:----— e
F 2t+t4 1-t4

Si P x+3y+2z-10 =0 entonces

r\t)/1P <> ~r\t)J_iVv=(132) = r'(t).N=0
(1,3,2).(¢3,r ¢4)=0 = 3+3;2+2i=0

t(t« +3/+2) —0 t—0,t— Lt—2

para t=0,x=0,y=0,2z=0

I{ 1
St-4> - 3% z-2

t=-2, x=4, v=—/ 22

Hallar las ecuaciones de la tangente, del plano osculador, de la normal
L. . . t2
principal y de la binomial de lacurva x =ty =-t, z=— enel punto t=2.

Calcular los cosenos directores de la binomial en este punto.
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Desarrollo

Sea r(t)=(/,-/,—) = r10=(,-1,0

~r'(t) = (0,0,1)

para t=2, r =(1,-1,2), 7\2) =(0,0,)

> > >

> = - i J k
£=rxrt) = -1 2 =(-1-10)
0 0 1
-
> = = i J k
N=BxT=-1 -1 0=(222)=2(-
1 -1 2

para t=2 setiene x=z=2, y=-2, P(2,-2,2)

X-2 +2 z-2
La recta tangente: -y

1 -1 2
Recta normal es: * 2 Y *?2 2°2
-1 -1
B= B -i-]
1B

el plano osculadores: 1(x- 2)+ I(y +2)+0(z- 2)=0 A x+y=0

Los cosenos directores de la binomial es: eos« = —=, eosfi =—=,eosy=0
V2 v2
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Escribir las ecuaciones de la tangente y del plano osculador a las curvas

siguientes.

b)

a)

x = R cost, y=Rsentcost, z=Rsent, cuando /—%

z=x2+y2, x=y enel punto (1,1,2)

x1l+y2+z22=25, x+z=5 enelpunto (2,2a/3,3)

Desarrollo

Sea r(t) =(Reos2/,Rsenteost,Rsent)
r{r) = (-R sen 2t,Rcos2t,R cost)

r\t) =(-2/?eo0s21,-2R sen2t,  se«y)

para t-7r x-R y-R z—R
4 ' 2" 7T 2 V2
ra A

2 y~2 72

La recta tangente es:
0 -N2

N

R | /
La ecuacion del plano normal es: 2(x----)+0 (v V 2 ((z --y=r)=f0

es decir: yj2x-z=0
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b)

c)
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Z=X2+y2,y=x => z=2x2. Sea r(t)=(t,t,2t2)

Calculando t=? setiene (t,t,2t2)=(412) => t=1

r'(0 = (U 41) r\1) = (1,1,4)

para t=1

r(t) = (0,0,4) >1(1) = (0,0,4)

x—4 y-1 z-2
la recta tangente es: 1 4

La ecuacion del plano normal es: 1(x- 1)+ 1(y- 1)+4(z- 2)=0
A\ X+y+4z-10=0

X2+y2+z2=25,x +z=5 #> z=5-X

X2+y2+(5-xX)z2=25 => 2x¢+y¢ =\0xX

=V I0x-2x2 dedonde r(i)=(t,ViOi- 2t2,5-t) para t=2

— — ;1) => 7(2)=(-L ,-D=_* (273,1,-273)
Viot - 2tz V3t 2v3

La recta de la tangente es: 2 y-2li3 23
2V3 1 -2V3

La ecuacion del plano normal:  2>/3(x- 2) +1(y - 2yj3)- 2\i3(z-3) =0

Es decir: 2yj3x+y - 2yj3z=0

2099  Hallar la ecuacién del plano normal a la curva z=x2+y2,y = x en el origen

de coordenadas.
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Desarrollo

_ilz:xz-yz

C parametnzando la curva se tiene:

y =X
y=X, Z=x2-x2=0 dedonde a(t) =(t,t,0), para t=¢0 se tiene:
a(t0) = (t0,t0,0) = (0,0,0) => H=0

rf(0=(110) = «'(0)=(i,i,0)

la ecuacion del plano normal es:  1(x- 0)+ I(y - 0)+0(z~0)=0

><+y:0

2100 Hallar la ecuacién del plano osculador a la curva x=el, y =e-/, z=4It en

el punto t=0.
Desarrollo
Sea r(t) =(e‘,e-"yj2t)
7\t) = (e* -e~1J 2) r0)=(,-1,v2)
7"(0 = («',«"",0) 77°0) =(110)
i J Kk
B=r@xr'@®=1 -1 v2=(-72,72,2)
1 1 0

La ecuacion del plano normal es: -V 2(x-1) +V2(_y-1) +2(z-0) =0

yflx - sj2y - 2z =0
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2101

Hallar las ecuaciones de los planos osculador a las curvas:

a) X2+y2+z2=9,x2+y2=3 enelpunto (2,1,2)

Desarrollo
c: Jx2+y2+z} =9 \y =yjx2-3
[x2-y2=3m (z = V12- 2x2

Sea 7(i) =(i,7/2-3,VIT-2i2), t=2

_2i
rko = (I, ! )
Vi2-3 'VI12-2/2 r')=(12,-2)
o 3 24
(/) = (0, 3 3) 7*(2) = (0,-3,-3)
(i2-3)2 (12—=i2)2
o
O=r@xr): 1 2 (-12,3,-3)
0 -3

La ecuacion del plano osculador es: -12(x- 2) +3(y- 1)- 3(z- 2)=0
4x-y+z=9

b) x2=4y, x3=24z en el punto (6,9,9)

Desarrollo
2
jx =4
c: J y
x3= 24z B
24
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t2 i2
Sea r(t) =(t,—,—) donde t=6
(t) =( 2 24)

7N =(1,1j) P(6)=(1,3,]) =i(2,6,9)

rm=011) >(6)=01.1) =10.13)

i j k
B=r'()xr'®6)=2 6 9 =(9,-6,2)
0 13
La ecuacion del plano osculador es: 9(x- 6)- 6(y- 9) +2(z- 9)=0
* Ox- 6y +2z=18
C) X2+z2=a2, y2+z2=b2 en cualquier punto de la curva (x0,y0,z0)
Desarrollo

lie +2 =T  X=va2-z2
[/ + z 2=>2 L=Vd2-z2

Sea r(t)=(Va2~ 2\[t2-i2,/). i=20

1)
Va2-i2

,0)
(a2-12)2  (b2-12)2
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V(*2-'2)3

S l-[¢2(a2-t2)2,a2(b2-t2)\ - t3b2+Pa2)
(b-z2)(a2-t2)2

=-rL={b 2xl,a2yl,zI{-b2+a2))
V4>6

La ecuacion del plano osculador es:

22X (x-x0)+a2>"0>-j0)+z;H2+a2)(z-20)=0

62X0JC-a2Voy + (-;2+a2)zgz = ;2Xg+a2"g +Zq(-;)2+a?2)

= p2(*o —Zq) + a2(yE + z%) =a2b2(a2 +b2-4z0) + 2047

2102  Hallar las ecuaciones del plano osculador, de la normal principal y de la

binormal a la curva y2 =x, x2=z enel punto (1,1,1).

Desarrollo
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r\t) = (21,1,4r) r()- 2,1,4) = T(\)
r\t) = (2,0;12r) (1) = (2,0,12)
I j Kk
2 1 4=(12,-16,-2) =2(6,-8,-1)
2 012

La ecuacion del plano osculador es: 6(x- 1)- 8(y-1)-1(z-1) =0

6x -8y-z +3=0

N =BxT =(-31,-26,22) =-(31,26, - 22)
La ecuacion de la recta binormal que pasa por el punto (1,1,1) es:
x-1_y-\ _z-1

~~f~ ~ ~Ng~ ~ ~-]~

La ecuacion de la normal principal — = —— = —-
3 6-2

Hallar la ecuacién del plano osculador, de la normal principal y de la binormal
a la hélice conica x =teost, y=tsent, z=Dbt en el origen de coordenadas.
Hallar los vectores unitarios de la tangente, de la normal principal y de la
binormal en el origen de coordenadas.

Desarrollo

Sea r(t) = (tcost,tsent,bt) ent =0
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6.20.

r\t) = (eost- lsent,sen 14ieost,h) rm =(W ) =T()

r\t) =(-2sent- leost,2eosi- isen 0) r') = (0,2,0)
i
B=r\0)xr10)=1

ik
0 h =(~2b,0,2)=2(-b, 0,
0 20

La ecuacidn del plano osculador es: -b(x - 0) +0(y- 0)+ I(z- 0)=0

/. -bx+z=0
N
i ok
N=BxT=-b 0 1 ()<+10)
1 0 b

La ecuacion del plano rectificante que pasa por el punto (0,0,0) es:
0(x- 0)+ (b¢+1)(v- 0)f0(z- 0)- 0

y la ecuacion de la binormal (recta) es la interseccién de los planos normal y

. . \X+bz=0
recti ficante es decir: LB | 0
y =

CURVATURA DE FLEXION Y DE TORSION DE UNA
CURVA EN EL ESPACIO.-

ler. CURVATURA DE FLEXION.-

La curvatura de flexion de una curva es un punto M, es el ndmero
k - 7 :AIGITPOXS , donde (p es el angulo de giro de la tangente (angulo de

contingencia) en el segmento de curva MN y As, la longitud del arco de este
segmento de curva R se llama radio de curvatura de flexion.
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- -

Si la curva se da por la ecuacién r = r(s) donde s es la longitud de arco,
tendremos:

R ds

para el caso en que la curva se da en forma paramétrica general, tenemos:

2do. CURVATURA DE TORSION.-

Se entiende por curvatura de torsién de una cura en el punto M, él nimero

r=_1l=¥m-=L
p  AFGAs

donde 0 es el angulo de giro de la binormal (angulo de contingencia de la curva
M N. La magnitud p se llama radio de curvatura de la torsion.

Si r=r(s) setiene:

dr d~r d'r
1=+, ds dst ds3
ds NRY:
ds

donde el signo menos se toma cuando los vectores y Vv tienen la misma

ds
direccion, y el signo mas en el caso contrario.
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Si r = r(t) donde t es un parametro arbitrario se tendra:

dr d2r d3r

dt  dt2

3ra. FORMULA DE FRENET .-

Ei-LI L ds- v
d R dS R p ds p

2104  Demostrar, que si la curvatura de flexion es igual a cero en todos los puntos de
una linea, esta es una recta.
Desarrollo

Del triangulo BkL™ se tiene:

BK = BL\ + LXk donde Lk =t

—+
como la longitud del vector t es el mismo

entonces

|t |=] t+At| por lotanto él ABA™ es isdsceles y el angulo O es el vértice de

la tangente a la curva cuando pasa del punto A al punto B, como

. 0 . ..
k= lim |— | como 0 = 0, puesto que el angulo de rotacion se confunde con
A0 As

. 0
larecta. Luego se concluye: k= Ilim = &0
As—>0  AS
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2106
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Demostrar, que si la curvatura de torsion es igual a cero en todo los puntos de
una curva, esta es una curva plana.

Desarrollo

La demostracion es similar al ejercicio 2104, por lo tanto se deja como un
entrenamiento.

Demostrar, que la curva x =\+2{+2t2, y =2-2t +5t2, z=\-1t2 es plana,

hallar el plano en que se encuentra.

Desarrollo
X—1+ 3 + 22 -
Como vy =2-2t+5tl - (2)
z=1-12 . (3)
2X —2+ Ot + 4t
Eliminamos el parametro t, se tiene: 3y = 6- 6t+15t2
19z = 1919i2

sumando las tres ecuaciones tenemos 2x + 3y + 19z = 27, que es la ecuacion
del plano en donde se encuentra la curva.

Calcular la curvatura de las lineas
a) x=eost y=sent, z=cosht, cuando t=0

Desarrollo

Sea r(t) = (eost,sent, cosht), de donde
- ¥
r\t) = (-sent,eost,senht) r'(0) =(0,10)
—- —
r"(0 =(“cost,-sent,cosht) rr'0) =(-10,0
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i j k
rOxr©=0 1 0=(10)
-1 0 1

k_\r'(0)xrx0)\_ 1(1,0,1) 1

IPO)p ~I(0j,0) B~

b) x2-y2+z2=I, y2-2x+z=0 enelpunto (1,11)
Desarrollo
fx2—y2+z2=1 _ .
Sea C: < paramétrizando la curva se tiene:

[y2-2x+z=0

Al suma las dos ecuaciones se tiene: x2+z2-2x +z =1, completando

cuadrados se tiene: (X - 1)2+ (22+ z +4l) = 2+4i

N
{X-52+(Z+?)2 =% entonces X:I+Z’—e05t, z:_; i;sent

4
v=Ub+3cosM--L 3 sent = y=J 34+ 3cosi—3sent
22 V2 2

&a r(if= 1+ icosi,———l— ﬁ—sent,JP—rF cosi —3 se«i)
2 2 2 V2 2

3
6sent +9—cos/

3
r'(0 = sent, —cost, - ......... =
(0 = (—, sent, = )
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) 3 -
r\t) = (—cost,--sent,
2 2

sent
cost— —

, 2 ...

2 |5~ 3
J—+3cost - —sent
V2 2

n 3 3 Tt 33
1 J k
rX~=)xr(:) = -1 0o -2
Xr(s) = -1, A
0o -3 .3
2 2
t i7xfix7-xf)i iS Ui
k'<f)P 4
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' cost, ,'(sent+-—)

+ - r))
25 3 2
(_+30>/— sent)2
Z 2

Calcular las curvatura de flexion y de torsién de las siguientes curvas en

cualquier punto

a)jc=e*eos;, y =e'serct, z=¢*

Desarrollo

-
Sea r (i) = (eleost,e'sewt, el)

_»
r'(0 = (éfeost- e*sent,

r*'(t) = (-2 sent.e* 2eos ¢.e*,

t+e*eost,er)

)
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/ i k
r{0* r"(0 = € (cost - sent)
e*(-2 sent)

el(sent +cost) e

el(lcost) e
=eX(sew¢- cos -(cosi+sent),?2)

r(0=(-2" (sent+cos/), 2e (cost- sent),el)
el(cost - sent)

el(sent+cos/) €

r\t). r\t)x r'*(t) m -2sent.el 2cost.el el

-2el(sent +cost) 2el(cost - sent) el

cost- sent
=e -2 sent
-2 (sent + cost)

sent+cost 1
2 cost 1
cost-sent 1

P [ \Be*, Irt)x r'(t) |= Voe'

oI n\O)x ) [ 42e~1 =I:_r\t\ r\t)x r''() _ e~

|7'(0]3 3 [rV)xrV)|2
b) x=acosht, y=asenht, z=at (helice hiperbdlica)

Desarrollo

—=

-
r(¢) = (acosht,asenht,at) =

r (t) = (asenht,acosht,a)

r''(t) = (acosht,asenht,0) , r™(/)- (#senht,acoshi,0)

283
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> -» -
i i k

r\t)x r(t) = asenht acosh/ a =(-a2senht,a2cosht,-a2
(jcosh/ asenht 0

1r'(t) |= "Jiacosht, 1r'(0x7"(py=\I2a2cosh/1

asenht acosht a
r\t). r\t)x r''(t) = acosht asenht 0
asenht acosht 0
K- r\t)x r\t) \_ yj2a2cosht _ 1
| p 2yj2a3cosh3l la cosh2
AN (E)XT(E) a3 1
\r\t)xr\t)\z 2a4cosh2t 2acosh2t

2109  Hallar los radios vectores de curvatura de flexion y de torsion de las siguientes
lineas en un punto arbitrario (x,y,z)

a) x2=2ay, x3=6ax

Desarrollo
X2
X =2a =
C:\ }, - y=Ya
Ix3=6aZ —
6al
t2 .
Sea r(t) =(t, ,—"-), derivando

2a'6a

Funciones de Varias Variables

i k

r\t)x r\t) = 1 ’z_aéz(_Za
o | 4
a a

i2 i4 t2+2a2
r'O1=Jl+-r +
a2 4a2 2a2

> 2+2a2
NOXL) |= 25 2
2a

r\t)\3 (i2+2a2)2

nox 1 4 ’

b) x3=3/j20, 2xz=p2
Desarrollo
y~i?
2X

Sea r(O:(t,—t?’-,iz), derivando
3p2 21

L i)

a2’a

(i2+2a2)2
da

285
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Akt et - p;;@‘

i7U)x7"(0 R=i" .-t 284)2
pt

r\t). r\t)xr"\t) =-

R-. r@®B (7 +2tH
r.|(O |n|( |a(o Sp4t3

(MOxn)Y  (p +2t%P

n)x rx ey SPAS

2110  Demostrar, que los componentes tangencial y normal del vector de aceleracion
qv v
w se expresan por las formular ~ =. dt—t, vv:—R v, donde V es la

velocidad, R radio de curvatura de flexion de la trayectoria, i, v los vectores
unitarios de la tangente y la normal principal a la curva.

Desarrollo

Consideremos el gréafico siguiente:

r'(t)
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Si en un instante t, un punto mdvil se encuentra en A, determinado por el
vector OA = r(t) de acuerdo a la figura y en otro instante t + At se

encuentra en el punto B determinado por el vector OB = r(t + At) .

Luego el vector AB se denomina vector desplazamiento del punto A, la razon

del vector desplazamiento AB con respecto al incremento correspondiente al
tiempo t se denomina velocidad media durante un tiempo.

La velocidad del punto en un instante dado se determina por:

V= lim Vired = i S decir: V= ~—
a/l—r;]o A!T)O At dt es decll dt

ahora tomemos la longitud s del arco, al cual a s consideremos como funcion

-» -> ->
del tiempo t. tuego tenemos (}: dr_dr is -rv donde r = ar es un
dt ds st ds

. ds .
vector unitario de la tangente y v= pm es el vector velocidad.
., dv
La aceleracion w de un punto es w = pm

Como v= E = w= d_s_ como V= 9'__[ =rv ademas
dt dt ds

dv d—’(Z\V)’= r--(%& \% L ero _dr _d r—jf entonces se tiene:

dtp dt ds

dt dt



288 Eduardo Espinoza Ramos
w=TdY, Jrdr dsdv xidr
dt ds dt dt ds
dv  vV¢
W= t— +--—- pero w=hl +wv
dt R r v

dv V2 V2
Luego W_+wWv=t-—+— Vv entonces wr=t— , W=— Vv
r v d R dt v R

2111 Por la hélice circular R(t) = (aeost,asent,bt) se mueve uniformemente un

punto con velocidad v. Calcular su aceleracién w.

Desarrollo

> dR
Como R(t) ={acost,asent,bt), derivando—a—t—: (-a sent, acost, b)

diR =(-acost,~asent,0) ; EE: (asent,-acost,Q
dt dt

d d i j k

_aE*__a?;\: -asent aeost b (absent,-abcost,a )
t t

-acost -asent O
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2112 La ecuacion de un movimiento es r(t) ~ (t,t2,F) determinar en los instantes

t=0, t= 1
1) La curvatura de flexion y de la trayectoria.

2) Los componentes tangenciales y normal del vector de aceleracion del

movimiento.
Desarrollo

Como r(t) - (t,t2,t}), derivando se tiene:
r'(t) =(1,2t,3r), r"(t)=(0,2,6t), r"(t)=(0,0,6)

para t=0, r\0)=(1,0,0), r"(0)=(0,2,0), rng0) =(0,0,6)

i j ok
r{O)xr\0): 1 0 0 :(0,02) => Ir(0).vr'(0)]=2 = |r'(0)|=I
0O 2 0

kK 1.1"0)*r\o)] 2
R r(0))

componente tangencial wT="? y la normal wv
dY:— =(1,2t,3t2) pero V-=5Wi=WT+4r +9t*

dv 4, +18:;3
dt  VI+4r,+ 9i4

entonces w



290

7.1.

Eduardo Espinoza Ramos

CAPITULO VII

INTEGRALES MULTIPLES Y CURVILINEAS

INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS
RECTANGULARES.-

Iro. CALCULO INMEDIATO DE INTEGRALES DOBLES.-

Se llama integral doble de una funcién continua f(x,y) sobre un recinto cerrado
y acotado S del plano XOY al limite de la suma integral doble correspondiente.

Ve

Vxoy)dxdy = tim VOV f(xi yk)AcAyk
JJ X y) xay max LT-inLmJ g,mm/l-(\ (XI y ) Y (1)
max Ayk~>0 i

donde Axj =xjH -x¢, Auk=AykH -yk vy la suma se extiende a aquello
valores de iy k, para los que los puntos (xj,yk) pertenecen al recinto S.

2do. COLOCACION DE LOS LIMITES DE INTEGRACION DE LA
INTEGRAL DOBLE.-

Se consideran dos formas principales de recinto de integracion.

7) El recinto de integracion S, esta limitado a izquierda y derecha por las
rectas x =x} y x=x2 (x2 >x{), mientras que por abajo y por arriba lo

esta por las curvas continuas y = (p](x) e y = [@(X) ((p2(x) - <A\(X))

integrales Multiplesy Curvilineas 291

Luego la integral doble se puede realizar reduciéndola a una integral

reiterada de la forma.

ce 2 m® *X2 #p2(x)
Wf(x,y)dxdy= \ dx\ f(x,y)dy = 1 (1 f{x,y)(iy)dx
33 T 39 (X) N Jyix)

© El recinto de integracion S, estd limitado por abajo y por arriba por las
rectas yx=y e y2-y (y2>yx mientras que por la izquierda y por la

derecha lo estd por las curvas continuas x=oxy), X=y2(y)

v/2{y)>y/xy))

x=Hey)  x=\2y)
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Luego la integral doble se puede realizar reduciéndola a una integral 2115 I I x2dy
reiterada de la forma. (+7
Desarrollo
rr p2  miy) m mi%*)
I\fix,y)dxdy= 1 dy I f(x,y)dx =1 (I f{x,y)dx)dy
JJ Mo () v M(x) L .. dx

Calcular las siguientes integrales reiteradas.

2113 W (x2+ 2y)dx X 4 2/0 12
Desarrollo »
2116 H y‘r‘"

Desarrollo

14 X3)¢IX
y
2114 dy _ 6 4/1 3 6 4 3 12 1
(x+>§
Desarrollo
2117 I dy I (x+2y)dx
E*¥E.
| [* Desarrollo

r< r-_!
¢ J (x+y)2 i J (x+>» b x+>i"

P if 2y)dx = f y)dx)dy = f(—+2xy)/ d
JLgly33~4(X+ y)dx JU(iZ4(X+ y)dx)dy 53( A+2XY) y

= f(

- ———)dx=—fn [x +2|-In|x +1]|]/
5 )= —fin [x +2-In |x +11]/

X+2 x+1

=J [~+1 0 ,-~ . -27Mv2-4)Kv
=—n| — [ 4= {ln—In—9 =In—
|x+1|/ 3 = 5 H4 24
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295
Desarrollo
4y3+Sy2+26y +9)dy
M r?sen’(pdr - tj p r2sen2(pdr)d(p
S\N(~Y ~yd+l yi+1*y2+9y)/ -i
~ - n
2r3 9 /[3cosp 27
=12 g ee2 427y - (22 81-72 +162-27)] = 504 I b3 i d(p-,— I eos (psen (pd(p
2
n
2118 | p I rdr
b gtp Fsen (1-sen2(p)sen2(peos(pd(p = N S B
Desarrollo 2
f o= r rm r r2 ja 27 11 1. 27 2 12
dp I rdr- 1 (1 rdnd(p= 1 — I d(p :—3[( """" g ZE =18 (— - :—5:2-4
Josap ¥ Jesep J) N @y
1P A a2 r2x 2120 foeix | Vil-x2- y2dy
= — 1 (a2-a2sen2(p)d(p=— | €0S2(pd(p
Desarrollo
a2 a2 sen2(p i2n
=— I (1+€0S2(p)d(p=— [p+— — /0 dx P yj\-x2-yady- f(j  yll-x2- y2dy)dx
a2 noN a ?7i
— (@2;r+0-0) = -—--
4 @ ) 2
T {2tit-,2-/1 +3zr “csen™ = )i I *
aln
u r Bdr 2
Jaseno = [(0+m——aresen 1) —Qafx = ) -.?dx
*3e05(0
2119 r

r2sen2(pdr

n tn 2 u K ti iv.y"

v.y'v *
4)) 4 3 /0 4 3 6
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Escribir las ecuaciones de las lineas que limitan los recintos a que se extienden
las integrales dobles que se indican méas abajo y dibujar estos recintos.

2121 £* £f{x,y)dx
4

Desarrollo

i dyki,Ax-y)dx* I (£ f(x,y)dy)dx =\\n * ,y)dxdy

-6 <y<2
donde D: y2
4— 1<x<2->>

graficando la region D se tiene:

Los limites de integracion es de

2122 f* rf{x,y)dy
Desarrollo
’3 *X+9 ax+9 * [

Fdx I f(x,y)dy= 1 ( f{x,y)dy)dx = /(x,j)Ixi”
JIx2 JI Jjv2+9

Integrales Multiplesy Curvilineas 297

2123

2124

1<x<3
donde D : )
[x° <jy<x+9

graficando la region

j > r.f{x,y)dx

Desarrollo

M -y *4  MO-y
f dyj  foxy)dx= j~ (3 f(xy)dx)dy = j**f(x,y)dxdy

D

O<y<4 ] ) .
donde D: , graficando la region se tiene:
y <x<10-y

f(x,y)dy
f
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Desarrollo
7’7
i dx f y)dy f (x, y)dy)dx —I I/(g)dx dy
3 3 D
1<x<3
donde D: x , grafieando la region se tiene:
—<y <2X
3
2126 Jp dx f(x,y)dy
Desarrollo
A2 m  nx2 *m
dx I f(x,y)dy =J (I f(x,y)dy)dx = J \f{x,y)dxdy
Los limites de integracion de x=1ax =3 de y=— a y=2X 5
. i-l<x<2
3o J25-x2 donde D :< , grafieando se tiene:
2125 M f(x, y)dy [X" <y <x+2
Desarrollo
13 p 12%5-%2 A J25-x2

M foy)dy = 1 (| f(x,y)dy)dx = I'F)x,y)dxdy

j0<x<3
donde D:§4 - -, grafieando se tiene:

[o<y<4157x

Los limites de integracidnesde x=-1 a Xx=2 de y=%x2 a y=x+2
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Colocar los limites de integracién, en uno y otro orden, la integral doble

Jj7(,, y)dxdy para los recintos S qua continuacion se indican

2127  Ses un rectangulo cuyos vértices son: 0(0,0), A(2,0), 13(21) y C(0,1).

Desarrollo

y)dxdy M . y)dy

AR,00 X *ll(f ’ﬁ(z)dX)dy

- o 2130  Ses el paralelogramo cuyos vértices son A(l,2), B(2,4)
2128  Ses un tridngulo cuyos vértices son 0(0,0), A(1,0) y B(L11).

Desarrollo
Desarrollo

Qf(x,y)dxdy= f (f f(x,y)dx)dx

*2  kQV+3

~Mtooydixdy=1 (1 f(xy)dy)dx

|’ ‘l’ Ty, y)dx)dy

2129  Sesun trapecio cuyos vértices son 0(0,0), A(2,0), B(1,1) y C(0,1)
2131 S es un rector circular OAB con centro en el punto 0(0,0) cuyo arco tiene sus
extremos en A(1,1) y B(1,-1).

Desarrollo
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< m m/2 Jl-y2
I dy J /(x,y)dxfJ dyJ (X, V)i/x
X pl2-*2 ¢ 2jc2
= 1 dx | f(x,y)dy + dx | f(x,y)dy
J-i Jx A

2132 Ses un segmento parabélico recto AOB, limitado por la parabola BOA y por el
segmento de recta BA, que une entre si los puntos B(-1,2) y A(l,2)

fdx I f(x,y)dy = fdy I y)dx
Ll J2x2 l)l fl’

Integrales Multiplesy Curvilineas 303

2133

2134

S es un anillo circular limitado por las circunferencias cuyos radios son r =1
y R =2 y cuyo centro comun esta situado en el punto 0(0,0).

Desarrollo

Las ecuaciones de las circunferencias son: x2+y2=1, x2+y2=4

Y
X2+y2=4
r\

I\ R A~

>\1 \

X ) )
20\ "1\ h X
x2+y2=1

S estd limitado por la hipérbola y2-x2=1 y por la circunferencia

x2 + y2 =9 (se considera el recinto que comprende el origen de coordenadas).
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Desarrollo

y2-x2=1

Calculando los  puntos de

interseccion se tiene:

fx2+y2=9 X =2
[y2-x2=\ p=1V5
9-x2 |’2 p/1+x2R/9-x2
dx I ___ f(x,y)dy- dx _ f(x,y)dy+ dx ___ /(*, y)dy=
2 IV 2 J-JeX
i ] rigye
I dy I mf(x,y)dx+ | iNv|___ f(xydx+
s J-J9-\2 JvT
5 ryiyi
vyay | Iy [ f(x,y)dx
17 J~oy n A o-
s/9-/
+ 1 dy | __ f(x,y)dx
JZ-i

7
x
2135  Colocar los limites de integracion en la integral doble If/(,y)dxdy si el

recinto S esta determinado por las desigualdades siguientes:

a x>0, y>0 , x+y<1
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Desarrollo
am ,
qu,ﬂ ( f(x.y)dy)dx
V. y)dx)dy
fri
Desarrollo
r =a ;01 _f(x,y)dydx
f( f__/(-v.Y)dx)dy
la
Desarrollo
X2+y2-x = (x )2+y2=— circunferencia de centro (—0)
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“: y)dxdy = 1 ( __ f(x,y)dyybc

1 i+Vi-dr2
=J2(J ir~Jd f(x,y)dx)dy

d y>x,x>1,y<1

Desarrollo
v
1 / Jitf(xy)dxdy= J (jVcr*y)dy)dx
|
S / |
/\ |
/ ! i
-1 0o / 1 X y)dx)dy
-1 Y=X
e) y<x<y<2a
Desarrollo
*a *y+2a
W f{x,y)dx =
i F axA2a*a;dapa
f(xy)dy+ J dx ] f{x,y)dy

Ja JO p=—1 Jla JIx

I dx f(x,y)dy+ i dx
)

Investigar el orden de integracién en las siguientes integrales dobles.

Integrales Multiplesy Curvilineas

M2x
2136 f f(x,y)dy
Desarrollo
i0<x<4 _ _
Sea D:< _ graficando la regién
[3x2 <y<l2x
Desarrollo
i0<x<1 t E )
Sea D: < graneando la region
12x <y < 3x

307

y)dy

(V jfru. ydx
12
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2138 | dx \2j f(x,y)dy
2a
Desarrollo
O<x<a
Sea D: a2-x2 n - 7 > graficando
I<y<yja -X
2a
2ax-x2
2139 f(x,y)dy
Desarrollo
m<x< a
Sea D: graficando

0<y <V2ax- x2

\]] ,y)dxdy = i tZaX-x f(x,y)dy)dx

\3

[ r r f(x,y)dx)dy +j~g(£ _f(x,y)dx)dy

Integrales Multiplesy Curvilineas

*jdax
d x __ f(x,y)dy

Jsjlax-x2

2140

j0<x<2a
Sea D:< —-—--

Desarrollo

——, graficando

[V2ax- x2 <y < jdax

2a

Jjfi(x,y)dxdy= | (I

4ax

— _f(x,y)dy)dx

Jlax-x2

i pa\d'-y
f (x,y)dx)dy

-

F1(F _fxy)ddy +
ak V

mlyjla  mia
+ 1 (] fx>y)dx)dy

4a

309
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Desarrollo
2143
i0<y<1 f (xry)dy
Sea D: , graficando
y <x<\—y Desarrollo
i h y)dxdy=1< 1; f(x,y)dx)dy
(1 f(x,y)dy)dx

7
Yi2R

| '] > nanex
- JR-y2

2142 I M f(x,y)dx

Desarrollo
0<y<1 s TNy
Sea D: y2 b1, graficando Desarrollo
N-<X<V3-y2
[0 <X<7Z )
Sea DA , gralicando

0<x<senx
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rr ¢n ¢senx M m-arseny

M-'\.v)iM V= dx f(x,y)dy = dy f(x,y)dx
\) varcseny

Calcular las siguientes integrales dobles.

2145 Qxdxdy, donde S es un triangulo cuyos vértices son 0(0,0), A(l,1) y B(0,1)

Desarrollo
-~ Vv 4
LB | oo
1 =y
*1t/ A1
= ¢ /' =1
6/0 6

2146 I’I’xdxdy, donde el recinto de integracion S estd limitado por la recta que

pasa por los puntos A(2,0) y B(0,2) y por el arco de circunferencia de radio 1
que tiene su centro en el punto (0,1).

Integrales I~ ip M ~CjtAvilineas

2147

La ecuacion de larectaes x+y,=2 = x=2-y

fo(U rmyu -1 irafaw) | ~ X¢* A —Bf¥n> i
Lr f  <n-1%2 2 2 Jsy-.v2
Ir**flL ™ “ItA
v - Vi
= 2.v-v2- (2-M2mv 1]V 4-2y )dy
" frol ri®J oh i ' 2 bfiot A"
=131 -~ —ay)fr= X[(12- 4 -89~(3- - 4)]
ofion £39(1
S35

dxdy

o,
ILs2.2

Desarrollo

Wb ntV )

‘AVA'

i/1]

8ME

r, donde S es la parte del circulo de radio a, con centro en el

punto 0 (0.0) situado en el p_rimJer cuadrante.
LAY | i

Desarrollo

%

X+=V

A
2\

.»,La.ecuacion de (a..circunferencia es

X

r

0
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rr_~L == f( dy 2149 jjjxy-y2dxdy, donde S es un tridngulo con los vértices en los puntos
J\[a2- x1-y2 A A JhaZ-x2-y? s
0(0,0), A(10,l) y B(l,1).
i Desarrollo
= | arcsen-i/\:r/fy\ dx - r)((arcsen 1- arcsen Q)dx
)] Viri2'0 JL
JJ-y/My -y 1dxdy = -Jxy - y2lk)dy = -y2)2f dy
=~ fdx=~ z4=—
2.0) 210 2
2148 P -v~dxdy, donde S es un tridngulo con los vértices en los pumos

5
0(0,0),A(lr j)yB (U).

Desarrollo =18|v2iv=6y3/"'=6

- - = ? -
JIV-v2-y ldxdy (J V2 - y2dy)dx 2150 A S es un triangulo mixtilineo OAB, limitado por la parabola

y A y =xyporlasrectas x=0, y=1
arcsen—]// dx
X

-X

*II MFrcsen D) -(0+— arcsen(~ D]<i*

arcsen 1+ 2—arcsen 1)dx

dy
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= ij(yey-y)dy =(er~-ey-—2)6 =(e-e--2)-(0 -1- 0):-2

dxd
2151 Lt -, donde S es un segmento parabdlico limitado por la pardbola
y =— yporlarecta y =x
Desarrollo

’ H s yXenx /
If y 2sen%dy)dx | s dx

; + | 1
U (|+c031t)3$1pa<:—3lf11 c;)sx) N2 291

(0]

J F—arctg —dx

4 @IS b) j\| yady
[— -x arctg—+In(4+x )]j’ % B
Desarrollo
:(f _T +In8)_(0+In4) =In2 Sea D: 2, graficando
eos* <y <1
2152  Calcular las siguientes integrales y dibujar los recintos a que se extiende.
f( f vdy)dx
A+cosx JJ ) s
) H y senxdx D )«

Ve
Desarrollo .I I/- dx
|
0 <X <K

ficand
Sea D A[0 <y <1+cosx’ graficando _'l'i/\ Q0SSx)dx = A
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K
0 > ‘Fﬁ x2sen2y dx

m
N <y<_
Sea D : 2 2

» 0O<x<3eosy

1 A
AN x Zen2y dxdy = N (T

________ | I%cos y sen ydy32

~ 310 Lz
2 2
sen %)sgn %eos yd! =g(XENY__SEN Q
“Gs 337 3

Antes de resolver los problemas del 2153 - 2157 se recomienda hacer los
dibujos correspondientes.

2153  Calcular la integral doble Qxy2dxdy, si S es un recinto limitado por la

pardbola y2 =2px y por larecta x - p.

Desarrollo

Integrales Multiplesy Curvilineas 319

\]’g(ydedy = J (Jnyde)dy
S

Ip
C&I”
'fe -....’L |6
_ p~y y )dy
-12' 2 8p 2
= ( y )" _2P'V2 8p"V2 5r-1 1 4\j2p
561+ { Y2 6 B 7T~ 2

2154  Calcular la integral doble que se extiende el recinto S, limitado

por el eje OX y la semi circunferencia superior (x-2)2+y2=1

Desarrollo

y:\ﬂ _@_32 “wydxdy~ 1 (1

xydy)dx

1-(* -2)2)<c
2 3 X o e
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2155  Calcular la integral doble Jij’z— —, donde S es un circulo de radio a, tangente
a-x
S
a los ejes coordenadas y que se encuentra en el primer cuadrante.

AEEgx

Desarrollo

La ecyagion de la circunferencia es:

y =aztyl]a2~(x-a)2

rr

JJ2a-x J, Xylaz(x-af 2a-x

— —[(a+-Ja2-(x-a)2)- (a- -Ja2- (x-a)2)]dx
2a-x

No) 2a-X b V2a-x 3

2156  Calcular la integral doble Jj'y dxdy, donde S estd limitado por el eje de

abscisa y el arco de lacicloide x =R(t- sent), y=R(1 - eost), 0<t<2k

Desarrollo
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2157  Calcular la integral Qxydxdy en la que el recinto de integracion S esta

limitado por los ejes de coordenados y por el arco de astroide x = Rcos31,
y =Rsen3t, O<t<?

Desarrollo

cr [R Ma3-x 3)2 W 4 5 2 7 4

Jljeyely = 1 xdx | ydy =— 1 (R2-3R3x3+3/?3x3-x 3)dx =~

2158 Hallar el valor medio de la funcién f(x,y) =xy2 en el recinto

S={0<x<1 0<y<1}

INDICACIONES.- Se d& el nombre de valor medio de una funcién

f(x,y) en el recinto S al nimero / =— ,y) dxdy , donde S en el

denominador sefiala el area del recinto S.
Desarrollo

Calculando el area del recinto S
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S= dy = dy)dx= dx=1
S
f=n y) dxdy = Jj "'xy2dxdy
S S
f= |< i(f*-T/1-1

Hallar el valor medio del cuadrado de la distancia del punto M(x,y) del circulo

(x- a)2+y2<R2 al origen de coordenadas.

Desarrollo

A la distancia del punto M(x,y) al origen elevado al cuadrado denotaremos por:

/ (X,y) =x2+y2, luego tenemos:
(x2+y 2)dy)dx

(X2y]R2- (x- a)2+i (tf2- (x- a)2m)dx =al+

7 = «2+-—2——
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7,2.

CAMBIOS DE VARIABLES EN LA INTEGRAL DOBLE -

Iro. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS POLARES.**

Cuando en la integral doble se pasa de las coordenadas rectangulares x e y a las
polares r, 0, relacionados con las primeras por las expresiones.

Xx=reos0 ; y=rsen0

Se verifica la formula
. (i)

Si el recinto de integracion S esta limitado por los rayos 0=a, 0=P, (a <@
y por las curvas r-rxo) Yy r- r2¢0) donde rx(o)<r2¢0) Yy ademéas son
funciones uniformes en el segmento a < 0 < f3 la integral doble se puede
calcular por la formula.

f{0,r)rdr
©)

donde F(r,0) = f(r eos 0, r sen 0)

v

2
I F(0Jr)dr se considera constante la magnitud O.

Si el recinto de integracién no pertenece a la forma examinada, se divide en
partes, de manera que cada una de ellas represente de por si un recinto déla
forma dada.
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2do. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS CURVILINEAS.-

En el caso mas general, si en la integral doble 1 u ,y)dxdy se quiere pasar j
s

de las variables x, y a las variables u y v relacionadas con aquellos por medio |

de las expresiones continuas y diferenciabas.

x-cp(u,v), y = y(u,v)

que se establecen una correspondencia biunivoca y continua en ambos
sentidos, entre los puntos del recinto S del plano XOY y los puntos de un
recinto determinado S' del plano uo'v, al mismo tiempo que el Jacobiano.

dx dy

;= P(Y) du du
D(u,v) dx dy
dv dv

conserva invariable su signo en el recinto S, sera valida la formula.

Los limites de integracion se determinan de acuerdo con las reglas generales
sobre la base de la forma que tenga el recinto S’.

Pasar a las coordenadas polares r y 0 y colocar los limites de integracién para
las nuevas variables en las siguientes integrales.

fari fx.y)dy

Desarrollo
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2161

2162

0<*<1

O<y<lI

Sea*S :

Xx=reos0,y=rsen0

Jjf(x,y)dxdy = Adx jV (xy)dy »

f (reos<Qrsen0)rdr + ) f (reos0,rsen9)rdr
t d°U~e

X2+y2)dy
Desarrollo
Y
Grafic”ndo la region sobre el cual se integra
Pasando a coordenadas polares
5 X Xx=rco80, y=rsen0

£/ (\[x2=—2)dy= ~d6 f(r)rdr

32)‘ ,y)dxdy donde S es un tridngulo limitado por las rectas y = x, y = =X,

ey=1
Desarrollo

Graficando la region S se tiene:
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Pasando a coordenadas polares

x=reos0, y=rsen0

JJIG/) dxdy = dy+ Jf(x,y)dx
5

f (reos6,rsen0)rdr

2163 £ dX i f(L)dy
H

JIx2 X
Desarrollo
Y- 1<je<1
Sea S:
(xz<y <1
y!
;1 graficando la region S se tiene:
1 [ ., Pasando a coordenadas polares
-i i X
x=reos0,y=rsen0
s n sen9

I dx | f{-)dy= p d6 fabel(tgO)rdr +
1 Jx2 X Jb \]b

3ir 1 sen9

+ deJ"®f(tgeydr+~de jp* f{tgey dr

sen6
NOTA.- Como y =xz => rsend=r2e0s20 = r{=0, r2
2 e0s26

2164 _”/C*,y) dxdy, donde el recinto S estd limitado por la lemniscata

(x2+y2)2=a2(x2-y2)
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Pasando a coordenadas polares

Xx=reos0, y-,rsen0
r4 =a2r2eos 2#

r=0, r=«Veos20

rr p- «/Veos29

Ay (x,y)dxdy = f(rcos0O,r sen0)rdr +

qr Veos 29
+ Ml f (reos0,rsen0)rdr

2165  Calcular la siguiente integral doble, pasando previamente a coordenadas

polares dxdy donde S es un semicirculo de diametro a con centro en el

punto C(—0)

La ecuacion del grafico es:  (x - ?)2f+ y2 ”
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X2+y2-ax =0 = y-Jax-x2
como x=reos0 , y=rsen0 entonces

r2—areos0=0 =r=0, r=aeos0
1

acosO fT . acosO

rsen6rdr | —senQj do

1 3 3
2=_«_[0_1]=ilL

a3e0s30 sen 0do - a_3(_ e0s40
3 3 4 mo 12 12

2166  Pasando a coordenadas polares, calcular la siguiente integral doble

(X2 +y2)dxdy que se extiende al recinto limitado por la circunferencia

if

X2+y2=2ax
Desarrollo

X2+y2=2ax => (x-a)2+y2=a2
pasando a coordenadas polares
Xx=reos0,y=rsen0

r2-2areos6é => r==2acos0
r .rdr)do

o (214 /2«COS0 1 4 4 2 1+cos20,2]
=2 | —1 d0==\\6a eos 6d6 =8a | (P ) ds
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=2a4 i"(1+2e0s20+e0s229)d0 =

2167  Calcular la siguiente integral doble, pasando a coordenadas polares

JJ>/cr -x2-y2dxdy donde el recinto de integracion S es un semicirculo de

radio a con centro en el origen de coordenadas, situado sobre el eje X.

Desarrollo

. 2
=\ia2
y=\fa2-x2 yo e

X2-y 2dxdy

=J(J .. o~y aox

T

=2jp (j* V62—r2rdr)d0 = J2(a2-/+")-j'dO =-A-(9] 2=—

2168  Calcular la integral doble de la funcién f(r,0) = r sobre el recinto limitado por
la cardiode r =a(l + eos 0) y la circunferencia r =a (se considera el recinto

gue no contiene al polo)
Desarrollo

JJf(x,y)dxdy = J]> +v2dxdy =2 ¢ 2dr)d6
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2as i?[(1+ S

5 .
—_— ]n (cosJ #4-3 cos"'#4-3 cos0)do

((=i-22)a3
2 9

2169  Calcular la siguiente integral pasando a coordenadas r * r > +yldy

Desarrollo
0<x< a
Sea D:
[0<y <yja2- x2
X- reos0
=> dxdy=rdrdo0
y ~rsen9

rT-~
N T+ 7 dxdy= \A yjx1+yzdy)dx = J(\]r.rdr)do

D

b 3/0 3 X 6

2170  Calcular la integral siguiente, pasando a coordenadas polares

J|,K2-x2-y2dxdy, donde el recinto S estd limitado por la hoja de

lemniscata (x2+y2Y =a2(x2-y2), x>0
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Desarrollo

reos9 . ]
v = r* —a"r?feos™ Y —sen?8¥

rsen9

a!Leos 29 =>r=ajeos20, Graficando

IsT Veos 20

J F X*->"'2dx d\ f,l, /\_

aja 167-20
=T<3

r rdr)dO

2171 Calcular la integral doble jjy dxdy , que se extiende al recinto S,

5
TV ?
— +

limitado por la elipse F =1, pasando a las coordenadas polares
a~

: . . X
generalizadas r y 0 segun las formulas —=reos9 , z—: rsenO
a

Desarrollo
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calculando los limites de la integral
=rcos0
X =arcos0
a
v=hrsen0 x=0,u=0 y-ax-u , V=
=rsen6 +a
para
X-C,U-- N p
ex ex Ta-1=

3(r.6) d(x,y) dr J6 aeosO -arsenO
"7 v(rdd) dy dy bsenO breosO

dr dO M' m/\ I;a '|, f(u - uv,uv)udu)dv

=abr, Graticando

2173  Efectuar el cambio de variable u =x +y, v =x -y en la integral

o aydy
Pfx b ax!
Desarrollo
., u+v
[ir7~¥1dr -TT Me~r o N
S X-y-V u-v
2172 Transformar la integral dx j* f(x,y)dy, (0<a <p, ¢>0) introduciendo
dx dx { 1
las nuevas variables u=x+y, uv=y I(u) dix,y) cu dv 2 2
' diuv) dy dy 1 1
Desarrollo du dv 2 2
Como , de donde
y - w |*= W Sea D: O<x<1 =
0<nr <l x
ex ex
d(x,y) du dv 1-v -a Xx=0,v=-u[y=0, v=u
J(u,v) Calculando para ’ '
diuv) dy dy v u P x=1,ti+v=2 ly=1, u-i’=2

du dv
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2-u

Qf(x,y)dxdy = dxjff(x,y)dy=jl/(~

40 "'F/CFT 5 +f dL /(i &

Calcular la integral doble i ‘ixdy, donde S es un recinto limitado por la
5
2 ? o 2
curva (— +— ) =— ——-r-.
b2h2 k2
INDICACION.-  Efectuar el cambio de variables x = areos 0, y=brsen 0
Desarrollo
2 2 2 2

Como la ecuacién es: (— +~r)2=— - —7, entonces
a b h k
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73.

) de donde el limite inferior es r =0, y el limite

e A H
superior es r = I: 06528 ----- sen26

a2 - or
como r debe ser real entonces — eos**--sen¢0 >0,°de donde para el
ir

. . ak
primer &ngulo coordenado, tenemos que ¢g# :

Luego por simetria del campo de integracion con respecto a los ejes, se puede
calcular basandose en el ler cuadrante multiplicado por 4.

a' ke T T~

arctg (a_k) a eos“0'— --sen“0

I,Ifbgl'/,\/:gci [AdO | Wi abrdr

- «JCF- Dot —u

CALCULO DE AREAS DE FIGURAS PLANAS,-
1ro. EL AREA EN COORDENADAS RECTANGULA RES.»

El rea S del recinto plano (S) es igual a:

Si el recinto (S) esta determinado por las desigualdades a a < x <b,
cp(X) <y <ij/(x) de donde se tiene:

L
s= Ip( dy
Ja. J(p{0)
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2do. EL AREA EN COORDENADAS POLARES.-

Si ei recinto (S) estd determinado en coordenadas polares r y 0, por las

desigualdades a <0 < p, f(0) <r<g(0), se tiene:

foitn
~JrdrdO- jh rdr
bm

S-1
S

2i75  Constmir ios recintos cuyas areas se expresan por las siguientes integrales:
a)  Jdxj* dy b) r*rdx

Calcular estas areas y cambiar el orden de integracion.

Desarrollo
i-1<x<2
a) Sea S:< , graficando
Ix~ <y<x +2
P2 &iA
dx\  dy~ (x+2-x )dx
i ix2 J-i
s:(x_2+§ x3.12 ) L,
2 3 /-2
«r+2 t prc’ rd
= dxJ dy=j dy dx+ J dyJ dx
o<y <a
b) Sea S: , graficando

a-y<x<yci2~y2
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2176

337

J72-y2 fia _
S=11 dy | dx — 1 (Ja2-y2-a+y)dy

Ja-v

iZVa2-y 2+Z-arcsen(Z)- ay+-—j

Construir los recintos cuyas areas se expresan por las integrales.

g2 ,65ec<?p | |w(l+cos<?)
£ ¢0 1 rdr b) L~J rdr
4 2
Calcular estas areas.
Desarrollo
vrectgl l«3sec# «irctgl 2 3sec6 Q 0
7 —7 annee; o n
J I rdr=i  t/. I w"<
4 4
Q .arctg 2 9 9
4
T «(l+oosP) 2 (BaE)  al i
I <6 | rdr- —j do=— |M(I +cos#) -X]dQ
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2177  Calcular el area limitada por las rectas

X+2y=a a>0.

Desarrollo
2a a 2a
A= P28 g5, [2Xgee 1 22:3%,
¢ 12 k 2
4 5 2

2178  Calcular el area de la figura situada sobre el eje OX y limitada por este eje, la

pardbola y2=4ax y larecta x+y = 3a.

Eduardo Espinoza Ramos

X=Yy,

Integrales Multiplesy Curvilineas

2179  Calcular el area limitada por la elipse (y - X)~+x~ - 1

Desarrollo

(dxr - dy= f[(,+vr™)-(,-v rr&2)dx
V' W-M-A J-1

II, M- x1dx = Zy—\v{ -V2 +?arcsen X] //
=2[(0 t'z')' (0- I)] =

2180  Hallar el &rea limitada por las pardbolas y = 10x + 25, =-6x+9

Desarrollo

3 Vi5
\Vi5

16
= -—[(15>/15 VI5)-(-15Vr5+— Vir) = — (20Vi5) = — (VTs)
15 3 3 15 3

339
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2181 Hallar el area limitada por las siguientes lineas, pasando a coordenadas polares

M2+ V2=2X, X2+y2=4x,y=X%X y=0

Desarrollo
x—reosO0  \r2=2reos0 _ A\r:2eosé?
v=rsen6 r2=4rcos# [r =4cos#
K
A= [4d0 foosordr— ?—21 dO——I (Iéeosz#-400520)d0
Jo 0050 0 N2 2J)

[=6 e0s20dd =3J 4(1+eos20)d0 =\0 +fr£0)

T
sen— -
N=3(5+1)
4 2

2182 Hallar el area limitada por la recta reos 0=1 vy la circunferencia r =2 (se
considera la superficie que no contiene el polo).
Desarrollo

Integrales Multiplesy Curvilineas

2183  Hallar el area limitada por las curvas r=a(l+ eos 0), r=aeos 0

Desarrollo

fl’tﬂ-t@ﬂ) ﬁﬂ Ml+cose’>) S¢l2lr

2d0O | rdr+2 1 dO i rdr - -——--
\1056 J)

2 2 2 2

2184  Hallar el 4rea limitada por la linea (— +—)2=— —
4 9 4 9

Desarrollo

'3

341
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r4=r2(e0s29 - sen29) =>r=0, r=Veos29

A=101
A A 2  Veos20
r=afdo | erar=2afF d9
2186  Hallar el area del cuadrilatero curvilineo limitado por los arcos de las parabolas
x2=ay, x2=by,y2=ax, v2=J3x (0<a<b, 0<a <P)
12 " eos 2/9c/# - 6sen 20/ 4= Desarrollo
2185  Hallar el area limitada por la elipse (x-2>°+3)2+ (3x+4v-IV = 100 ‘a
yz = u-—,a<u<b
Desarrollo
_2u+v-5 y
fu- x- 2y +3 v
[v=3x+4y-I v-3u+10 =a
y-- 10 X2 v=— ,a<v<p
X
Calculando el Jacobiano se tiene: b P
ex dx 2 1 R={(uv)/a<u<b a a<v<P}
Iu,v) = c(x,y) du dv 5 5 _2_ _3_J_
8(u,v) dy dy 3 1~50+50~10
du dv 10 10 - —u "
= Xy =uv V- —
y2 X
1= J¥e/xdy ~ | | I(u,v)|diidv— fFf"* ®-=V
donde  :w2+v2=100 A7 e E o
: = _ i _L}i-. D 2 y =//3v3
r X tty 21
X =1i3Vv3
relrl]

Calculando el Jacobiano se tiene:
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22 5 72
e X éu”3v3 —u3v 3
I(u,v)- £(x,y) du dv 3 3 7=-—, a<u<b
" d(u,v) dy dy 4 22 1 2 g X
cu dV 5U"3V3 §U3V
Xy - a
A= dy = Jj] J(u, V) |[dudv =~ dv Xy = 12 V=Xy, a<v<p
Vi R={(uv)/a<u<b, a<v<P)
i
P Y mu y =Wev3
R X y - uv ]
Li 2
xXV=V r=u 3i7
a
ax dx 2 4 2 4
0 a b dy) N uhd 2u% 3
J(u,v) ="
Swy) ay d_ 21 12
v 33 -3 3
A= Jjdxdy = ~~ A dv-~(P~a){b-a) du dv
D R

2187  Hallar el &rea del cuadrilatero curvilineo limitado por los arcos de las curvas
y2-ax ,y2-bx, xy=a, xy=P (0<a<b, 0<a <P)

Desarrollo

=il,V -a) =M “"£>1InA
9 a 9 0

7.4. CALCULO DE VOLUMENES.-

El volumen V de un cilindroide, limitado por arriba por la superficie continua
z = f(x,y), por abajo por el plano z = 0 y lateralmente por la superficie
cilindrica recta que corta en el plano XOY el recinto S es igual a:
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Expresar, por medio de la integral doble, el volumen de una pirdmide cuyos
vértices son 0(0,0,0), A(1,0,0), B(1,1,0) y C(0,0,1), colocar los limites de

integracion.

Desarrollo

integrales Multiplesy Curvilineas

2189

2190

2191

347

V=JV(,ydxdy- | dy| (@-x)dx=] dx| (1- x)dy

S

En los problemas 2189 - 2192, hay que dibujar los cuerpos, cuyos volumenes
se expresan por las integrales dobles que se dan.

Desarrollo
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0,0,1)
ro<p<?
Sea D: F
[o<y <VI-jc2
(2,00)
2192 dx I (4- x-y)dy
JI-X
Desarrollo
VA
0<x<2
Sea D:
2-x<y<2

volumen expresa la integral

2193  Dibujar el cuerpo, cuyo

pjazx2 ----
r dx | -x2-y 2dy , y basandose en razonamiento geométricos,

hallar el valor de esta integral.
Desarrollo

O<x<a
Sea D:

Integrales Multiplesy Curvilineas

2194

Hallar el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide

z=2x2+y2+1,¢el plano x+y =1y los planos coordenados.
Desarrollo
ix=0, v=0,z=0

Sea D: <

planos coordenados
[x+~ =1

proyectado al plano XY se tiene:

(2x2+y1+1)dy = f[~2x3+2x2-x +1+ (- ~ -]dx

349

eliptico
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_2<_4+ 2x3 XZ_'.X (1—x)4:‘._u 33

2 3 2 12

2195  Un cuerpo esta limitado por el paraboloide hiperbdlico z =x2-y2 y los

pianosy =0, z=0, x =1 calcular su volumen.

Desarrollo

V= dx£ (x2-y2)dy = (x2y---)j t

2196  Un cuerpo esta limitado por el cilindro x2+z2- a¢ y los planos y=0,z =0,
y =x calcular su volumen:
Desarrollo

V= x2dv

Hallar los volumenes de los cuerpos limitados por las superficies siguientes:
2197 az-y2, x2+y2=r2,z=0

Desarrollo

Integrales Multiplesy Curvilineas

2198

A F=4

X

y:4x, y-2\[X , X+z2=6,z=0

<
1

Desarrollo

Desarrollo

[[("2+"-(x4+y)]ax

f —
A Xk

ih*~

Ve

1,

(r2-x2)4r2-x2dx

, (X~ +y~)dy)dx

351
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352
V:é--i ........ X +_X+>.()7 = ---.].'i_ll-il-'-ﬂ-i--y-(_i
21 5 3 37 - 21 5 3 3 21
2 2 4 88
2153 105
3X
2200 X+y+z=a, 3x+y=a —+y=a,y=0,z=0
Desarrollo
2(a-y)
V=1 (I
2a-y) o
| -A a-y? Ja a
(a-~rg - (@ —.0-2)
18 0 18 18
2001 X% 2221 p=-x8y=0 z=0
a" ¢ a

Desarrollo

2202

(a- x- y)dx)dy

353
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v= f( Frzéyfr* f(
b b b b a

J <4 10 i Ji

X2+j;2=20x, z=ax, z=Px (a>p)

Desarrollo
I =2a €0S o Proyectando al plano XY se tiene:
X2+y2=2ax => (x-a)2+y2=a2
X = rcos&
=> dx dy =rdrd0
y=rsen0
. ¢lacosQ
V- [2(1 (a-J3)rcos6rdr)do
2tircos,? 3COS/9 ,2ac0s0
V-(a—p) r co$6dr)dé - (a~j3) b - / do
~2 ~ 2
(a- B) 2 _8_(_/_%_@_(_)_5_‘}@8% (:a::J_B_Q___[_Z__ | 6054 0do
JIA 3 3 JL*

2 2

j 2 (1+cos2<92de =2a («"/?) £ (1+2e0s2(9+e0s229);6>
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22 @-R) Jtz 3 4 2c0s 2# +ES4—<9)dd
-(%
2
K

] A cos#
2ala-B) u 200520 + 40

i £ ig ?2) [(345 +0)_(_34£+0,] F=06 7r(a-R)

En los problemas 2203 - 2211 empléense coordenadas polares y generalizados.

Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el cilindro x2-+J; W
y el hiperboloide x2+y2-z2- a2
Desarrollo

. . X =reos#
Mediante coordenadas polares se tiene: dx dy =rdrdo0

y =rsen0

Integrales Mltiplesy Curvilineas

[TTTR T — fi~x i \ a

V-2j (1 Jda2+r2rdr)dB=2| -(a2+r2)2/ dd

g filr

9 C _ e _ . S,
-~ | (2a2j2a-ai)d0=— (2"2-\)a\i6:f\?-(24l-\

2204  Hallar el volumen total del espacio comprendido entre el

2(x2+y2)- z2=0 y el hiperboloide x2+y2rz2=-a2

Desarrollo

Proyectando al plano XY

f2(X2+v2) = 722/

i A
|x2+y-2~:z -a

2(z2-a2): z=V2a
Luego x*+y* =a’
7. R — 3 i 2 a
I (1 Vr2+a2-\i2nrdr)dd =2j [-(r2+a )2-—-—]Jy de
?

=1 1° [(2a2V2a- V2a3)- (a3- O)f«fc

F=| r(as?72-«D)A-i¢i(72-1)

355
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2205  Hallar el volumen limitado por la superficie 2ax=x +y , x“+y -z =a-,

z=0.
Desarrollo
Proyectando la intercepcion al plano XY
fx2+y2=z2+a2
|x2+ v2 =2az
z2+a2=2az => (z-a)2=0 => z=a
Y,
— r="'J2a
Luego se tiene x2+y2=12a2 r
Js/2a X

fUK  (*Jla 2

dr)do
-—f(f )rdr)

No4l4 3 2k

ra V2a
) @0 %) w200 7

2206  Determinar el volumen del elipsoide iayg—z%— =1
a'lr ¢~
Desarrollo
?
Jtz yI 7

+ Yo 2 proyectando al plano XY, z=0
a" c

Eduardo Espinoza Ramos
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Fp 2j*jzdxdy - 2 j*jcV1- u2 -v2|J(u,v) \dudv

D R

V = 2<rée J P ¥ vl dudy
R

JF (1~ ~ r2rdncifd 2abe? I
(0-1)d0 S

2207  Hallar el volumen del sélido limitado por la hiperboloide 2ax-x2+>>2 y la

esfera x2+jy2+z2=3;r (se sobre entiende el volumen situado dentro del
paraboloide).
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V= fk(jjia(zz-z])dr)d0:4 n.)fz}(jaﬁ& r2 Za)rdr)de

*Jla 2 3

=43 [(3a2-r 2)2r~Y-]dr)dd

v I'Z(_l(sa!_r?)z_r“)/i“adg

3 8a/ o
V=41i2[(-y-y)-(-V 3a3)]"
] . L}
F=4jf(73-[)efdo -2Y32,%

Calcular el volumen del solido limitado por el plano XOY, el cilindro

X2+y2~2az yelcono x2+y2=22
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2209  Calcular el volumen del sélido limitado por el plano XY, la superficie

z=ae x~v yelcirculo x2+y2=R2

“i Desarrollo

V=ul(- e.A)

2210 Calcular el volumen del sélido limitado por el plano XY el paraboloide

» 2 2
X'-+~>>2 y d cllindro X +Y &
a2 b2 a2 b2 a

Desarrollo

fx = ar(l + cos#)
Sean \ => dxdy = abr dr dB
\% =brsen0
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I' A0 4
V=2012( labr2.rdr)d0O=2 12ab~ j de

V=" JJai(16)eosdtdd =8  a;>(1+ Cs2<9)2dd
F=2 f a™(l +2c0s2(9 +cos229)il<? =2 1~ab(\ +2e0s26+1-— -- )i6>
% N .
| =2 2 abCr 260520 #5540 )40 =2ab1—0 FRB0 A1/
2 2 2 8 I¢c
V= zafl,[ir +6l= 3yer
4 2

¢En qué razdn divide el hiperboloide x2+y2- z2=a2 al volumen de la esfera

X2+y2+z22<3a2?

Desarrollo

Integrales Multiplesy Curvilineas 361

2212

ST Ayja -

, -a" rdr)dO - 4iza
-’H

_(673-8);ra3

=4p Nttt AT rdrWwWoo=

o J —
V3 sen9

Luego V]+V2=-j -(6S-4) porlotanto larazén que divide al volumen de

la esfera entre el hiperboloide es: VitV,  3v3-2

Hallar el volumen d el s6lido limitado por las superficies z=x +y, xy = 1,
Xy=2,y=X y=2X, Xx=0 (x>0, y>0)

Desarrollo

X

=> u=xy dedonde |<u<2
Xy =2

v=— dedonde 1<v<2
X
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Xy - ii & ¢
ademas y eljacobianoes: J(u,v) =— ex a
v=~" 0z c
y = vk 2v
Ty b
V- I (1 +>/wv)\J{u,v)\dv)du =-i +sjfiv)dv)dii
CFQ N\I{u,v)\dv) i Az [|H+é_)2+(t_)2dxdy
J ex oy
S
)
. a2+b2+{a2+b2)c2
A= & °hJI+"N +7 dy)dx TE )dx
I d r ad2 J> )
7.5. CALCULO DE AREAS DE SUPERFICIES,
. - _ . . w« +b2)\+c2) . | b,
El area A de una superficie regular z = f(x,y), que tenga como proyeccion en el A= J_(_6_1_2__f_t12_2_§_|_f_f_3_2_2(bxr b « 2)>§/ _J(@z+b2)(\ +c2) (ab—a—)
plano XY un recinto S es igual a: ab 2a "/ o b
A=-yJ(a2+b2)(l +c2)
A=m  +(i )2+{% Ydxdy
S
2214  Hallar el area de la parte de superficie del cilindro x2+y2- R2, (z > 0)
2213  Hallar el area de la parte del plano —+b—+—= 1, comprendida entre los planos comprendida entre los planos z=mx y z=nx (m>n>0)
a e
coordenados. Desarrollo
Desarrollo
Proyectando al plano XZ se tiene:
Proyectando al plano XY se tiene: z =0, X—+—;—)/: 1 y =b( 1—£)
a a X2+y2=R2 dedonde y="r2

'g,/-) =—r X
X \iR2- x2

ce
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- 2216  Calcular el area de la parte de superficie del cilindro x2+ v2 = ax, cortada del
A= Irf'f#2+ (—)2dxdy )
! dy mismo por la esfera x2+y2+z2- a2
Desarrollo

a a2
Proyectando al plano XY, (x+—92+y2=—

A=4f (f dz)dx:4R(m—n)-L:dz
J  Inx

A=4R(m- n)(-\I/f2-x 2)j R

2215  Calcular el area de la parte de la superficie del cono x2- y2 =22, situada en el

primer ociante y limitada por el planoy +z = a. dy  a-2x dy ~
Desarrollo 8 ijax-x27 &
y=a-z La interseccion entre el cilindro y la esfera es:
Py2.2 o w222 X2+ 2:‘35 ) 2> ax+22=¢T
x~+y“+z°=a
dx
1
..I 1+ (— )2+ (7-) 2dxdz
dx 7 ex Ccz
i Haz-ax , & 1 )
d I (1 —=J==)dx =2a 1 x 2dx=4a
- jp</vaz
\lf ex dy : J) yjax-x2 J)
2217  Calcular el area de la parte de superficie de la esfera x2+y2+z“ - a2, cortada
. . a 4la2
A-yjl dy)dz =\i2  (a-z)dz =yj2(az-~-)]j o 2 por la superficie X2, ;’Z:i
a
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366

i y/2axmé-7arcsen-- z_ P ax

Desarrollo
4f=4 L( b e 2dy)x -4
J b ], v2axr 0

i-x°-y
A=4| (2ax+a2)2aresen{~=)dx =n (2ax+a2):

Si p ~2 _y2

A=—(2ax+a2)2/ “=~ —(37"i3-\)
al’o 3

3

8y Nja2-x 2

2219  Calcular el éarea de la parte de superficie del cilindro x2+y2~2ax
comprendido en el plano XY y el cono x2+v2=12z2

Desarrollo

pb\EQ-x2

fici

ady %x :8a2arcsen(—) x +y - Pax = y - +V|§ax x2 he tdonide = =-====,

fa2 -xz2~y2 a
calculando la intercepcion se tiene:

2218  Calcular el &rea de la parte dé superficie del paraboloide y2+z~=2aXx, )
[X24y2 =2 0 —
<, 7, = =2ax => z=z*v2ax

comprendida entre el cilindro y2,=ax yel plano x=a.

Tr i+ Lrtr

az<i (+]2ax *2a fz

A=2T ([ . a %dz)dx-2a T rdx
J) \[2ax-x2 P yi2ax- x2

A=2-Jiyja f (==r - -4-sflada(42a - X)/
X -j2a-x ‘

A=-4\l2ayja(0-4la) = r v



368 Eduardo Espinoza Ramos

2220  Calcular el area de la parte de superficie del cono x2- y2- z¢ situado dentro

del cilindro x2+y2 = 2ax

Desarrollo
La proyeccién de x2- y2=1z2 sobre el plano XY es

X2-y2=0 =>y=X y=-X

2 2 a \? 2 a ~
X“+y“=ax => (x-—-+) +v° =2
y ( 2) 1

z=yfx?-y 2
dxdy
S
2acosO
- "> dv=wz N\ reosOrdr g
. yfr2e0s20 -r 2sen 0O
aeos6
A= 4V2 eos 0 rdr)do

Veo0s20 -sen20

Integrales Multiplesy Curvilineas 369

Vel COS 0 r- // Zﬁeos#do :/-S\|92€-;4 de
I Veos" 0-sen#d 2/ 0 1) Veos20 -sen20
J
A =8V2al p €0s30d6 372 2 do
Vi ~2sen20 VT 2sen20
nj
z=sen0 => dz=eos0d0 para 0=0, z=0, #:I, Z:—2l
nogon :802(— ) = 3;rr/2
> Vi-22z2

2221 Demostrar que las areas de las partes de las superficies de los paraboloides

2 2
x2+>>1 =2z y xl-y9:2az cortados por el cilindro x2+y~' =R" son

iguales.
Desarrollo
Y*
--VX2+Yy2=R2
r Xx2+y2=2az de donde

JR X

dz_X dz vy

dx a dy a

S i i H
S

V=2 _g£2+x2+y2dxdy 1
3T v

%
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para la superficie x2-y 2—2az de donde po =— —=

2+x2+y2dxdy ..(2)

Comparando (1) y (2) se tiene que (1) = (2) con lo cual queda demostrado.

Una esfera de radio a esta cortada por dos cilindros circulares cuyas bases
tienen los diametros iguales al radio de aquella y que son tangentes entre si a lo
largo de uno de los didmetros de la misma. Hallar el volumen y el area de la
parte de superficie de la esfera que queda.

Desarrollo

La ecuacion de la esfera de radio a es:
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A= Ell'Jf #)ZstJ)Wv:%‘I\/Il e )dt) = Bam(—-1)

Superficie de la esfera cortada y la superficie de la esfera no cortada es:

I 2

iz
A=4na™- 8& (—-1) =8, ahora calculamos el volumen que queda.

@® piazr2

V= (1 rdz)dr)doO

TRt 1s
N az-rzd’?i&lo-%(aa

2223  En una esfera de radio a se ha cortado un orificio, con salida de base cuadrada,
cuyo lado es igual también a a. El eje de este orificio coincide con el diametro
de la esfera. Hallar el &rea de la superficie de esta cortada por el orificio.

Desarrollo

La ecuacion de la esfera de radio aes: x2+y2+z2=a2

de donde z="Ja2- x2-y2 => E —e-
a* Vi'2-*2-1

AR T T7 7™M Aoy [6™
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A ‘-ﬁid'.F.rcsen(—-—--.~ -~-)dx = 9a2arctg-"5~

e
2224 Calcular el area de la parte de superficie helicoidal z = carctg—, situada en el

y
primer octante y que estd comprendido entre los cilindros
X2+y2=bh2

Desarrollo
X dz cy dz ex
z=carctg— = —=—>— | — = — [——--
y dx x +y fy X~+y
a-|S|'fW w n |'S|'b i~ ) T T fdxdy
I'=1ijl¢ ™ 7 Ldxdy'
n n

= (J yfr2+c2dr)dO = [[Alr2+c2+~1In Ir+Jr2-he2 |\j dO

- - [b\ab2 +C2+C2Injb +yjo2 +Cc2 |-aja2+c2- c2Inja+4a2+c2 (]~

A=-\b4b27cl-aja2+c2+c2In'h+~ +C
a+yja2+c2
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7.6.

APLICACIONES DE LA INTEGRAL DOBLE A LA
MECANICA.-

ler. MASA'Y MOMENTOS ESTATICOS DE LA LAMINAS.-

Si S es un recinto del plano XY, ocupado por una lamina, y p(Xx,y), es ia
densidad superficial de dicha lamina en el punto (x,y), lamasa M de esta y sus
momentos estaticos Mx y Mv con respecto a los ejes OX y OY se expresan

por las integrales dobles.
v
M = j*'p(x, y)dxdy, Mx= IP-X, v)dxdy, Mv :’r\l]xp(x,y)dxdy... (1)
S S, S
Si la lamina es homogénea, p(x,y)= constante.

2do. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEDAD DE LAS
LAMINAS .-

Si C(x,y) es el centro de gravedad de una lamina se tiene:

- My - M x
MIly~M

donde M es la masa de lamina y Mx, ;A/V susmomentos estaticos con

respecto a los ejes de coordenadas.
Si la lamina es homogénea, en la formula (1) se puede poner p =1

3er. MOMENTOS DE INERCIA DE LAS LAMINAS -

Los momentos de inercia de una lamina, con respecto a los ejes X, Y son
iguales respectivamente a
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Ix=jjy 2p(x,y)dxdy

s -2
ly=\\"~ vy )d Xdy

El momento de inercia de la lamina con respecto al origen de coordenadas.
io = JJ(v2+y2)p(x,y)dxdy =1x +1y -3
S

poniendo p(x,y) = 1 en las formulas (2) y (3) obtenemos los momentos
geomeétricos de inercia de las figuras planas.

Hallar la masa de una lamina circular de radio R, si su densidad es
proporcional a la distancia desde el punto al centro e igual a 8 en el borde de la

lamina.
Desarrollo

Como la lamina es circular

entonces x2+v2=R2

De acuerdo a las condiciones del

problema se tiene: p(x,y) = Eijz +y2
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2226

Una lamina tiene forma de tridngulo rectangulo con catetos OB =a y OA =
b; su densidad en cualquier punto es igual a la distancia desde este al cateto
OA. Hallar los momentos estaticos de la lamina con respecto a los catetos OA
y OB.

Desarrollo
Yi
v\ A (p(xy) = X)
b \ X g -1
d+ b~
Mx - jjyp(x,y)dxdy
0 g X
ah~hx ab-bx

b% f ibx
=— X(a2-2ax +x2)dx =— - (a2x - 2ax2+ x3)dx
2a b ~ b

2a

. ¢2 aXx2 2ax3 j4b2 a4 2a4 ad4”™_adh2

2al 2 A/ o 2a2 2 3 +4 ~ 24
My =\ \ xp”X,ydxdy= jjx2dxdy =J ([ x2dy)dx

S S

N a a b a 3 4 /o

,a™ a4  ad



376 Eduardo Espinoza Ramos

2227  Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura OmANO limitada
por las curvas y = sen X Yy por las rectas OA que pasa por el origen de

coordenadas y por el vértice de la sinusoide.

La ecuacion de larectaes y = mx donde m= E y p(x,y) = entonces:

dy)dx -
y dy) ”

My = Jkdxdy = P (3 xdy)dx =------

M dyydx = ¥7T

Mv  12-7T2
M 3(4~TT) M 6(4- )

2228  Hallar las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por la

cardioide r=a (1 + eos )

2229
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Desarrollo
(I+cos™) m Kijra2

M =2 L rdr)d(p= | a2([+eos (p)2d({p- — —

I

(1+COSs#>)
My =2 . r 2 e0s cpdv)d(p
f<i

I P 3 + cose>} eos opd(p = 22

=My 5 —5a

a N : | |
=~ Para y =0 por simetrfa.  Luego (X,y) = <0

Hallar las coordenadas del centro de gravedad de un sector circular de radio a,

cuyo angulo central es igual a 2a.
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Desarrollo

Usando coordenados polares se tiene:

v

P m
I (1 rarrdO-a2 i dO=a2a

wy=21 (I K IKM:FJ‘

a 2a3dena
v:~-sen0

— M. 97wir/ — ) i
como X=—  —-—-—- , 7 =0 por simetria.
M 3a

2230  Calcular las coordenadas del centro de gravedad de la figura limitada por las

pardbolas y2=4x+4 e y2=-2x +4

dx)dy ~ 8

Luego ;<-My-2 =0 por simetria
g M 5 yy p

2231  Calcular el momento de inercia del triangulo limitado por las rectas x +y - 2,
Xx=2 e y=2 conrespecto al eje OX
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2232

Desarrollo

Ix=JJ Mp(x,y)dxdy, comop(x,y)=1

por ser segmentos geométricos de inercia de figuras planas

Luego Ix= ~My2dxdy ~ £ y2dx)dy =4

Hallar el momento de inercia de un anillo circular de didmetros d y D (d < D).

a) Con respecto a su propio centro. b) Con respecto a su diametro

Desarrollo

a> To= ﬁ'(*Z +y1)p(x,y)dxdy

= i'bfxz +y 2)dxdy

Por ser momentos de inercia de figuras planas.
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Ahora usando coordenadas polares se tiene:

b o\
D:Jx2+y2)dxdy: J r2.,rdr)d0 =~ (D 4-d 4)

b) Ix=jjrXken20d0dr = ~r*sen20dr)dO =5 (D4-¢14)

2233  Calcular el momento de inercia de un cuadrado de lado a, con respecto al eje
que, pasando por uno de sus Vvértices, es perpendicular al plano del cuadrado.

Desarrollo

jio= LI (x2+vy2)dxd
i “é y 2)dxdy

5

of fio s Al =—

2234  Calcular el momento de inercia del segmento interceptado de la parédbola

y2=ax porlarecta x=a, con respecto alarecta y = -a.

Desarrollo
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- rb U[]‘ (y+a) dwd%- —

2235 Calcular el momento de inercia de la superficie limitada por la hipérbola xy :
4y larecta x +y =5, con respecto a larecta y = x.

Desarrollo
~v-xy7+f)//.,5~xrfx:161n2-93
2 1 371 8

2236  En una lamina cuadrada de lado a, la densidad es proporcional a la distancia
hasta uno de sus vértices, calcular el momento de inercia de dicha lamina con

respecto a los lados que pasan por este vértice.

Desarrollo

De acuerdo a las condiciones del problema se tiene p(x,y) =Jx2+ r , el
momento de inercia se determina con respecto al eje X, luego pasamos a
coordenadas polares.
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see P p- jwesen
< f.f kr(rsencp)2rdr)d(p +1 (1 kr(rsen (py~r dr)d(p
0 Jescp " 4)
n n
k 4 A k
=— t sen~cp.a§sae5(pd’(p +— F sen2(p.abese* (pdcp
2239
IXx="-[7V 2 +31n(V2 +1)]
2237  Hallar el momento de inercia de la superficie de la lemniscata r2 = 2a" eos 2cp,
con respecto al eje perpendicular al plano de la misma que pasa por el polo.
Desarrollo
m» A *si2CB2p
10= 1\(x2+y2)dxdy =4 | (I r3dr)d(p
= r4j S d(p= a4(4cos22(p)dcp
, 4a< A
I 2 4 /0 4
2238  Hallar el momento de inercia de la cardioide r —a(l + eos (p) con respecto al
polo.
Desarrollo
i
A A+CB)Y r4 QMWasY
[, - 1\(x2+y2)dxdy =2 1 (] Pdr)d(p =2y —j ~ d(p
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(@ +cos (p)Ad(p (I + 2cos#> + cos2 (p)2dcp

41 «

J

Calcular el momento de inercia de una lamina homogénea limitada por un arco

\9a\

Vd N
I (Q + 5ros#> + 4c052#h--%->-- sefi O(pcos(p))éi(p =
b/

de lacicloide x=a (1 - sent), y=a(l —eost) y el eje OX, con respecto al
eje OX.
Desarrollo

%

y=a(l- eost)

p2/r
/, = Iy 2dxgfy= |
S

o(l-eos/)

(1 y2a(l-cost)dy)dt

fn
3(I-costfdt

.a(l-cos/)

f n (:-cosOt— dt

4 fi-n 4 &n

. T [«-ceost)¥dt =F || (cosdi-4cos3/+6c0s2/-4cos/ + 1)
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4 ¢35t At 2t i ;
= i {..?.- \—sem2t-4sent + .SE[J ....... ?.e.r.-- ) /I = -:’3.5.1[
3 6 4 16 3 / 12

INTEGRALES TRIPLES.-

Ira. LA INTEGRAL TRIPLE EN COORDENADAS

RECTANGULARES.-

Se llama integral triple una funcion f(x,y,z) sobre un recinto V, al limite de la
correspondiente suma triple.

z)dxdydz = lim V V V f{x.,y.,zI)Ax ayiAzj
Vi TA Xy - max Axt->0 JL—J i .
max Av,—0 | ]
max Az, —0

el calculo de la integral triple se reduce a calcular sucesivamente tres integrales
ordinarias (simples) o a calcular una doble y una simple.

2do. CAMBIO DE VARIABLE EN LA INTEGRAL TRIPLE.-

Sien la integral triple ™M\~ f(x,y,z)dxdydz hay que pasar de las variables

\%
X, Y, z a las variables u, v, w relacionados con las primeras por las igualdades
x = (p(u,v,w), y = v|/(u,v,w), z = <Ku,v,w) donde las funciones (o, y, 4

Q Son continuas, junto con sus derivadas parciales de primer orden.

(JT) Establecen una correspondencia biunivoca continua en ambos sentidos
entre los puntos del recinto de integracion V del espacio OXYZ y los
puntos de un recinto determinado V del espacio O'UVW vy

© El determinante funcional (jacobiano) de estas funciones es:
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X  dx dx

du > dw

J(u,v,w):-s(x’y’z) ey dy d
d(uyv,w) du dv dw

dz dz dz

thi dv dw

Conserva invariable su signo en el recinto V, entonces, sera valida la formula.
X, Y, z)dxdydz - JJ\] =LV W), (U, v w), (U v, w) 13(u,v, W) | dudvdw
\ v
En particular:
© Para las coordenadas cilindricas r, (p, h

X=reos@ y=rsenq z=h obtenemos que J(r,(p,h) =r

© Para las coordenadas esféricas (p, y, r (o es la longitud, y la latitud y r el
radio vector) donde x =reos Weos @, Yy=reosy Sen @ , Z =T Sen vy

tenemos J(cp, Y/, r) - r2eos2y/
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3er. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES.-

El volumen de un recinto del espacio tridimensional OXYZ es igual a:

V- ‘Uﬁdydz

La masa de un cuerpo que ocupa el recinto V

M z)dxdydz

donde y(x,y,z) es la densidad del cuerpo en el punto (X,y,z).

Los momentos estaticos de un cuerpo, con respecto a los planos coordenados
son:

Afe, = 1 1 1 ,y,z)zdxdydz

M, Y, z)x dxdydz

-J ib ,y,z)ydxdydz
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2240

Las coordenadas del centro de gravedad

Si el cuerpo es homogéneo, en las formulas para determinar las coordenadas

del centro de gravedad se puede poner y(x,y,z) = 1

Los momentos de inercia, con respecto a los ejes coordenados son:

Ix- H{(y2+22)y(x,y,z)dxdydz
JJJ
ly = JT\]f\]f(XZ+22)y(X,y,Z)dXdde

/- = Ji‘]f‘]\f(xz +y2)y(x,y,z)dxdydz
Vv

poniendo en estas formulas y(x,y,z) = 1, obtenemos los momentos geométricos

de inercia del cuerpo.

A) CALCULO DE LAS INTEGRALES TRIPLES.
Calcular los limites de integracion de la integral triple

,¥,z)dxdydz para los recintos V que se indican a continuacion.

V es un tetraedro limitado por las superficies x+y+z=1 x=0,y=0,z=0

Desarrollo
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JJjf(x,y,z)dxdydz = J dx " _  dy IFf(x,y,:)dz
V=JJj/(xy,z)dxdydz

\'

-V Mxy
W "7 s, yagan

2243 'V es un volumen limitado por las superficies z=1- x2-y2,z=0

2241V es un cilindro limitado por las superficies x2+y2=R2, z=0, z=H.

f(x,y,z)dz

2244 dx dy
Desarrollo
Desarrollo
oX j ~2jxTy +\)dy
Y_
\ f 4 1 4 ) -
-a X =] [ (x+"+2)2--(x +j +1)2y dy

_U(x+3)2-(jr +2)2-(x+2)2+(x +\y-1dx
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4 2 -2 -2 - 1° 16 - 5 31 r . z Haz2-x2-y2
=|[j(x +3)2-|(.v +2)2+£E(.v+1)2]/i =-(32-22 —) I X | arcseni—=======)/ ;
J, > £2_x2_y2lo
9 9r VIAA2
r N
2245 fdx f dy\ 1 xdz - ldx | arcsenldy - —J yj ax
Desarrollo
:% I \Ja- -x 7dx-;2—rP(?\zla ! -x2 H—t-gz-arcsen—'ll'c1
7 i al o
1*r* r - rrr=+:
2 2
=~[(0 +alarcsen - O]'=~ ~
X WA
2247 Iy 1 XyZilz
I"E—J4x-y2+2xarcsenK\:/] / i¢v Desarrollo
' 2Vic' o
1*1 A>'(I-><-V)2dy
f [xVxVivAiv + 2xarcsen\]dx
72 ],
i-X
(X3y +xy3-f2x2y2- 2x2y + Xy - 2xyz)dy

=5 [ mex= I =V2, [i*i
2 ) 2v2/ 0

Desarrollo

dz
* f Ja2-¢ -f-z2
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dx dy dz
(x+j>+z+|)

limitado por los planos coordenados y por el plano x+y+z=1

2248 Calcular , donde V es el recinto de integracion que esta

Desarrollo

- -X-y
IlllfeSIrll'M (x+yizz+1)~

4 x+y+1

1fr,l-v I, 1 _ 1 fl3-x 1
3 JIG 00 2= — oty

20" 4

_1(?’.).(.--.)-(-2---|n x+1)/ y1: 1% ------ 1 -In2)-0
2 4 /o 8

1 5 in In2_ 5

28 n ~ 2 16
2249  Calcular M+ jcixdydz, donde V es la parte comun del paraboloide |

2ax >x2+y2yde laesfera x2 +y% +2zZ =3a

Integrales Multiplesy Curvilineas

Desarrollo

Zi

L X2 +y2

Proyectando la interseccién al plano XY

Jx2+y2=2az

3a2-z2~2az
ix2 lv2+22=3tf2
7" +2az-3ce - 0 = a

porlotanto x:: y2 =202 es lainterseccion proyectada

2a  t*j2a2-x2 *j3a2-x2-y?2
V=41 (1 (1 (x +y +2)2dz)dy)dx
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2250

Ha Jla’-r

=4 |

K=— [18V3-—]

Calcular mZCdeydz, donde V es la parte comin de las esferas

(1

X2+y2+22<R2y X2+y2+122<2Rz

Proyectando la intercepcién al plano XY se tiene:

IxX2+y2+22=R2
[xX2+y2+22=2Rz

Desarrollo

= 2Rz=R~

==

z§5 Jj
K*+;0 z+{x+y)z +y]1/(

Eduardo Espinoza Ramos

dy)dx

Z-siR2-x2-y2

=R- 7R2-X2-

7=

R
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2251

Vi3? S r2-x2
59k R*

480

Calcular j|erdxdy dz , donde V es el volumen limitado por el plano z = 0y

por la mitad superior del elipsoide x2 + 2 +;2 =#
ct b ¢

Desarrollo
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X2 f 2 2

— +/\_¥2+_r :a ]1 *2 y2

a2 b2 c2 22=c2(l~ a~\b} z=c'n-V ~V
4 -4

£*-f c2(1—xf~-{:)2dy)dx
a

X2 y2
=C2jv 4 >-4]- n ro-x-~n [i
Xa al 3b2/ o Ja gzy 3/r /o
=c2fn4 -JL 4 («2,x1)iiv?237~
Ja a 3> a a
=— f[1-4-—L A" -jr2)]r2-*2*
a ya a2 3a2
abe2n
=— f —@-"r-)\[a2--X2dx =
a ia3 a
Calcular +-y )<&dy dz, donde V es la parte interna del elipsoide

2 2
XNty
a b ¢2
Desarrollo

X = psencpcosO
y = psencpsen6é => J(p,6,cp) =p sencp

z=peosqm

Integrales Multiplesy Curvilineas

2253

para el caso del elipsoide se tiene:

X = apsencpcosO

y - bcpsencpsenO => J{p,6,cp) - abep2sencp

z=cpeos(p

Sfloc (I sencpj dcp)dO

n
?

Babe Fg-eosqo/;’dv ------

5 X Vi/o 5

j*2(  sencpdcp)d6

397

Calcular H:}fdxdydz , donde V es el recinto limitado por z2 =-~-(x2+ .y2)
v

y por el elipse z =h.
Desarrollo

X = rcosO

Mediante coordenadas cilindricas se tiene: y =rsen6 => J(r,0,z) =r

Z=17

1T *R h
JJJzilxtlyrfz =4 p ( (Jp rzdz)dr)dd =2

K W n
(J* rz2j *dr)dO
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Calcular la siguiente integral, pasando a coordenadas cilindricas JJJdxdy ¢/z,

\'

donde V es el recinto limitado por las superficies x2+y2+z2=2Rz,

x* 4% =% y que contiene al punto (0,0,R).

Desarrollo
X =reos0
y=rsen0 => J(r,0,z) =r , proyectando al plano XY
z-12
(x2+y2=22

R

[ z=0, z=
{x2+y2+(z-R)2=R2

Luego se tiene x2+y2=R2 es la proyeccion sobre el plano XY
JelsT ?R *R+yJR2-r2

I lijdxdydz= 1 (1 (1

\'

rdz)dr)dd

~r21drydad

d3 n3 n3

=j) (5 *+ 5" —)d0-RX

2 (*j2x-x2 pa

2256

I dx 1 dy | zjx2+y2dz ,'transformando previamente a las

coordenadas cilindricas.

Integrales Multiplesy Curvilineas

Desarrollo
0< x <2
Sea D: o0<j <v2x-x2
O<z<a
a2 *i2x-x2 m AUGOSO *a
I dx | dy 1 zjx2+y2dz - (1 (1 zr.rdz)dr)do
oD A Jo J) J
-rf‘ﬂOO" ||VI 7 agt/ .2c056>||
I I :
€0s30d0O | 2([-sen20)cos0d0
3 3 /0 3 3 9
0fj2rx-x2 pjAr2-x2-y2
Calcular I, dx i dy | dz
(9- S-yj2rx-x2 J
Desarrollo
0<x<2r
Sea D: “V2rx-x2<y <yj2rx-
0<z<yjdr2- x2- >z
X = pCQS&
y-psen6 => J(p,0,z)=p

Xi

399
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[o2r pilrx-x2 aldr2-\2-y2 [ ] *2c0$0  /es/4r2-/>2
| dy 1 dz=2 12( | (1 pdz)dp)dO
) J-yi2rx-x2 «B Jj Ji Jj
=2jf(jj W 4-2-p2dpyw ="f j~(4rl]-p 2y-/2 O8O
0- 8r3)do or 12 <e f6 - \)dO
sen O- 8r = r- rf6 -
161J JO <T 8r3
269 costr+ 090, T2 B34
/o 3
W Jr*
2257  Calcular I dx | dyyi| (x2+y2)dz\ transformandola

J-K I\ )

previamente a las coordenadas esféricas.

MR Jor2-x2 J~R
I dx | dy |1

J-R J-ylR2-x2 1))

(x2+y2)dz
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. p 1sen2(p.plsen<pd p)d(p)d9
frf'f
r, [2sen3p 5iR R- T'cos'V./m
=], @ — Vo

2258

S joﬂr[@_ ()_ (_1+L]#:ﬁg/ 2r 4«V

Calcular  la  integral, pasando a las

coordenadas esféricas

jjp T ? +z2dxdydz, donde V es la parte interna de la esfera

x2 +y 2, zg < X
Desarrollo

Proyectando al plano XY se tiene z=0
21 i _
X" +y =x
X = p sen (peos 6
y=p sen(psen6
Z=peosqy

J(pJK(p) = p Zsencp

GrECH
JJIVX2+/ +z2dxdydz = (1l

\Y 2

p.p ¢senxpdp)dep)do

=\ (J"eAsen(f)) ~ d(p)d6 J~( sen5(pcos4 Od(p)dO



402 Eduardo Espinoza Ramos

4% "JJo

K 1
1 a1
o Qjﬂl ------ 1—)—(—1h ------- )]cos 0do __)k Buo

r Ir

=4 (@ ’e-i-c-:-Q-S-g-- do 1 I'*Z(1+ 2¢0s £(9+ c05220)d0

I5Le "

2

1 I'2.3_+,2 o+ s 40 0o L1 3#+ 2sen26 sen40 if] N
=— COSZH + —mmmmmmm == —

15X2[2 16055 2 8 /4
=—1J[(— +0 -

15[( 2 ) - ( )]

2260
B) CALCULO DE VOLUMENES DE INTEGRALES TRIPLES.-

2259  Calcular, por medio de una integral triple, el volumen del cuerpo limitado por

las superficies y2=4a2—3ax , y2- ax,z=th

Desarrollo
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Proyectando al plano XY se tiene:

fy2- 4a2- 3ax 2
=>4ir-3ax-ax => x=a,y=+#a
[ =aY
4a —y* 4a~-y-

o =28 YALs N 52 QT
.2h

ﬁu 3a 3a ' 3 9ay/

V= 32a h
3 9 3 9

Calcular el volumen de la parte de cilindro x2+ y2~ 2a.v, comprendido entre

el paraboloide x2+y2 =2az y al plano XY.

Desarrollo

. a,
Pasando a coordenadas cilindricas se tiene:
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404

X=rcos0 K
y=rsen6 => J(r,0,z)=r V= dydz=2£ ( (J p2sen<pdp)d(p)dO
2=z v
,O n
t~  ;:ac080 > ¢acosO 3 I 1 f zSencp r d(mdd~2al V ( f23encpd|p)do
11 \dxdydz =2 | 2( | (V ardz)dr)d0 =2 12( | j-dr)do ) 3 lo 3 1 t4
2a- 2\[2aiTi
n n V=
1 r4 [22006<9 1@ ;
- = dO =— \~\6a eos OdO
«ii 41 o0 4a J,
2262  Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera x2+y2+z~=4 y el
n z
paraboloide x2+y2 =3z (la parte interior con respecto al paraboloide).
:ajl+cos 2Q)2dO =a3j" (| +2c082<9+" N ) ¢ 6>
2 Desarrollo
* Proyectando al plano XY la interseccion de superficies
3# £EM*9 [ 2 3/3/
:(;'?f—+sen20’+ ------ -/]/ =0 (—r+0):-
2 8 0 4
[x2+y2+22=4
z2+3z2-4 =0 = z=1
2261  Calcular el volumen del cuerpo limitado por la esfera x2+y2+z2=a2 y el Ix2+y2 =3z
arco z2 =x2+y2 laparte posterior con respecto al cono.
yefaparep P Y . X2+y2=3
r=\/J
Desarrollo
X =reos6
Proyectando al plano XY se tiene: AT yv3 X y =rsen0
z-1
2 +y2 _a2
2 £* pl3  W4-r2
F.JJjw - j[ (I (12 rdz)dr)dO
y

O<p<a
X ~ p sen (peos 0 P
y = psencpd¥en0, ~<cp< —

z =pcos(p 0<@ <2u
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1* f 4 N ~
12 Jh 6
2263  Calcular el volumen del cuerpo limitado por el plano XY, el cilindro
X2+ y2=ax y laesfera x2+y2+z2=a2 (interno respecto al cilindro).

Desarrollo

X =reos<9
y-rsen0 = J(r0,z)=r
Z-1

L _ , rdz)dr)doO
F=iir>*=2f (J «i

(101 J—— i fhi _ acosO
M rja2-r dr)do = I~(a-r )2/ q dO

[(a2- a2e0s26)2-a 2]dO (ser"0-X)d0

28l cose+a5— -6]/ 2 22 ;5'-(-1 ft-0)]  (3:r-4)
3 /o 3 y

2 2
z X
2264  Calcular el volumen del cuerpo limitado por el paraboloide _ +— 1=2—y al

plano x = a.
Desarrollo

Proyectando la intercepcion
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Xi X=a
N —_ =
P b2 c2
z = :I

y =rbeos0

z=resen0 de donde J(r,0,x) = ber
X=X

(J™-(j” 2rdz)dr)do

2264 1 Hallar el volumen del cuerpo Ilimitado por las superficies

no2=f2 ¢ z2
a2+é2+c2 —a2+b2 c2

Desarrollo
Mediante coordenadas esféricas
X = apsenpcosO

y-bpsencpsenO = J(p,(p,0) = p 2sencp
Z-epeos(p

reemplazando las coordenadas esféricas en la ecuacion

2 2

2 2 22
Lytyotlslg=—+2, —
p A= p2(sen2(p- eos2(p)

pN =sen~(p- eos" (p => p =Jsen~(p- eos“ @
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Jol* % *Jsen"<ip—608 *
V=11 [ abe sencpdp)dcp)dO
v
abe f 3 Inv-cos™ )
=— i (I p sencpj dcpyiO

= abe i« JF (sen'1<p-Cas2 cﬂ\?sencp c{cpyi@

y = ™ ( yjsen2m-eos2cp(sen2(p~eo0s2 cpdep)dG
abcK2
4V2
2  Hallar el volumen del cuerpo limitado por las superficies
2 2 2
X_+ _+Z_:2,£+§/\_-_:6;" (z>0)
a2 b2 c2 a b2 c2
Desarrollo
Proyectando al plano XY la intercepcién.
2 2 2
Vv w 2 2 2
2 by @ P>z-c = givo-ti t2
— —£1=0 0 6
.2 *l c2

X -ap sen(peosO )
<y - bpsencpsenO => J(p,cp,6)~ abcp~sencp
z = §O8B%?

Eduardo Espinoza Ramos
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2265

2 2 2
N+ 22—+

=2 7 p2=2 = p=V2
¢r b c

2 .2 12
3(=2+bi—~z~~—0 = p2sen2p=p2e0s2®p => tgp=1= (p=
a e

abep 2sencpd p)dcp)do

ane | (Sff?sai<p|’\i<IV$ _cosipjUe

2V226E(_V2+12/ =~ (V5
3 2 3

F_4«<;c(V2-IK
C) APLICACIONES DE LAS INTEGRALES TRIPLES A LA
MECANICA Y A LA FISICA.

Hallar la masa M del paralelepipedo rectangular 0*x<a, 0<y<bh, 0<z<c
si la densidad en el punto (x,y,z) es p(X,y,z) =X +y + Z

Desarrollo

M=1S b ,y,z)dxdydz- | 'W
v

(x +y +z)dz)dy)dx

J (Jflx+y)z+~1/ dyydx = [1[{x+y)c +"-]dy)dx
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x2bc b2ex be2xi</.a

1
_( 2

——?—tze(é +b+c)
/@

2266  Del ociante de la esfera x2+y2+z2<c2,x >0,y >0, z >0, se ha cortado el
- X Vv
cuerpo OABC, limitado por los planos coordenadas y por el plano _+F: 1,
a

(a<c, b<o).

X2+y2+z22<c2,x>0,y>0,z>0

- XV L
La ecuacion del plano —+—=1, a<¢c, b<c por definicion

v Jdne :mezz
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2267

0<x< a

M = dydz => 0<y<b(l-—5
-iff a
0<r<Te -.r2-y

MW WEX al? £2-\2

. H "(f z dz)dy)dx

(c2-*2-y 2)dy)dx

C2/(21i )- x2|r(‘]I D |_) ;

. 5 . .
M :u—b(-a" +6c2-£'r2)\ =— ((Scz-atz-bI )

24 24
En el cuerpo de forma semiesférica x2+y2+z2<a2,z >0, la densidad varia

proporcionalmente a la distancia desde el punto al centro. Hallar el centro de
gravedad de este cuerpo.
Desarrollo

X+y2+z2<a2,z>0 pordato p(r)-kr

por definicibn M ” ~ JAJ rcim “once
rr rr
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1
M=—_,JJJrPdv=— g4 krdVv
“eitp= T P

donde dV es el volumen que encierra la masa M, en coordenadas polares

r = r(senOeos () sen0sen (e0s0), donde 0<<9<~, 0<()<2rt 0<r<a

o5 f g kr2(sen 0 eos <) sen 6 sen fi, cos 0).r2sen OdrdOdfi

Mxr krddr)sen20 d6) eos fidfi = 0
mf-W

krddr)sen26 d0)senfidfi- 0

Ve
M e .Ifl kr eos#sen0dOd(j>dr
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2268

Insen™O j¥ Kr Ja KX&b
/o5 /0" ~T

M= jj"jdm=jjjpdV =kjjjrisen0drd0d0

sV cV SV
kxab
M:k'.i4]2 _l(_l:l_qf]-, = 05 :_2a
M kxa4 5
2
XCM y'CM U ZCM »-ga

Hallar el centro de gravedad del cuerpo limitado por el paraboloide
y2+2z2=4x yporel plano x =2,

Desarrollo

Sea dvV:\"

de donde v2+-r—=4x
\x-2 ' 1

En el problema no da la funcién de densidad se asume que esta es constante, es

decir p(x,y,z) = p por definicién:

dv dv

donde también por definicion M - | ¥Pd\
i f
dv
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Desarrollo
Jp#
reti -( f« >j\jrpdy * -11’Z'Z/V = = JJJ(risen2cp-\-z2)r d (pdr dz u?zh (3a2+4/r)
ish IT 8V
dv dv
=2 . . R .
J I M A)dx donde A(x) es e drea de la de la elipse El eje del cilindro se toma cc?mo ?Je 0z, al plano de la base de.l cilindro como
plano XOY. El momento de inercia se calcula con respecto al eje OX. Después
dv
de pasar a las coordenadas cilindricas, el cuadrado de la distancia del elemento

correspondiente a la interseccion del plano x = x con dW
rdpdrdz al eje OX es igual a r2sen2p+z2.

2 — oy
:y*_2+z_ - i donde \Ia 2£x A(X) = 22X
- N
4x 2X \b=J2 2270  Hallar el momento de inercia del cono circular que tiene por altura h, por radio
de la base a'y de densidad p, con respecto al diametro de su base.

AX)=2t02x => i j f '- 1 2/rVIxdx = 4:1V2

sV Desarrollo
rff 2x pl4x-2z2 re/
WdV =v=s dy)dz)dx |'l:|dzclm
Jdg/ J Jb  S-Sx J-\l4x-2z22 bv
V=2P (Il \j4x-2z2dz)dx =2yj2n P xdx V = 4[2rm lyy = H?’ L<Pdv
i) i-j2x J) v
4 ) V oA
por lo tanto xQM = —"=— iyy-P ]]fde
4>[2/r NPw 3 ev*
dv
_A> C o .
= yem = zem = o P°r simetria
r - (reos<ft,rsen0,z) \r\=F +7

2269  Hallar el momento de inercia del cilindro circular, que tiene por altura h y por
radio de la base a, con respecto al eje que sirve de diametro de la base del

propio cilindro. d(p.eje y)=\opxg |:VF*i +Z2
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i j k
opxj =x y z=-zi+xk
O 10
(r2eos2 (p\:-z2)rdrdfidz
av dv
=pr (f wt 2°0S2 <t>+22)r

r(—+z2)dr)dz
r r *

= 2/r/°( L] |O| m{ea +2H2)

2271 Hallar la atraccidon que ejerce el cono homogéneo, de altura h y angulo en el

vértice a (en la seccion axial), sobre un punto material, que tenga una unidad
de masa y que este situado en su vértice.

Desarrollo
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M = masa del cono (se asume que la densidad por la ley de gravitacion
universal del cono es constante)

—
“T*  -km}m2un . - .
rj2=-—- l----L-j---dohde m} y m2 son masas puntuales y r12 es la'distancia

. . i
entre ellos, k= constante universal te gravitacion Fn = ___I_<_m_nu_y_}2 . (D)

r\2
—>

Fn = fuerza de atraccion de la masa
unitario cuyo sentido va de a m2

sobre la masa m2, MI2= vector

— —

mx=dm, w2=1, r22=(0,0,/)-r

en coordenadas cilindricas r = (reos <) rsen<z)
N

r12=(0,0,h) - (reos()rsen<$¥), 0 < <2
O<z<h
O<r <a(l-~
r <a( h)

_ "ciw(reosfiKrse/? z- /i)

J

d Fn

para encontrar la fuerza total gravitacional del cono sobre la particula de masa
m debemos de integrar.

dm{r eos (zrsen ),z - h)
mil .. .l :

dv~ [r2+(h-2z)2]2
eos <t rsen(j),z- h)rdrd(,)dz
Ftotal —kp II

[r2+(z- )2]2
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e 0%
es evidente que Fx- F =Oporque | semPli= | eos()dj) =0
T %
dv [re+(z-h)2]2
Ve
-2knp I (z-h)dz dr
[r2+(h—2)2]2
-Ijikp*- h. —S—f
h-z
=-2nA?(1- cosa)zj =-Ixkrph(\ - cosa)
Froté/ = -17zkph(\ - cosa) w2
2272  Demostrar, que la atraccidon que ejerce una esfera homogénea sobre un punto

material exterior a ella no varia, si toda la masa de la esfera se concentra en su

centro.
Desarrollo

§B% = -2 i

d P2 - — o~ coeeee ri2
e ©
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krnM dV

F !\2
ri2=r2- /) =(0,0,z0)- (rsen6 eos (j) rsen0sen (j),reos0)

jri2z|l=r2= [rzsen2@+ (z0+ reos#)a]ﬁ, entonces se tiene

Isen0drdOdé : : 6
risendar e —{rsend eos<p,sen63en<i>,re056 - 20)

ér* krnM

o = .

[r'sen™6 + (reos0-zoy]2

Ftod = JJJi/ F

cVv

//IkmM risen OdrdO dO(r sen 0 eos (f),sen 0 sen (@ reos0 - z0)

F *
dv [r2sen20 + (reosO - z0y ]2
r p2ir
sen<f>g> = cos<j)d/>= 0)
kmM j i J r sen0(reos0- z0)drdO ds)

b- totai=~ v ~ -I: f f r
[r2sen20 + (reos6 - z0)2]2

2kkmM €. f r2sem6(reosQ- z0)g®"
J 4 (r2+zg- é\rzOcos#)~

2nkmM jf* A _r2gr- - NizkmM frret

F
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AckMm R®  AnkMm R
vzl T
kKMm (@)
ademas la fuerza entre dos masas puntuales
. (P

por lo tanto (a) y (p) son exactamente iguales las expresiones.

INTEGRALES IMPROPRIAS, DEPENDIENTES DE UN
PARAMETRO. INTEGRALES IMPROPIAS MULTIPLES

Ira. DERIVADA RESPECTO DEL PARAMETRO.-

Cumpliendo ciertas restricciones que se impone a las funciones f(x,a) y
fa(x,a) y a las correspondientes integrales impropias, se verifica la regla de

Leibnis.

f(xya)dx - fa(x,a)dx

da |

2do. INTEGRALES DOBLES IMPROPIAS.-

a) CASO EN QUE EL RECINTO DE INTEGRACION ES INFINITO.-

Si la funcidn f(x,y) es continua en un recinto infinito S, se supone.

i h ,y)dxdy = Hm [J/(x, y)dxdy .. 0)
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b)

donde C es un recinto finito, situado totalmente en S, entendiéndose por
C — S, que ampliamos el recinto C segln una ley arbitraria, de manera
que en este entre y permanezca en el cualquier punto del recinto S.

Si el segundo miembro tiene limite y éste no depende de la eleccién que
se haga de C, la correspondiente integral impropia recibe el nombre de
convergente; en el caso contrario se llama divergente.

Si la funcion subintegral f(x,y) no es negativa (f(x,y) > 0), para que la
integral impropia sea convergente es necesario y suficiente que exista él
limite del segundo miembro de la igualdad (1), aunque sea para un
sistema de recintos C que completen el recinto S.

CASO DE UNA FUNCION DISCONTINUA »

Si la funcién f(x,y) es continua en todo recinto cerrado y acotado S, a
excepcién del punto P(a,b), se supone.

W (x9Y)dxdy = lim ~f(x,y)dxdy - (2)
©® , "

donde Se es el recinto que resulta de excluir del S un recinto interior

pequefio de didmetro f, que contiene al punto P. En el caso de que exista él
limite (2) y de que no dependa de la forma de los recintos interiores
pequefios que se excluyan del recinto S, la integral considerada se llama
convergente, mientras que en el caso contrario, es divergente.

Si f(x,y) > 0, él limite del segundo miembro de la igualdad (2) no depende

de la forma de los recintos internos que se excluyen de S; en particular, en
. . . . £
calidad de tales recintos pueden tomarse circulos de radio con centro

en el punto P.
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El concepto de integrales impropias dobles es facil pasarlo al caso de integrales ahora sumando (1) y (2) se tiene:

triples.
+N = 2 r X[AV-e)2-x2]x/(z)dz , r™N[3(>-2)2-x2]x/(z) Uz
5x2 CI2 L [x2+(>--2)2]3 “JL [x2+{y~z)2f
2273 Hallar f\x) ,si /(.v) - e Mdy,x>0
d2u 52w_
Desarrollo ex2  dR
/()= i enrdy=- l exydy+ | exdy, calculando la derivada 2275  La transformada de Laplace F(p) para la funcién f(t) se determina por la
» . . formula F(p)= f e-p'f(t)dt. Hallar F(p) si
fix) =-~e y e'ydy
- f a) f()=1 b) f(t)- ed c) f(t) =sen pt d) f(t) = eos pt
Desarrollo
2274  Demostrar, que la funcién n- | _xf(z)az satisface a la ecuacion de
L x *+(y-2)~
dou d2u a) F(p)=£ epf(t)dt=J e-pdt=--y /[ "=~ (0-)=-
laplace ——+—- =0. P
ob2 dy2
Desarrollo —
)
xf(z)dz ~ 8u f' ((y-2)2-x")f(z2)
oox2+(y-z)2 dx [x2+(y-2)2]2 b) F(p)=J e-pf{t)dt=£ e-peadt=J e fjldt
Bly-2)2-x2)x1(2) . (g efap)t re |
8X2 Ir [x2+(~-2)2]3 — / =0

du _2f (y-z)xf(z)dz

dy I x[x2+(y-2)2]2 c) F(p)= e pf(t)dt = j*°e ptsenfitdi

[3(j-2)2-x2]x/(z)tfe @ -psenfit- Peospt /3 p
N i ~
dy JLx [v2+ (7 -2)213 F{p)"cpsmpr npi Mo p2+p2
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2276  Aplicando la formula J xn l\wxdx=~, n > 0, calcular la integral
|
Vd
I xn 1llnxdx
Desarrollo
. du - o
ii- Inx
=
dv = xn[dx _
v=m
fx"]In,va= — /' --- fxnrdx=0—V =*
J « 70 nj, nz n-
V k Inxdx ~ - -
2277  Aplicando la formula e ptdt = ,p >0, calcular la integral fre-pldt
Desarrollo
‘ du ~21dt
?
JH=r ap*
\dv = e~ptdt V- -
te~"ptdt
\U~t da = dt
N P
\dv =e~p,dt

integrales Multiplesy Curvilineas

2278

2279

r e-pit2dt=—[-¥— r +—1i
J) P P to P

Utilizando la derivacion respecto al
integrales.

¢ A
dx, (a>0, p>0)

Desarrollo

425

parametro, calcular las siguientes

-— — dx= - dx- = - dx (D)

F(a) = th') ——dx = Fla) =- | e-a*dx=-— => F(a) =-Ina ..(2)

Jj

a

F(fi) = dx => F\fi) =- 17%e~pxdx=~ = F(P)- -In@ ... (3)

Reemplazando (2), (3) en (1)

e~ak - e"fix fi
-¢X=-1Ina+In/?2=In-
f X @

-0CX _-~pXx

S senmxdx (a >0, P>0)

f

Desarrollo

L{senmx}=-~— = =
s +m X

f -T~ - Tdy
Jsir+nt
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L{senmx) = - arctg S—
2 “ni

-0CX - fii x
¢Tj? ------ 8 v K are/g SR (e arctg-'—s-frﬂ)x
X 2 2 m
e ax-e”M x S s+a
11 —sen(mx)dx) = arctg--------- arctg -
e ERE sen(mx)ax = arctg TP arctgdt@
i X m m
A r S+p s+a
0 I — sen(mx)dx = hm(arct arct
$»0 X (m) s—+o< g J mn?
P a
- arctg-----arctg —
m m
2280 arctgax,
fox(l+x)

Desarrollo

Sea F(a) = \ ar-t?ax dx, derivando
A 411+x2)

dx
Fla) 'f(l+x2)(|+ aV)

F (a) = fCD(AXJrE+ oxx D . ! 7[arctgx-aarctg ax]é
b 1+x 1+a x i-a2 lc
1 : m
_(_/'_I'___a 3= --------- X (a) =—I£1(1+ a)

2281

Integrales Multiplesy Curvilineas

r dx=- In(1+a)
I x(1+x2)
tW +c¢¢)dx
w XV I-X2
Desarrollo
Sea F(a)= fll—nlt«gxg)dx, derivando se tiene:
| VT
Ve g
Fla) =-2a I
(I-a2x2)yj\-x2
1 dx_ f dx
______ = +a -
(ax + )V 1-x2 i) (ax- VI« X2
(«¢jc+IW I-x2 J) |
f o =yfr2- tin(a2+a -1)

i) (ax +1)vi-x2

f-X—m =Va2-1In(a2- a -1)
J) (ax - v 1- x2

reemplazando (2) y (3) en (1)

Fla) =-aiJci2-1 in(a2+«-1)- 4a2- 1lIn(a2- a -1)]

2+a-I
=-a-v/a2-1 In(-a +a
al-a-|
Ve 2 2 —
|— Cr==J-dx=x (4\-a“- 1)

X2X M T

427

-(2)

)
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2287
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X = reos#
Sea dx dy =rdr d0

y - rsen0

L dy n
Pasando a coordenadas polares se tiene: | dx | -
0 (x2+y2+a2)2 4a2

La integral de Euler - Poisson, determinada por la formula / =  e~x dx, se
puede escribir también en la forma |1 =  é~y dy multiplicando entre si estas

formulas y pasando después a las coordenadas polares, calcular I.

Desarrollo

dy

ysea |- lim/ el valorde laintegral
p—0G

Luego /;
RP

Donde Rp es el cuadrado OABC de lado P

Sea la regién del primer cuadrante comprendida por la circunferencia de

radio P, es decir: e (X Y )dxdy

Y R2 la regién del primer cuadrante correspondiente por la circunferencia de

radio yflp , es decir: \]P (x + ldxdy , luego

Integrales Multiplesy Curvilineas

Jle  #y)dxdy<l2< ||

por medio de coordenadas polares se tiene:

e rrdr)do<l2<

e (A "dxdy

\X = rco$6
y =rsen0
e ' rdr)dO

431

=> dx dy =rdrd0

I(l-e pl) < I2<Z(1-e Ipi), tomando limite cuando p-» o se tiene:
p

lim—(1-e < lim_12
plpa (4¢P < iy

“ppa e ®

Iy 222 Mdonde 2 =2 = ¥
4 4 4

X2 =
2

r

2288  Calcular F M

e
(x2+y2+z2+1)2

Desarrollo
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2289

Pasando a coordenadas esféricas se tiene:

x=peosOsen() , y=psenOsen) , z=peos 9

H * f (x2+y2di22+ 12

r r r

Eduardo Espinoza Ramos

dz

1 (1 J, (x2+y2+z2+1)2~ dX

p259n(Pd m v e n

mr-r-r-

Auveriguar si convergen las integrales dobles impropias.

In(x +y )dxdy, donde Ses él circulo x +y <1

Excluimos de S el origen de coordenadas con su entorno de amplitud e, es

decir examinamos I£ = ij2+y2dxdy, donde el recinto que se excluye

es un circulo de radio £ con centro en el origen de coordenadas, pasando a las

Desarrollo

s

coordenadas polares tenemos:

v.]’hiXZ +y2dxdy=

Wjr[— — In¢*- de donde
I 5 e

. X2+y2dxd
i N y y

r\nrdr)dO =

A Xnrj

Jar1de
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2290

2291

. — , donde S es un recinto que se determina por la desigualdad
|5f1( r+ rf

x2+y2>1 (parte exterior del circulo).

Desarrollo

. . . |
=l e —- do=1 (0+-——-- )d0 cuando 2a -2>0
| (2a-2)r " i, 2a -2

k .
Luego I'[—# ¢ - es convergente si a >
—

i ~  ,donde Sesuncuadrado |x|< 1 Jy|<
Tyix-y)
Desarrollo

Ponemos a larecta y = x con una franja estrecha y supongamos

f f = f( +lim f( f
Nyj(x-y) o s s J) h+e%[(x-y)~
. . dxdy
Los dos limites existe por lotanto 11 r . es convergente.
IV (v-y)2
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fff  dxdydz ) ]

2292 M |—9---9--—-7—, donde V es un recinto, gque se determina por la
JJI(x2+y2+z2f M
\%

desigualdad x2+y2+z2> 1 (parte exterior de la esfera)

Desarrollo
Pasando a coordenadas esféricas se tiene:

x=peosOsen&$, y=psen0Osen$, z=peos ()

- r (r Qymnde si2a-3>0

) i, 2a
=t e r de
J) 2ar-3/ o
sia SRS 2 —-2/r sia> 3
2 2a-3 2
Luego fff_ dxdydz _ _  AD o s
JJJOr +y +zMa 2a-3 5

. 3
Por lo tanto es convergente si a > —
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INTEGRALES CURVILINEAS.
Ira. INTEGRALES CURVILINEAS DE PRIMER TIPO.-

Sea f(x,y) una funcién continua e y = cp(X), a < x <b, la ecuacién de una
curva plana determinada C. Marcamos un sistema de puntos MAXMy”N (i =
0,1,2,3...,n), que dividen a la curva C en arcos elementales =AY Y

formamos la suma integral.

n

Sn~ "™ NA(xfyi)AS; . El limite de esta suma, cuando n -» 0 y ASj —0
ifrl

recibe el nombre de integral curvilinea de primer tipo.

(dS es la diferencial del arco) y se calcula por la formula

[ f(x,y)dS = ~M(x,(p(x))4 +<p"\x)dx

En el caso de que la curva C esté dada en forma paramétrica x = cp(t), y = vi/(t),

(a <t<p) tenemos

Se considera también las integrales curvilineas de primer tipo de funciones de
tres variables f(x,y,z), tomadas sobre una curva en el espacio, que se calculan

analogamente.



436

Eduardo Espinoza Ramos

La integral curvilinea de primer tipo no depende del sentido del camino
de integracion. Si la funcién sub integral f se interpreta como la
densidad lineal de la curva de integracion C esta integral representarda de
por si la masa de curva C.

2do. INTEGRALES CURVILINEAS DE SEGUNDO TIPO.-

Si P(x,y) ¥y Q(x,y) son funciones continuas e y = cp(x) es una curva plana C, que
se recorre al variar x desde a hasta b, la correspondiente integral curvilinea de
segundo tipo se expresa de la forma siguiente:

y)dx +Q(xyy)dy = f [P(X, (P(¥)) + Q(x. (P(x))-(p'()]¢/x

En el caso mas general, cuando la curva C se daen la forma paramétrica
x = cp(t), y = \j/(t), donde t varia de a hasta [3 tenemos:

_ POGY)dx+QOxy)dy = 1 [P{(p(1).y())<p\) +Q (<p(t),V)\dt
|

Férmulas analogas son validas para la integral curvilinea de segundo tipo
tomada sobre una curva en el espacio.

3er. CASO DE INTEGRAL EXACTA.-

Si la expresiéon subintegral de la integral curvilinea de segundo tipo es la
diferencial exacta de una funcién uniforme determinada U = u(x,y), es decir:

P(x,y) dx + Q(x,y) dy - du(x,y) esta integral curvilinea no depende del camino
de integracion y se cumple la férmula de Newton - Leibniz.

KW2)
J_ _)ﬁ]x, y)dx+Q(x, y)dy =u(x2,y2)-u(xl,y1) (1)
el
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donde (x”j,) es le punto inicial y (x2,y2), el punto final del camino. En

particular, si el contorno de integracién C es cerrado se tiene:

P(x,y)dx +Q(x, y)dy =0 - (2)
Si, 1) el contorno de integracién C estd comprendido totalmente en un
determinado recinto simplemente conexo Sy 2) las funciones P(x,y) y Q(X,y)
junto con sus derivadas parciales de ler orden, son continuas en el recinto S, la
condicién necesaria y suficiente para la existencia de la funcién u es que se
verifique idénticamente en todo el recinto S la igualdad .

~dx - ¥y 3>

Si no se cumple la condicién (1) y (2), la subsistencia de la condicion (3) no
garantiza a la existencia de la funcidon uniforme u y las formulas (1) y (2)
pueden resultar ser erroneas.

Sefialemos un procedimiento para hallar la funcién u(x,y) por medio de su
diferencial exacta, basado en el empleo de las integrales curvilineas.

4to. FORMULAS DE GREEN PARA EL PLANO.-

(7) Si C es la frontera del recinto S y las funciones P(x,y) y Q(X,y) son
continuas, junto con sus derivadas parciales de ler orden, en el recinto
cerrado S + C. Se verifica la formula de Green.

CM Pdx +Qdy =
5

donde el sentido del recorrido del contomo C se eligen de forma que el
recinto S queda a la izquierda.
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5to. APLICACIONES DE LAS INTEGRALES CURVILINEAS.-

El &rea limitada por un contorno cerrado C, es igual a:
S=-(" ydx = (™ xdy

(el sentido del recorrido del contorno debe elegirse contrario al movimiento de
las agujas del reloj).

Mas (til para las aplicaciones en la siguiente formula.

f (xdy-ydy) =~-Ch xdy-ydx = LB »x2d &
c 2 Jc ¢ % X

© El trabajo de una fuerza, cuyas proyecciones sean X =X(X,y,2),

Y - y(x\y,z), Z = z(x,y,z) (0o correspondientemente, el trabajo de un
campo de fuerzas) a lo largo del camino de C, se expresa por la integral.

A= ] xdx +ydy+zdz
|

Si la fuerza tiene potencial, es decir, si existe una funcién U = u(x,y,z)

(funcidn potencial o de fuerza) tal que: —
dx y

El trabajo independientemente de la forma del camino C, es igual a:

Mx2,y2,22)
du = u(x2,y2,22)-u (XX yxzx)

nA',Vi,Z,)

w2yd2>
A xdx-\-y dy +zdz
451 Y\A)

donde (xxyxzX) es el punto inicial y (x2,y2,z2) el punto final del
camino.
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2293

INTEGRALES CURVILINEAS DE PRIMER TIPO .-

Calcular las siguientes integrales curvilineas.

xydS , donde C es el contorno del cuadrado |x |+ |y |=4a a>0

axt)=(a-at,at), 0<t<1
a2(0 =(-at,a-at), 0<t<1
a3(t) =(-a +at,-at), 0<t<lI

a4(t) = (at,-a+at), 0<t<1

a2t) =(-a,-a) => \a2(t)\="j2a

cey(t) =(a,-a) \a-i\t)\=y[2a

a4\t) :(a,a) => \a4\t)\=yi2&

j xydS= i xydS+ j xydS+ j xydS+ xydS
*3

|
JC Joi N o *#

= (a- at)atJladt+ -at(a- at)Jladt+
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+ -at(-a +at)yjadt+ at(-a +at)-Jladt

fxydS=a ~ [MA /\Ma -2~ +8) [\
Je 2 3o 2310

w1l
2 3/o 2 3/o
,3 ,3
I ity S = V2a3[-— A S ) ]/
3 2 3 2 2 273
=V2aV -i2+ f-i3) /=
2294 , , donde C es un segmento de recta que une entre si los puntos
FryjxRy* +4
0(0,0) y A(12).
Desarrollo
Sea a(t) = (t20) = a'(/) =(1,2) = |a'(/)]=V5
a(a) =(a,2a) =(0,0) = a=0
a(b) = (b2b) = (12) => b=1
ot JX +4  j)yjt2+4/2+4 i)Vsr +4 0

=In|V?+31 In10+2Ek1In |~ |
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2295 rx>>(,/S donde C es el cuadrante de la elipse — +— =1, situado en el
i Je al b

primer cuadrante.
Desarrollo

Sea a(t) =(aeost bsent) = a\t) =(-asent,beost)

\a \t) |= v a2sen2t + b2eos2/

n
xvdS = f2aeost.bsentja2sen2t +b2eos2t dt

ab 4 2(a2- b2)cosisent(a2sen2l+b2eos2t)2dt
2(a2-b2) )
b 31
a —(aZsen~t+b2eosZt)2/ 2
2(a2- b2) 3
ab ab(a'"-b3) ab(a2+ab+b2)

2296 , y2dS, donde C es el primer arco de la cicloide x- a(t- sent),
|
y =a(l - eos t).
Desarrollo

Sea a(t) =(a(t- sent), a(1- eost)), Q<t<~

al\t) =(a(\ - eos/),asent) => |a\t) |=V2aVT"cosT

1 1
Fy2dS —  a2(l- eost)242aVi- eostdt =yj2a3 4send”.yflsen —dt
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ydS =8a | (1-cos -~Ysen~dt

1
:8a3 | (1- 2e0s2—+ eos4d—)sen —dt
b 2 2 2

2297 yx2+y2dS,donde C es el arco de la envolvente de la circunferencia
x=a(cost+tsent), y=a(sent, atsent) (0<t<2n)
Desarrollo

a(t) = (a(cost+tsent), a(sent- leost)) => a\t) - (ateost,atsent)

dS =\a'(t) |dt =yjat2eo0s2t +a2t2sen2t = atdt

yjx24-y2dS = yJa2(cost+tsent)2+a2(sent-t eost)2at dt

=a2| VI+r/ill =y (1 +r)2/ 2=y [(1 +4;r)2-1]

2298 ,(X2+y2)2dS, donde C es el arco de la espiral logaritmica r - aeng
|
(m > 0) desde el punto A(0,a) hasta el punto 0(-00,0).

Desarrollo
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2299

X=reos@, y=rsen@

X = aenfpeos
\y = aemsen @

Sea oc((p) = (aenfpeos opaenfmsen cp), oo < P<co

a \(p) = aemp(meos (p -sen 4 msen @+ €os ()

\a\cp) |=aenpTn2+1

| (x2+y2)2dS= £ adednppempIm2+\d<p =W m 2+1£ <Bmpop

asyim2+1  nfp /° _trVw2+l Q
5m / 0 5ni

; X+ vzﬁad-(? ~——
- r,ir,, T (0]

(x+y)dS , donde C es el lazo derecho de la lemniscata r2 =a" eos 2"

Desarrollo
v . X=reos
|
- o y =rsen(p
" X IX - a-Jeos 2”>e0s (p
""""" /) AN I>=aJcos2(p sen(p

Sea a((p) = (@>Jcos2(p cos(p,a”*[cos2”sencp)

443
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_sendlp _ eog3p

a\<p) =a( ,
Alcos2(p yjcos2(p

\a'(9)\=a
Acos2#  yjcos2(p
A
'(x +y)dS = l4 (aJcos 2peos +aJeos2psencp)-j=~=r dp
I JL* yJcos2<p

=a2 | (eosq+sen<P)dPp = a2(sen<p-eos<)j 4"

_ 2us§2 72_ 72 V2:2
=) (5 Z)Jay/‘l

3
2230 , (x+2)¢/£ ,donde Cesunarcodelacurva x=t, y=—, z2=¢3,0<t<1
|

y/2

Desarrollo

Integrales Mdultiplesy Curvilineas 445

ds . . e
2301 )| —--—-——donde C es la primera espira de la hélice circular x =  aeos t,
l:x+y+z

z=asent, z="bt
Desarrollo

Sea a(t) =(acost asent, bt), 0<t<2k
cc\t) = (~asent,acost,b) => \a\t)\=Ja2+b2

f ds r*Ja2+b2dt Jal+b2 bt /

ic77/77°1 ~TwF— " r dag-al

Ja2+b2 27ib
a

rct
ab J
2302 \J2y +z dS,donde Ceselcirculo x +y +z -a ,y=xX
Desarrollo

<|'x2+y2+22:a12

C: arametnzando la curva se tiéne:
p
[y=~
acost acost
X =— pl—, z =asent, y.=—
V2 V2
Sea <<(/))5‘:fa—(:8§5t—,ico—5t,asent) '
V2

~ N
£ '(13(= (____\/E _____a_f_/e;nt idQosty = 10’(73(': \/azsenzt + a2 eos t=a

J2y2+22 Ja2eos2t+aXen2tadt =a2  dt=2na~
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Hallar el area de la superficie lateral del cilindro parabolico y :-E::x 2, limitado

por los planosz=0,x=0,z=X, y = 6.

Desarrollo

El area de la superficie lateral del cilindro que tiene la generatriz paralela al eje
0OZ, cuya base es el cilindro de integracion y las alturas iguales a los valores de

la funcion subintegral, por esto S= Jxé/S donde C es el arco OA de la

2
parébola y = 3x2 que une los puntos (0,0), (4,6).

3i2
Sea a(t) = (t2), o<t<4

912

a® =00 = \ar)=ars 2

s“ixds'ip T "d*1

Hallar la longitud del arco de hélice conica x =aetcost,

z-ael, desde el punto 0(0,0,0) hasta el punto A(a,0,a).

Desarrollo

Sea a(t) = (ae eost,ae\sent,ae()
a(tx) = (aexeostx aeffsentx aet[) = (0,0,0) = t{—»wm

a(t2) = (@ereost2,a8"5ent2,aep) = (3,0,a) => t2=0

y = aelsent,

Integrales Multiplesy Curvilineas

a\t) = ael(eost-sent, sent +cos/,I) => |a\t) |= ae*

= AMa\t)\dt = j'0 ayfiexdt = ajle*j =aj3

2305  Determinar la masa del contorno de la elipse x2 +%2 =1, si su densidad lineal
a
en cada punto M(x,y) es igual |y |
Desarrollo
M y)dS donde p(xy) = |y|
2 2
a b2
paramétrizando la curva x =acost, y=bsent
Sea a(t) =(aeost, bsent)
A N
a' = (-asent,beost) => |a\t) |=yjaZen2t +b2eos2t
M - JN|y|rf5= beost\]a2sen~t + b2eos2t dt
A + .afn e AIT:102)
Ja2-b2 a
2306  Hallar la masa de la primera espira de la hélice circular x =aeost, y=asent,

y L=ad3

z = bt, si la densidad en cada punto es igual al radio vector del mismo.

Desarrollo

447
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<
I

~p(x,y,z)dS donde p(x,y,z) =y*2+y2+2z2

<
Il

f>/x2+y '+z2dS y C: a(t) =(acost, asent, bt)
a'(t) =(-asent,aeost,b) => \a'(t)\-yja2+b2

M = Va2 + Zi2-yla2 ~+2dt~yfa2~H2  Ja2+ (>)2dt

4~
& A [ 4a2+b22+— In|bt+ra2+ 22 []/
2 2 2 /o

12 2
=— AN [271bJa2+4b22 +a2in|2;6 +Ja2+4b272 |-a2lIna]

?‘n , 7T+ Jaz +4b¢7IZ
a

:yﬂ;\ +6|T[W'5 +4b2ﬂ2 +%

Determinar las coordenadas del centro de gravedad del semi arco de la cicloide
x=a(t- sent),y=a(l - eost), 0<t<2n

Desarrollo

Sea a(t) = (a(t- sent), a(l - eost)) de donde

a\t) - (a(\- eost),asent) => |a\t) |= a42\]\ - eos/ - 2asen2—

M = |a\t) \dt =2a sen”dt =-4acos*-j -4a

integrales Multiplesy Curvilineas 449

2308

2309

Ib a(t - sent)2asen ?dt | a(1- eost)2asen ?dt
J

_4da 4a
M 3 7 M 3
4a 4a
Luego las coordenadas son )

Hallar el momento de inercia con respecto al eje OZ, de la primera espira de la
hélice circular x =aeost, y=asent, z=ht

Desarrollo

Sea a(t) = (aeost, asent, bt)

a\t) = (-asent,acost,b) => \a'(t)\=Ja2+b2

/T=J (M+y2)p(x,y,z)dS = (a2eo0s2t + a2sen2t)\la2 + £2dt

2+b2dt = 27Ta2y[a2 +/T

¢Con qué fuerza influye la masa M, distribuida con densidad constante por la

circunferencia x2+y2—a', z * 0, sobre la masa m, situada en el punto

A(0,0,b)?
Desarrollo

Sea U(x,y,z) =u funcién potencial de la fuerza ademas
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Eduardo Espinoza Ramos

Luego F = [xdx +ydy +zdz=- ***

donde X = x(xy,2), Y = y(x,y,z), Z = z(x,y,z) son las proyecciones

correspondientes al trabajo de campo de fuerza.
INTEGRALES CURVILINEAS DE SEGUNDO TIPO.-
Calcular las siguientes integrales curvilineas.
I (x2- 2xy)dx + (2xy +y 2)dy , donde AB es el arco de la pardbola y =x2]
Jab

que van desde el punto A(1,1) hasta respecto B(2,4).

Desarrollo

Sea a(x) =(x,x2), 1l<x<2

J  (x2- 2xy)dx + (2xy +y 2)dy = J [(x2- 2xJ) + (2x3 + x4)2x]dx

=[x 2 3G +2x k= (1-’Sﬁ-_?ff‘--+4¥1--h@){2

J 3 2 2 3
- (’.8- 80 + ---:1'.2.8+ E‘) -'%-----.]2 +4. + -gl
3 5 3 3 25
0§ e 11219 0B
3 5 2 30 30

J*(2a- y)dx +xdy, donde C es el primer arco de la cicloide x = a(t - sen t),

y =a(l -eost)recorrido en el sentido del crecimiento del parametro t.

Integrales Mdltiplesy Curvilineas 451
Desarrollo
YI
\
0 ae 2ar X

2312

J (2a- y)dx+xdy= [2a- a(1l- eost)]a(\ - eost) 4a(t - sent)a Sent]dt

v 2( N
I [(a+aeost)a(\ - eost) +a2(t- sent)sent]dt

-a2 [(1-cos2t) +tsent -sen2t]dt = a2 tsentdt

=a2(sent- leost)/ =a2(0- 2n- 0)=-2aln
jio

2xydx-xrdy, tomandola a lo largo de las diferentes caminos, que parten
)A
del origen del coordenadas 0(0,0) y que finaliza en el punto A(2,1).

a)  Sobre larecta OmA.

b)  Sobre la parabola OnA, cuyo eje de simetria es eleje QY.
c)  Sobre la parabola OpA, cuyo eje de simetria es eleje OX.
d) Sobre linea quebrada OBA.

e) Sobre la linea quebrada OCA.
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v1 Desarrollo
Al
c(0.1) (2,1) v
i
a
0 B(2,0)0 X \ a \
Desarrollo 0 3K 2an X
a) Sea a(t) =(2ty, O<t< (2a- y)dx+xdy = [2a- a(\-eost)]a(] - cosi) +a(t - sent)a sen t]dt
i 2xydx- xldy = j[4r.2-4r]¢ll = f(8r-4/2)fl= fdrdt
Joa & b £ t i t 't [(@+acost)a(l- eost) +a (t- sent)sen t]dt
_4/3 > _4
3/ 0~3
-al [(A- eos2t) +tsent- sen2t]dt = a2 tsent dt
b) «(/)=(—), O<t<2
4 2 I 2 . 2
=a"(sent-teost)] -a~(0. 2;r. 0)=-2a"n
2xydx- x2dy= (—= 12 )A=0
2312 i 2xydx- x2dy, tomandola a lo largo de las diferentes caminos, que parten
Joa
del origen del coordenadas 0(0,0) y que finaliza en el punto A(2,1).
a) Sobre larecta OmA.
f 2xydx-x2dy= ;3 dt=—=—7r/ =— ; i i i i
JL2 y J\) @ 4) 2 % fo 20 b) Sobre la parabola OnA, cuyo eje de simetria es el eje OY.
c) Sobre la parabola OpA, cuyo eje de simetria es el eje OX.
2313 2xydx-\-x2dy en las mismas condiciones del problema 2312 d)  Sobre linea quebrada OBA

«L,

Desarrollo

e)  Sobre la linea quebrada OCA.
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a) Sea a(t) =(2tt), O<t<1

i 2xydx- x1dy = Jjn[4<',2.2-4t2]dt: J[){%Z-4t2)dt: JV t2dt

Joa

43,1 4
/o 3

b)a(i) = (i,—),4o<t< 2

foxvdx-x2dy = 1"(3- i2-)i* =0

iJvdr-Jdy. iV ¢, e
0" 20
2313 . Ixydx+x dy en las mismas condiciones del problema 2312

Desarrollo

Integrales Multiplesy Curvilineas 453
t
b) Sea a(t):(t,I), O<t<2

2xy dx + x2dy = +t~-)dt=  Vdt~4

en todas las demas caso también da 4

2314 -M, tomando a lo largo de la circunferencia x2 + y2 -a
J X2+~

en sentido contrario de las agujas del reloj.
Desarrollo

Sea a(t) =(aeost asent), 0<t<24

J*¥(x+y)dx- - y)dy _ f2 a(sent+eost)(-asent)- a(eost- sent)aeost
J X2+y2 J)

di
aZ cos? t + aZsen’t

r‘ali-senZt. senteost+senteost- eos2t) dt
- -
a2

fr J ¥ L2
I (—sen~t—eos" t)dt —ti  =-2/r
b 0
2315 , J 2/x+x2ly, donde C es la mitad superior de la elipse x=a eos t, y=b sen
|
que sigue en el sentido de las agujas del reloj.
Desarrollo

Sea a(t) =(aeost, bsent) de donde
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¢ (-ab2ser?t + a2 eos3t)dt

.’[-ab" (1- eos t)sent+a~b(1- sen”t)eost]dt

[, ser?t. #

c0s3y, (serf"’

= [-ac){-cos, + 2222 ) +abl(se

=[-a62(-1 +i) +«26(0- 0)]- [-a/,2(1- 1)]

:-ab (--) (_Eb_z)_!a_bz |ab2 b%

2316 j eosydx-senxdy , tomandola a lo largo de segmento AB de la directriz
Jab

del segundo éangulo coordenado, si la abscisa del punto A es igual a 2 y la
ordenada del punto B igual a 2.

Desarrollo
Seaa(t) = (-tt), -2<t<2

eosydx- senxdy =
Jab

(-eost-sen(-t))dt

eost +sent)dt

Integrales Mdaltiplesy Curvilineas 455

2317

2318

-(-sent- cost) //2 =(-sen1- eos2)- (-sen(-I) - cos(-2))

=(-sen 2- eos 2)- (sen 2- eos 2) = -2 sen 2

xy(ydx-xdy)
i C X2+y?2

donde C es el lazo derecho de la lemniscata

r2 = a2eoslcp, que sigue en el sentido contrario al de las agujas del reloj.

Desarrollo
\%
' 7 r2- a2eoslcp
- I 4
lyjcoslcp
— // \\ &—w X \x - r €0S@- aeos yleos lep
‘4 [v=rsen(p- asenqgyyeoslcp

4 asencpeoscpeoslcp(-asencpsen3cp-aeoscpeoslcp) d(p
f a2eosltpeos2p+a2eosl(psen2(p

xy(ydx-xdy) _

i ¢ ya.

sen @eos cp(sen gsen 3+ eos qeos 3q) dep
m 4 °

1

a sen l<peos4(pd@=0

4 impar

Calcular las integrales curvilineas de las expresiones diferenciales exactas

siguientes.
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*2,3) Desarrollo
a) I xdy+ vdx .,

4-1,2) Wiy + d

Desarrollo I LD e Y = in(x+y)
r- §4-$ 7(213)

xdy +ydx- d(x,y) =xy/ =6-(-2)=< X2¥0)
4~U) 412) " H*9 f) <p()dx + i//(y)dy
4V, V)

<y Desarrollo
b) Jf xdy + yx
Y LX2¥P) 2 rv

Desarrollo <p()dx+t//(y)dy- + cp(x)dx+ . <//(y)dy
Aw) i}
. *2t [ [ 25 -
-‘;an xdy +yd?< - leb (0,3)2_ P 12 2319  Hallar las funciones primitivas de las expresiones subintegrales y calcular las
siguientes integrales.
<D ’
c) I (x+»(dr+Jy) 30)
0,0) I (x4 + 4xyDdx + (6x2y 2-5 y4)dy
Desarrollo
-2,-1)
*|J) *1,1) Desarrollo
XY = (x+y)d(x+y) - pEnf W0 20
400) 400) 2 9o dP_i? 2
[P(x,y) =x4 4xj3 dy n
N2D «(Ix_ xclv 2*.]) = - N =
d i —3— - (poruncamino que no corte al eje OX) 1E2(%,J) = 6x2y 2- By 4E% 1dZXXV2
4i2) y
Desarrollo como IF =99 o5 exacta = d i,y
dy dx
r Ay o= frd(f)=E [ftl,=2-0= |
i) - y~ 4 'y oyt £ 2 2 talgoe y
dx qy
Cxy)dx+ . _
ei( !4—1]1)—x+€p¥)r un camino que no corte a larecta x +y =0) 5 y) - X4+4xv3 integrando
2 X
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[(x,y) = J(x444xy3)dx +g(y) “

.6,V +Sw =etart=6"V -5/
dy
g\y) =-5y = g(y) =-y5
5
(x,y) =X +2:33 -y
~<36) 1 3,0)
| (x4 &dxy3)/x+ (6x2v2- BA)dy = | df(x,y)
-2,-1) ~ ~ 4-2,-.)
. 30 243 32
fix, / =/(3,0)-/ (-2,-1) =(=">-(---8 +1)=62
y),(_zl_]) (3,0)- 7 ( ) (5 ( c )
b A i A 7+j0<fr+( r==r +x)d
) I*0’0)(A)(_+y(_l i (4x 5 )dy
Desarrollo

(— L= +y)dx+(
yx +y

xdx

J777

\ix-+y¢

VAR

Eduardo Espinoza Ramos

+2x2;/34g(y) derivando

- ydx +xdy

~ 4x2+y2 '

=d(-Ix2+y2)+d(xy) = d(y]x2+y2 +xy)

I (-?2=="+V)ix+(m L

400) YWX-+vy¢

YiXe +Y¢

m+X)<fy= f

40,0

4-j2 H>y)

integrales Multiplesy Curvilineas 459

2320

2321

— (I=JC~+ ~y2 + XV) [ —V2 41
/ (0,0)

1 x dx 4 ydy

Calcular la integral I toméndola en el sentido de las agujas del
D+ X4 \2

. . X2 V2
reloj; a lo largo del cuarto de la elipse — 4-— =1, que se encuentra en el

or Zr
primer cuadrante.
Desarrollo

Y1 Mg ~ L = fV 4% 4y?)

(O,b) M+ x2+y1 4 a.0)

' —\: ~ob (T
X \,\+x£+y‘]2// «0)

= VTT/?72'- vT~ <2

Demostrar, que si f(u) es una funcién continua y C es un contorno cerrado

“regular a trozos™\ la f (X% +ye)(xdx +ydy) =0
Desarrollo
Sea w=Xx“+>" => — =xdx+ydy

I(* 2+y2)(xdx +ydy) =1 J/(m)<*/ =0

cjl /(x2+y2)(xigr+y¢y)=0
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2322  Hallar la funcion primitiva u, si:
a) du=(2x + 3y)dx + (3x - 4y)dy
Desarrollo
[dP _ 3
jP=2x+3 N
Sea J Y oy
[Q=3x-4y 4Q _ 4
dx
Como dp -30 es exacta = d utal que
dy dx

du .

N =P =2x+3y, integrando u= *(2x +3y)dx +g(y)
u=X“+3xy+g(y), derivando respecto ay
C—u:3x+g\y) -Q =3x-4v
Sy

g'(y)=—4y = g(y)=-~2y2
b)

Desarrollo

) u ow 0 * .
Como du=—akx+— ¢ly entonces — =3x"- 2xy+Yy*, integrando
dx dy dx

w=1(3x~ - 2xy +y )dx+g(y)

U=x3- x2y + xy2+g(y), derivando respecto ay

Eduardo Espinoza Ramos

u=x~+3xy-2y2
du = (3x2- 2xy +y 2)dx - (x2- 2xy + 3y2)dy

2323

Integrales Multiplesy Curvilineas

X +2xy+9'(}) - -(x~ —-2xy+3v*)
cy

gly)=*~-3y2 => g(y) =-y '

du = __g§_+_ dy
X+)" X+>
Desarrollo
=X M _driv  dXty)
Xty Xty o Xty Xty
fc/(x +y) n[x+y |
J x+y

461

w- *3-X~y +xy2-y 3

u—n|x+y

Calcular las siguientes integrales curvilineas, tomadas a lo largo de curvas en el
espacio.

J (y—2)dx + (z —x)dy + (x .v)dz , dénde C es una espira de la hélice circular

X=aeost, y

J (y-2)dx +[z- x)dy + (x- y)dz ~

Desarrollo

asent, z="bt, correspondiente a la variacion del parametro t
desde 0 hasta 2.

[(asent- bt)(-asent) +

+(bt - aeost)aeost+ (aeost- asent)b]dt

r- (-asen2i +btsent+bteost- aeos2t+beost- bsen t]dt
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[-a 4b(t - t + bt 4-1) eos t]dt

= a[-at +b(-teos14-2sent+tsent + 2eos t)]J'
= a[(-2atu - 2b7 4-2b) - (2b)] = -2at(a + b)

2324 ydx+zdy+xdz, donde C es la circunferencia x =R eos a eost,
|

y=Reosa sent, z=Rsena (a = constante) recorriendo en el sentido del
crecimiento del parametro.
Desarrollo

cju’dx4rdy4xdz- [/?eosa sent(-R eosa sent) 4

4RsenaR cosa cost + Reosa eost.0]dt

= [-~2cos2a sen2t 4 R2sena eosa eos t]dt

| e0s2¢2(1-c0s2i) hsen a eos a eos t]dt

- f
= R[22y, sena RRART A - R-cos'an
2 /o
2325 i xydx +yzdy +zxdz, donde OA es el arco de Ila circunferencia

x24-y2+2z2=2RX, z = X, situado por el lado del plano XOZ, donde y > 0.

Desarrollo
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z=X => 2x24y2- 2Rx, paramétrizando

X N+zZ =0 =

2 2 2 4
R R i2R

donde jc=— F—eo0s?, Yy —El--- sent
2 2 2

serd a(t) = (—+—cost,-Rsent,—+—cost), 0<t<"~
2 2 22 2 2

xydx +yzdy +zxdz = [(—+ —cost)—2-R sent{—sent) +

+— Rseni(—+—eost)— £ eos/+ (—+—eo0st)2(-—sent)]dt
2 ( 2 2 ) 2 ( 2 2 ) ( 2 )]

_r~ 2 ) 1?3 1 .
= rr-—-7?3(+ cosi)sct7r2s +— (1+eos/).sew/cosf------ (1+eosi) sent]dt
i, 8 4 8

24 32

2326  Calcular las integrales curvilineas de las diferenciales exactas siguientes:

*6,4,8)
a) | xdx +ydy-zdz
«*1,0-3)
Desarrollo
*6,4,8) -
xdx +y dy-zdz 6A8)d{x_2+y2_22)
+*1,0,-3) ]1)-3) z
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X2+y2-22 /<648

---------------- / -“1[(36+ 16-64)-(1 +0-9)] =-2

) FORMULA DE GREEN.-
2 ! (03 2

2327 Valiéndose de la férmula de Green, transformar la integral curvilinea

a,b,c)
yz dx + zxdy + xy dz [ = (" yjx2+y2dx +y[xy + In(x +y]x2+y 2)]dy , donde el contorno C limita
b) f{iiD
Desarrollo un recinto S.
Desarrollo
Ma,b,c) (abc)
yzdx +zxdy +xydz = | d(xyz) =xyz/ dp
ni,1J 4i,U) 'Ly
Ip=i i X2+y2
3,4,5) .
T B e IQ=yDy +hix+\V#2+j2) 9 2
X2+y2+2z2 dx~y + x2+y2
Desarrollo
=(N AMx2+y2dx+y[xy +In(x +Ix2~+y2)]dy= JJ( ~ - &y
r* di¢gj+y2+z2)
“*000) yjx2+y2+z2 Jo.0.0)
fk . == )dxdy= i\y2dxdy
CA2+4y+Z2] (0": 5V2 x +y W hy2 1))
© (000
1. : Z (A Dy
0 Ly yzdx+zxdy +xy dz 2328 Aplicando el teorema de Green, calcular | = (" 2(x~+y2)dx+(x+y)2dy,

*,M) Xyz

donde C es el contorno de un triangulo, cuyos vértices estdn en los puntos

Desarrollo A(1,1), B(2,2) y C(l,3) y que recorre en sentido positivo. Comprobar el
resultado obtenido, calculando la integral directamente.

AN'Xylyzdx +zxdy +xydz _

I d(\nxyz) Desarrollo
4i,U) Xyz Jijl)

iP=2(x2+y2) dy
= In(jtyz) * =Inl- In1=0

14.0) [Q=(x+Y)2 dQ:g(X+y)
dx
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/= (% 2(x2+y2)dxt (x+y)2dy= = W(v2+y2dxdy = j[ T rdnds
2(x - y)dx dy | odd=Ft g0 RAT
i Alo A 2

2330  Por los puntos A(1,0) y B(2,3) se ha trazado una pardbola AmB, cuyo eje
i 2{x-y)dy)dx coincide con el eje OY, y su cuerda es AnB. Hallar la integral
mi’
Q (x+y)dx - (x- y)dy directamente, aplicando la formula de Green.
\Vi JAMBNA

4
.'(ZXy-VZ)J dx Desarrollo

=4] (Ax-x2-A)dx =4(2x2-?j-Ax)/* =4 (-y +2)=—40

y - k=4px
para A(1,0) se tiene: -k =4p

para B(2,3) setiene: 3- k= 16p
2329  Aplicando la férmula de Green, calcular la integral . -x2ydx +Xy2dy,

. . . . entonces p 11 4= 1
donde C es la circunferencia x2+y2 = R1, que se recorre en sentido contrario 4

al de las agujas del reloj.

2
L =x -1
Desarrollo uego y =x
dp .
|P=-x2 dyri o
1Q =xy2 dQ
dx

_ ) (x+y)dx-(x-y)dy
aplicando la formula de Green AmBNA

v
=Xy dx+xy dy = | [(--mmmmr- )dxdy
dx dy
S
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6 J 3

Hallar la integral | (y2dx + (i +xy)dy) si los puntos A y B estan

JAmB

situados en el eje OX y el area limitada por el camino de integracion AmB y
por el segmento AB, es igual a S.

Desarrollo

Por diferencial exacta se tiene:

9 6

N §
| exy[y2dx + (\ +xy)]dy = iyen) =ye¥/

AmB JLO) (a

=em (0)-eai0)(0)=0-0 =0

Calcularla (i —j— examinar dos casos:

Je x2+y
a) Cuando el origen de coordenadas esta fuera del contorno C.
b) Cuando el contorno rodea n veces el origen de coordenadas.

Desarrollo
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2333

2334

Je * +y .
|
xdy - y dx

- ik * +/

Demostrar que si C es una curva cerrada, entonces: cos(x,n)dS =0 donde

S es la longitud del arco y n la normal exterior.

Desarrollo

Si se supone que la direccion de la tangente coincide con la direccién del
d

recorrido positivo del contorno, tendremos que cos(x,n) =cos(y,0 = Y , por
C

to

consiguiente:

(jl cos(x,k)I5=(]" ~ds =(j dy=0 (> cos(x,n)ds =0

Valiéndose de la  férmula de Green, hallar la  integral

[ = (" [xcos(x,n)+y sen(x,n)]dS donde dS es la diferencial del arco y n, la

normal exterior del contorno C.

Desarrollo
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S dx-dy fdt—dt C--dt—dt” ?—dt—(—dt) f dt+dt
QJC[xcos(x,w)+ysen{x,n)]ds:%e(xd-s- y d—S)dS :(;jcxdy-ydx Je XMy iy 2t-1 X] 1 ) -2tM 1j i
1 S 7
C[XCOS(X,n)Wsen(Xﬁ)]dS=<?Jexdy-vdx =0- J 2di+0- 2dt=-4 | dt =-Atj ~=-4(0.+1)=-4
N :_1
P=-y dy dx- dy
Q:X dQ:l - |
dx

D) APLICACIONES DE LA INTEGRAL CURVILINEA.
[xcos(x,n) +ysen(x,n)]dS = {1-:<’\-)dx dy = Mdxdy =2S

Calcular el area de las figuras limitadas por las siguientes curvas.

2336  Porlaelipse x=aeost, y- bsent
[xcos(x,n) +y sen(xM)]dS -2 S
Desarrollo
. dx - dy
2335  Calcular la integral tomada a lo largo del contorno del cuadrado
iJc *+y

A-1 (9 xdy- ydx=-- ) (aeosibeost +bsentasent)dt
que tiene sus vértices en los puntos A(1,0), B(0,1), C(-1,0) y D(0,-1), con la 21e 2

condicion de que el recorrido del contorno se haga en sentido contrario al de
las agujas del reloj.

=— J (eos t+sen“t)dt =— J dt- j Q-
Desarrollo

2337  Porel astroide x=aeos3/, y=asent

Desarrollo

X
Axdy-ydx=A[" (aeos3t.3aserrtcost -(ciseiPt)(-3aeos21sent))dl

- 2 (Sa2eos4tben2l+3a’setfi eos™t)dt
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=641 J()) senlleos2tdt :-4- |f23en22i,dt 11‘/2(1— eos 4t)dt

3a2 senAt i~ 3a2n
4-1— r 1. «
2338  Por la Cardioide x=a(2 eost- eos 2t), y =a(2 sen t- sen 2t)

Desarrollo

ANz xdy-ydx ~2[~ (t72(2cosi- cos2/)(2cosi-2c0s2/)-

2(2sent- sen 21)(-2 sent + 2séti 2¢)1¢/¢

[ é(Zeos/- e0s2;)(2eost- 2e0s2/) +(2sef7l - sen21)(2sent - 2s7Y72/)]dt

2a2 f [(2eost- eos2¢)(cost- eos21)+ (2sent- sen 2t)(sent- sen 2t)]dt

r
- 2a~ 1 (. e0s21+2sen2l- 3 eosteos2t- 3 sentsen2t +e0s22t +sen22t)dt

-2al (3-3eos3t)dt =2a2(3t- sen3t)J =6a2x

2339  Por el lazo de Folium de Descartes x3+y3-3axy=0, a>0
Desarrollo

g . _ 3at 3at2
ga y=tx => X=---=, Yy —---mom-

1+r 1+r
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2340

A=—0 xdy- ydx,donde la curva es:
U ¢

a(t) = (-—%?-t—l? t,rz 0 <t<co

.zr:.zle 38t gedalay sal i

T w8

A=9a2 f -"rj

dt =9a2[-—-—-
J, (+1i3)2

A=3a2(0+1)=3a2«2

Por la curva (x+y)3=axy

Desarrollo

at
Sea y=xt => (x+xi) =ax i dedonde Xx=------ r-
* (1+1)3

Sea a(0'=(- r -2 )
1+0 (@+o0

- ai -i/A( a/Z_S’A) atZ_d( at 3
A-'U a+0 o0+0 @+o @+o0

A-i fA208:R12A gi-A
21  (1+07 60

A =3a2u2

at2
(1+0

473
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2341 Una circunferencia de radio rueda sin resbalar sobre otra circunferencia fija,
de radio R, conservandose siempre fuera de ella, suponiendo que — sea un
r

namero entero, hallar el &rea limitada por la curva (epicicloide) que describe
cualquiera de los puntos de la circunferencia mévil. Analizar el caso particular
en que r =R (cardioide)

Desarrollo

La ecuacion de la epicicloide tiene la forma:
+ +
x:éEHr)\cost-reos ------ 1; y=(R+r)sent- rsen--—--—--—- 1
r r
%

donde t es el angulo de giro del radio del circulo fijo, trazado en el punto de
contacto.

xdy-y dx
4 f

R+ R+r
- ([(R+r)cost-rcos-—— NI(?7+r)eos¢-(/? +r)cos-—-—- Ft]'

4 1 r
R+ R+r
-[(R+r)sent-r sen-—-;--- JI-(/? +r)sent+ (R + r)sen—-----}t])dt

+ >~ ? +re
A:R_—r F [(R+r)(sen ¢+ cos t)-[(R +2r) costeosB----r-l-

~(R +2r)(sent + senB-i-r(;)'+ rcos ------— t+rsen “~lod
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A= ) (R+2r)[t-R—sen--_1]/ A=R+nr)(R+2rn

rio
2342  Una circunferencia de radio r rueda sin reshalar por otra circunferencia fija, de
radio R, permaneciendo siempre dentro de ella, suponiendo que — sea un

namero entero, hallar el area limitada por la curva hipocicloide descrita por
cualquiera de los puntos de la circunferencia mavil, analizar el caso particular

en que r =~ (astroide).
Desarrollo

La ecuacién de la hipocicloide se obtiene de la ecuacion de la epicicloide
correspondiente (ver problema 2341) sustituyendo r por —es decir:

_Y y
x=(R-r)cost +rcos ----- /5 y=(R-rsent- rsen---—-- 1
r

donde t es el angulo de giro del radio del circulo fijo, trazado en el punto de

contacto.
._irxdy-ydx
A:-_ 1I: ([(/?-r)eost+reos—Ai][(7?-r)eost-(R-r)eos——ji]-
Y R—y

-UR- r)sent-r sen---—-—- N[-(" - rsent-(R - r)sen-----—-- t])dt
r r

*

| T2 —2r) —R —2r) eos—at
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. R- p" R R - R. i2n
A=""L(R-2r) " (1-cos-t)dt =~ (R-2r)(t---sen~t)/

2 wf r 2 R ro 1!

A=~ ~ (R-2r)(2x- 0) dedonde A=(R-n(R- 209k

R . 3R¢
Para el caso en que r = T setiene A= --é-s’n

2343 Un campo esta engendrado por una fuerza de magnitud constante F, que tiene
la direccion del semi eje positivo OX. Hallar el trabajo de dicho campo, cuando

un punto material describe, en el sentido de las agujas del reloj, el cuarto del

circulo x1+y2- R2 que se encuentra en el primer cuadrante.

Desarrollo

F-f.i = F=\F\, pordefinicién se tiene:

T
AB ' dedonde di-dx i+dyj = F-Fi
-V ofjl

f B He
Wpg Fdx:F'I0 dx=F.R

m Wab=F.R
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2344  Hallar el trabajo que realiza la fuerza de gravedad al trasladar un punto
material de masa m, desde la posicion A(x],yi,z]) hasta la posicidn

B(x2,y2,22) Xel ele OZ esta dirigido verticalmente hacia arriba).
Desarrollo

Fuerza de gravedad: x=0, y=0, z=-mg

Zj<z2<122,2>0

como x=y=0 =>dx=dy=0
w = -mgdz =-mgzj =-mg{z2-z) A w=~mg{z2- zx)

2345  Hallar el trabajo de una fuerza elastica, dirigida hasta el origen de coordenadas,
cuya magnitud es proporcional al alejamiento del punto respecto al origen de
coordenadas, si el punto de aplicacién de dicha fuerza describe, en sentido

. . . . X2 2 .
contrario al de las agujas del reloj, el cuanto de la elipse — Y- 1 situado
a

en el primer cuadrante.
Desarrollo

Fuerza elastica x = kx, y = ky

I ®0)
w -kxdx -kydy

a,0)

w=-K3+y3) - Kp3.a8
2 f (a,0) 2



478

2346

Eduardo Espinoza Ramos

Hallar la funcion potencial de la fuerza R(x,y,z) y determinar el trabajo de
dicha fuerza en el trozo de camino que se da, si:

a) x=0,y=0,z=-mg (fuerza de gravedad) y el punto material se desplaza
desde la posicion A(xI19yx; i) alaposicion B(x2,y2,z2) ¢
i\ ux uy av

by X=— ., y=- -, Z-- -,
r r r

donde u constante y

2 2 . .
V+y +z  (fuerza de atraccm{n de Newton) y el punto material se

desplaza desde la posicion A(a,bc) hasta el infinito.

) X =-k2x, Y=-kly, Z- -k2z, donde k - constante (fuerza elastica),

estando el punto inicialdel caminoen la esfera X2+y2+z2=R2 y el

final de la esfera x2+y2 +z2=r2(R>r)

Desarrollo

Fuerza potencial = diferencial exacta x=y =0, dx =dy =dz, z=-mg

w= [* -mgdz =-mg(z{—22)

-uxdx-uydy-u dz u

(X2+y2+22)><£ 4~a2+b2+c2

) X=-kX,Y=-k2y ,Z=—%kz

b) w= xdx+ydy+zdz =

w=-k2 Ixdx +ydy +zdz es exacto
[ X

w=-k2(f(R2)-f(r2)
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7.10.

INTEGRALES DE SUPERFICIE.-
ler. INTEGRALES DE SUPERFICIE DE PRIMER TIPO.-
Sea f(x,y,z) una funcién continua'y z = <p(x,y) una superficie regular S.

La integral de superficie de primer tipo representa de por si él limite de la suma
integral.

Ve d
" ,¥,2)dS = lim
S

donde AS, es el area de un elemento i de la superficie S, al que pertenece el
punto (x-,yi9¢); el didmetro méaximo de estos elementos en que se divide la

superficie tiende a cero.

El valor de esta integral no depende del lado de la superficie S que se elija para
la integracion si la proyeccion C de la superficie S sobre el plano XOY es
uniforme, es decir que cualquier recta paralela al eje OZ corta a la superficie S
en un so6lo punto, la correspondiente integral de superficie de primer tipo se
puede calcular por la formula:

9] Y,2)dS = wa(x,y, PxY)) I+ P (X, y) + P, (x y)dxdy

S C

2do. INTEGRAL DE SUPERFICIE DE SEGUNDO TIPO.-

Si P=P(x\y,2), Q = Q(x,y,2) ¥y R=R(X,y,z) son funciones continuasy S+ es
la cara de una superficie regular S que se caracteriza por la direccion de la
normal n(cos a, eos p, eos y) la correspondiente integral de superficie de

segundo tipo se expresan de la forma siguiente:
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jirjydz +Qdzdx + Rdxdy = JJ*(Pcosa + £)cos B + Reosy)dS

S+ S+

Al pasar a la otra cara S de la superficie, esta integral cambia su signo por el
contrario.

Si la superficie S esta dado de forma implicita F(x,y,z) = 0, los cosenos
directores de la normal a esta superficie se determinan por las férmulas

1 dF \ 8F 1 dF
eosa - —— , eOSp—.— , eos/ =—.—

donde D=+ ﬂ:\ﬁj (— )+ dF(i) y el signo que ponga delante del

radical debe elegirse de acuerdo con la cara de la superficie S que se tome.
3er. FORMULA DE STOCKES.-

Si las funciones P = P(x,y,z), Q = Q(X,y,2) Y R = R(x,y,z) tienen derivadas
continuas y C es un contorno cerrado, que limita una superficie bilateral S, se
verifica la fdrmula de STOCKES:

~josat a’:sf}r(d-x-ﬁes’]\ds

ydz

donde cos a, cos B y eos y, son los césenos directores de la normal a la
superficie S, debiendo determinarse la direccidn de la normal de tal forma que,
desde esta, el recorrido del contorno C se efectla en sentido contrario al que
siguen las agujas del reloj (en un sistema de coordenadas de mang, derecha).

Calcular las siguientes integrales de superficie de primer tipo.
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2347

2348

(x2+y2)dS , donde Ses laesfera x2+y2+z2=a2

Desarrollo

2+y2+z2=a2 => z=y«2-*2-]2

8z _

X 8z

8x JO2 -x2-y2’ Q

[[(x 2+y2)dS = jj(x- +j,2)Il +($0)2+(~-)2dxdy

Jf(X2+y2)\J/| +]a'r_t§t -

21
yjaz-x~ -y

y

Ja2-x2-y2

4

-dxdy

:dr)dd

a-X

-y

481

j dxdy

| \yjx2+y2dS, donde S es la superficie lateral del cono ~T+~J~~T ~0
JJ a a“ b~

(0<z<b)

Desarrollo
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X Y Zog = g8 4y5?? (= + _ +—)dxdydz = | \Pdy dz +Qdzdx + Rdxdy
a2 a2 b2 . Jifdx dy dz
. 0 .

0z _ X Z 1A dP__O
& ajx2+y2’ ajx2+y2 B

J y IXz+y P =yz dx

como Q=xz 0Q =0 luego se tiene:
ip X2+y2dS = JINsK2+y2 I1+(~)2+ (A fdxdy R=xy Sy
s b dR -0
.dz

b%x2 b2y 2
X2+y2 I1+ 4——~=—-—dxdy dy dz + xz dz dx + xy dxd
P g/t YOO R W p oes+ 4 )dxdyd-

24y 2 VA2X22 00, JIFQ+0+0)dxdydz =0
mJF
D
2 2 2
- ; 2350 I Izdxdy , donde S es la cara exterior del elipsoide » +—+— =1
_ | I:x2+y2</xdy 13 y p a2 b2 o
Desarrollo
4a2—1r (”r:*w =ifEwiE
d y X2 y21z2 X2 y2 z2
Ay hTL P g2 =l
Calcular las siguientes integrales de superficies de segundo tipo.
2349 J*yzdy~z + xzdxdz + xy dxdy , donde S es la cara exterior de la superficie el eje mayores: aJl—j. ; elejemenores: bjl-
del tetraedro limitado por los planos x=0,y=0,z=0,x+y+z=a Area de la elipse es: A = A(base mayor)(base menor)

Desarrollo

Segun el teorema de Gauss.
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\Bfixdy=2n I ab(\-")dz =2xab(z-"—)j =2mrab(c-*—

J I,Z dxdy = Anabc

2351 ‘D dydz +y dzdx +z dxdy , donde S es la cara exterior de la superficie de

la semi esfera x2+y2+z2=a2, (z>0).

Desarrollo 352

Segln el teorema de Gauss.

dP
B 2X
P=xz dx
— @:2
Q=y2 dy y
R-z2
dR 07
dz

JJX dydx +y dzdx +z dxdy — I’ -Il(2x+ 2y +2z)dx dy dz
r(reos6)dz)dr)d0 = aAarcsen 1=

r.rsen 0 dz)dr)dO
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CI471 £ / 24
————— (-cos<9)/ z = ---m-m--
2 flo 2

an

r.zdz)dr)dO =

'H'f
por lo tanto se tiene:

4. 4. 4 4.
\]\]X dydz +y dzdx +z dxdy :a_'_r____ii_’r+a)\r &t

Hallar la masa de la superficie del cubo 0<x<Il,0<y<l,0<z<lI,sila
densidad superficial en el punto M(x,y,z) es igual a xyz.

Desarrollo

Sobre el plano XY, 0<z<1

M x

Sobre el plano XZ, 0<y <1

Sobre el plano YZ, 0 <x< 1
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x=1 = JI+(0)2+(")2=1 A =— (I"r\fa2~—Ar2dr)d9 = £-£(5>/5-1)
M3 1 * = = J— =-N_ H
N If// . Mxy= ~z p(x,y,z)da (n Va2+4r2dr)d N-(25yi5 +1)
R
por lo tanto Masa=M =M X+M2+M3= : . a(25V5+)
M 10(575-1)

2353  Determinar las coordenadas del centro de gravedad de la cépsula parabdlica

homogénea az =x2+y2, (0<z<a) x =y =0, pues la capsula es simétrica respecto al eje Z.

Desarrollo 2354  Hallar el momento de inercia de la parte de superficie lateral del cono
p(xyz) =1 0<z<a z=yjx2+y2 (0<z<h) con respecto al eje OZ.
1/2 2\___dz 2x dz 2
P L RN S S Desarrollo
« ex a dy a
r2 2 dz X dz y
Z=a =>az = X2+y2 => X2+y2 =(*2 Z=yx oty — - T

dx yix2+y2 dy ~x2+y2

M = |!C_P<x,y,z>\}+<—)2+(%§>2

:[<£7_‘_,{J/I+"-+I¢d2y)dx z=h=> z=yjx2+y2 => x2+y2=h2
. a a

= f (1 -yla2+4(x2+y2)dy)dx I, = PJOR+y2)11+Y -py dydx=J1 jj(X2+y2)dydx

X =1rco$6 =reos6
s => dxdy=rdrd0 X o dx dy =rdrd0
y =rsen0 y -r sen0
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1z =yi2 +y2)dxdy =yj2 JIr2.rdrd& =42 J radr)do (J ydx+zdy +xdz =

)cosa+(dp drR n dQ
d X

)del(:))s-p +(— -)eosy]d:
dx ‘dy

V2 f&)sa +cosp +eosy)dS
4 fW 0 410 2

2355  Valiéndose de la formula de STOCKES, transformar las integrales:

Aplicando la formula de STOCKES, hallar las integrales que se dan a
v

continuacion y comprobar los resultados, calculandolas directamente.
a) (x -yz)dx+(y2- zx)dy + (z2- xy)dz b) I ydx +zdy + xdz
/7
Desarrollo 2356 I (y+2)dx +(z+x)dy +(x+y)dz, donde C es la circunferencia
P=x -yz (W dQ dP_8R  8Q_8P_
, dy dz 87  dx dx 8y X2+y2+z2=a2, x+y+z=0
Q=y 8R_8Q 0 M _A-0 Desarrollo
R-z2-xy dy dz dz dx ’ dx dy
V4
a) | (x -yz)dx +(y -zx)dy+(z -xy)dz Poy+z dy dz
Q=z+x No-N=1-1=0
R 8 8P 8 0. 8Q 8P R=x+ gz dx
= Jj{j ----- 89 cosa + (22 BRcosPs (B2 BProsyids - Xy 4 U
dy dz dz  dx dx dy =1-1=0
dx dy
= f&cos« +0cos/? + 0cos/)£/.S'= 0 I (y +2)dx + (z + x)dy + (x + y)dz
M_dQ=_i R 8Q. P SR P
[(i - 8—Q)cosa+(8— 8—)eos i5+ (SQ— 8—)eosy]dS
P=y dy dz dy _dz dy dz dz  dx dx dy
b Q=z Az M =1 dP_dR__
dz dx dz dx
R =X
N —_ 0 N —_ 1 dQ_dP =

— - 1 cosa + Ocosytf+ Ocos/)™ = *S,=0
dx " ody dx dy
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(y - 2)dx4(z- x)dy +(x- y)dz ,donde Ces laelipsex2+y2=1,x+z=1

Desarrollo

\]>.rdt(f)d8:(j f.dr..(*)

Segun el teorema de Stockes:

como ndS =dS =rmxrvdudv expresamos (*) como JJ/;,xrv.ro/f dudv

D
tomada sobre la region D sobre el plano uv

f(y - x, z- X, X - y) expresado como vector, tomado sobre el plano x +z= 1y
la circunferencia x2+y2=\ queesD. \
X =u
Si las ecuaciones del plano se toman como y =v
z=1-u
la direccién de ruxrv =[1,0,-11x[0,1,1] =[1,0,1]

la normal positiva n tiene

Donde m= dx dy dz. v = (ix,ﬂ/liz)x y el elemento (}e area vectonal
cu cu cu dv dv dv
es: n.dS = ruxrvdudv = [1,0,1]¢/x dy

ahora él ™ (/> = « S J
dy dz dz dx dx By
=(1-1,-1-1,-1-1)- (-2¢272)

Luego  hrot(f)dS —j*j*[1,0,1.[-2,—2,—2]dxdy =—4 1 H

pero D es el area de la circunferencia de radio 1entonces
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(y - 2)dx +(z- x)dy + (x - y)dz = -4 J<ixely =-4(nr2)=|-4ti | = Ati

D

2358 x dx m(x +y)dy 4 (x 4y 4z)dz ,donde C es lacurva x =asent, y= aeost,

z=a(sent+eost) (0<t<2n)

Desarrollo

N
a(t) = (asent,aeost,a(sen 14-eost)), 0 <t <2n

I Xdx & (x 4y)dy 4 (x 4y 42)dz =

t [asent(aeost) 4a(sen 14-eost)(-a sent) 4 2a(sen 14-eost)a(eost - sent)]dt

2

=a2 | [sentcost-sen2l-sent cost4-2(cos2t-sen 2t)]dt

n
IL I (~Bsen2i+ 2cos2t)dt =a2 | [-——CB— 4-l14-cos2/]*

-eos 2t)dt =-na?2
LA L] I’ 1 H *

2359 Q y2dx +z2dy +x2dz, donde ABCA es el contorno del A ABC con los

Jabca

vértices en los puntos A(a,0,0), B(0,a,0) y C(0,0,a)

Desarrollo
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AB ={A+(B-A)t/0<t<l} = {(a- at,at, 0)/ O<t< 1}

Q y2dx+z2dy +x2dz

Jab

[a2t2(-adt +0) =- —
m

5C = {5+ (C-fi)i/l0</<I}

= {(© a- at,at)/ O<t< 1j

_(0+a22(-adt) +0=- —

4300

CA={C+(A-C)t/O<i<}= {(at,0,a-at)/0<t< 1}

y dx+zjfly+x dz=-a

cn h ' - T

4 20 20 . 2j 3 & d3

[ vyt 80 2 60«
ABCA 3 3 3

¢En qué caso la integral curvilinea / = (J Pdx +Qdy + Rdz sera igual a cero,
para cualquier contorno C?
Desarrollo

V curva cerrada C se tiene 1 =0 entonces

P dx + Q dy + R dz es una diferencial exacta
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7.11.

8R_dQdP drR dQ_dP_

dy dz dz dx’ dx dy
7=0 Pdx+Qdy+Rdz= & q )cosor +
; z
-
d P d R dQ dp
+(-— — P+i-— — ds
(dZ dX)eos Idx Oy)eosy]

= I’I’io.cosa +0.e0s/? +0.cos/)¢/S = ﬁ))dS:O

7=C> Pdx +Qdy +Rdz”~ 0

m
FORMULA DE OSTROGRADSKI - GAUSS.-

Si S es una superficie regular cerrada, que limita un volumen \f y P = P(X,y,2),

Q = Q(x,y,z) ¥y R = R(x,y,z) son funciones continuas, junto con sus derivadas
parciales de ler orden en el recinto cerrado V, se verifica la formula de
Ostrogradski - Gauss.

\meosa+Qe05p+Reosy)dS:Jl’l’(f +f m  Jdxiyd!

S v v

donde eos a, eos p, eos y, son los cdsenos directores de la normal exterior a la
superficie S valiéndose de la formula de Ostrogradski - Gauss, transformar las
siguientes integrales de superficie, sobre la superficie cerrada S, que limitan el
volumen V (donde eos a, eos p, eos y son los cosenos directores de la normal

exterior a la superficie S).
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2361 if<y dx dy +yz dy dz + zxdz dx

Desarrollo

A xy dxdy +yzdydz +zxdzdx = Jjyz c/ydz + zxdzdx + xydxdy

I 02+ 3 @0+, olaxayaz

I'I'I'(0+O+0)dxdydz =0
I’I’xydxdy+ yzdydz +zxdzdx =0

2362 I’I’x2dy dz +y 2dz dx + z 2dx dy

Desarrollo

j*Ix2dydz +y 2dzdx +z2dxdy = |[|J[ x2+—y2+—z2]dxdydz
dx dy dz

=2 ﬂ'\ix +y +2z)dxdydz

7 7Xc0sa +y cos B+zeosy
2363 II -c

1ij

VXx2+ [+ 22

Desarrollo

2364
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2 2

y°+Z
P= dx '
IX2+ y2+122 (x2+.y2+122)2
X2+ /
Q:_ d 3
iIx2+y2+22 y
(x2+y2+22)2
R= X2+ |
VX2 +y2+22 4z 3
(x2+y2+22)2

XC0Sa +Y €0sp +z cosy

Y4
[ 2. 2.2

» 2dxdydz

|,|, \fg+yA+zz22

ff\d d
J I} - COS« L eo0s/? L& cosy)dS
dx dy dz

Desarrollo

du dP cTu
P= dx dx2
dQ d2u

€- %y: > dy dy2
R=d1l dR dau
dz dz dz2

"(ﬂj cosor+iucosp h--ql—J—eosy)dS JJJ
| | dx dy dz dx dy
S v

495

= :]]% +’(\j§/+ TMd%dxdydz

\dz
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iff

Valiéndose de la formula de Ostrogradski - Gauss, calcular las siguientes
integrales de superficies.

2365 ff< dydz +y dzdx +z dxdy , donde S es la cara exterior de la superficie del

cubo 0<x<a 0O<y<a 0<z <a

Desarrollo

Jrxady dz +y 2dz dx+z2dxdy = 11T = 2y +22)dx dy dz
s v

=2J/ )/ .f(x+y+2)dz)dy)dx =2 j~( [(x+y)z+~"V dy)dx

=2J7( [(x+y)a+~]dy)dx =2J {axy+ +~jy)/! dx

mJ(a2x+a3);x=2a2(y +ox)/“=2a2("-) =3a4

Ve

2366 !ydz +ydzdx +zdxdy, donde S es la cara exterior de la pirdmide

limitada por la superficie x+y+z=a x=0, y=0,z=0

Desarrollo
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|| (i dydz +y dzdx +zdxdy) = +1+1)dx dydz

S \'

-X ma-x-y *1 ma-x
I"| (1 dz)dy)dx =3 I (I (a-x-y)dy)dx

=3"M[{a-x)y-~-]/aXix =3 J' dx=-3(a- x)3j “

=_1[0-~ ]=n
3 3

2367 jjx3dydz +y3dzdx +z3dxdy, donde S es la cara exterior de la esfera

2 2 2 2
x“+y %z =a

Desarrollo

Jix 3ydz+y3dzdx +z3dxdy =3 ||J(x 2+y2+z2)dxdydz

S v

=3F (f (i PAeng>tho<i>)d =| J * fdM 9

3a5| {"senjdWe £ -cost/~dd

dO ;?q ti

2368 \]bgcosa +y2eo0s/? +z2eo0sy)dS, donde S es la superficie exterior total
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Desarrollo Como P, Q, R son constantes i ~ direccion constante
\leeosa +y2e0sj8+z2e0sy)dS = jjj ( 2x +2y +2z)dxdydz Jjcos(z7,0)e/5= N A ~ +7 -+ ~ i)dxdydz = JJI(0 +0+ O)ifr</Kizz’
S v s v v
pasando a coordenadas cilindricas
- JJJo- dxdydz=0
v

x2+y2=a2 => x=rco0s0, y=rsen0, z2=7 '

a2 2370  Demostrar, que el volumen V, limitado por la superficie S, es igual a

or K=~ £j(xcosex+yeos P +zcosy)dS, donde eos a, eos p y eos y son los

JJ(x2e0sa +y2eosp+z2eosy)dS=2J (J( r2(eos6 +sen9+-)dz drdd
cosenos directores de la normal exterior a la superficie S.

f n n 2 br Desarrollo
(1 [r(cosO+sen6)+ rj adr)dO
3 dx 3
_2b r2x r h dQ_L
((eos6 +sen0)r3+"—)dr)dO dy 3
-r a 2a
R~i
3 dz 3
=2b f2
[(eos6 +sen0)— +--—--- ]do -
i) 4 8a _Iff (xcosa +ycosp +zcosy)dS
_2b i _ +a30 .1
=< Htsen8 e0s0) 28 /(;,,5 -1 W +-A(Y) +  2))dxdydz=i JI3(1 +1+ Ddr</Ksfc
JJ(*2cosa +y2eosp +z2eosy)dS = a2AK L
=i jj)mfex*e
2369 i ici H iar direccid
Demostrar, que si es una superficie cerrada y i cualquier direccion constante _ -JIxcosa +yCosp+ zcosy) dS

JJFc°s(W? £)dS = 0 donde n es la normal exterior a la superficie S.

Desarrollo



