TE:CM

Instituto de Ciencias Matematicas

Algebra Lineal: Solucion de la Primera Evaluacion

Tema 1: (20 puntos) Califique como verdaderas o falsas las siguientes proposiciones. Justifique
formalmente su respuesta

a) Sila matriz B se obtiene a partir de la matriz A por medio de un intercambio de filas, entonces

p(A) = p(B) (Verdadero)

Por definicion, la matriz A es equivalente por renglones a la matriz B si A puede reducirse a B mediante
operaciones elementales de renglon

En este caso la matriz B se obtiene por un simple intercambio de las filas (renglones) de A, entonces
R, = Ry dado que los renglones de A y B son los mismos excepto que estdn escritos en un orden diferente

También hay que recordar que dim(Im(A)) = p(A) =dim(C,) =dim(R,)

= p(A) = p(B)

b) Si AeM,, es una matriz cualquiera, entonces V(A) >3 (Falso)

a
1 00 -1 -1 b
SeaA=|0 1 0 0 0 |eM,.Sea X =|c|eNu(A)
001 0 O d
e
a
1 00 -1 -1\b| (O 1 00 -1 -1]|0
AX=OR3—)01000C=0 - 010 0 o010
001 0o o0)d 0 001 0 O
e
De donde obtenemos:
a-d-e=0 b=0 c=0
a=d+e
d+e
+e Baua) = SV(A) =2
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c) SeaV un espacio vectorial. Sea A, B <V, entonces gen(AnB) = gen(A) ngen(B) (Falso)

1)(0) (0 0)(0
SeaV =R®. Sea A=:|0||1]|0|t yB={1[]|0]|teV
0)l0)(1 0)\2
0 a
e ANnB=1|1 —>gen(ANB)=4|b|eR®/a=c=0
0 c
a a
e gen(A)=1{|b|eR’/ab,ceR} y gen(B)=1|b|eR’/a=0
c c
a
e gen(A)ngen(B)={|b|eR*/a=0Ab,ceR .. gen(ANB) = gen(A) n gen(B)
C

d) Sea W un subespacio del espacio vectorial V.Si wgW y a € R, entonces ow gW (Ta[so)

SeaV =R?. Sea W :{(Z} € Rzla:O} un subespacio deV . Sea a =0

1 , .
Sea w = (OJ , este vector no pertenece a W por no cumplir la condicion de que a =0

Por hipotesis sabemos que W es un subespacio y por tanto contiene al nulo deV y aw =0,
SoweW
e) Si L:R— R es unatransformacion lineal, entonces [L(V)]* = L(v?) (Fals0)

Sea L(a) = 2a una transformacion lineal
Sea a=2

L@ =L@

(4f =L
16 =8

L) = Lev?)



Tema 2: (10 puntos) Sea V = {(Xj/x >0Ay> 0} con las operaciones:
y
by
Y1 Y, 4y1 Y,
X 32a Xa
ae =
y 220: ya

Si (V,®,) es un espacio vectorial, determine:

a) El neutro o cero vectorial de V
b) Si veV, elinverso aditivo de v

Este ejercicio se presenta bastante confuso, debido a que la manera en que es planteado da a entender que
primero hay que determinar si V es un espacio vectorial. Pero no vamos a analizar la validez del ejercicio
planteado, sino que vamos a resolver lo que nos piden en cada literal.

a)

o Usando el teorema Wv eV Qev=0,

X
oenf)
y
2(0) |, 0
OV =(32(0)X0j
277y
1
O, =|]

e Usando el axioma 30, eV YeV v+0O, =v

Seav:(Z]eV.Sea o, @
D)) s ae e

[0)(o) e

4by b

El nulo pertenece a N porque sus componentes son mayores que 0
Hay que notar que usando las dos formas de resolucion no nos queda el mismo nulo, pero esto se debe al
mal planteamiento del problema. Utilizando ambas alternativas siempre debe quedar la misma respuesta



b)

e Usando el teorema Yv eV —lev=\'

e
y
" 32(-1) 1
- 22(71)y71
(%,
Jay

o Usando el axioma VeV VeV v+Vv'=0,

La pregunta aqui es con cudl nulo trabajamos. Para este caso debemos usar el obtenido al usar el axioma
porque estamos calculando el inverso de la misma manera que ese neutro

X a
Seav:( jeV.Seav':( J
y b

B | R

=) My M abnd

Ambos inversos pertenecen a N por ser sus componentes mayores que 0
Con el mismo argumento mencionado al calcular el O, sabemos que nos debié quedar la misma respuesta.

También se puede notar que V' no es un espacio vectorial por no cumplirse el siguiente axioma:

M10) W eV lev=y

seav:@ev
~()-(0)
i)}
)]



Tema 3: (20 puntos) Sea V =M,,,. Sean W, el conjunto de las matrices que tienen la primera y
altima fila iguales; W, el conjunto de las matrices que tienen la primera columna igual a su
segunda columna; y W, el conjunto de las matrices A,,, tal que a,, =i—-1, i=123.

Determine.
a) Los conjuntos que son subespacios de V
b) Lainterseccion entre los subespacios encontrados en el literal anterior
c) Lasuma entre los subespacios encontrados en el primer literal

d) Una base para el subespacio interseccién y otra para el subespacio suma, obtenidos en (b)
y (c), respectivamente.

Para hallar W, hay que tener en cuenta que su primera y ultima fila son iguales, por tanto las componentes
en dichas filas deben ser correspondientemente iguales, asi nos queda que:

a b
W, =4/c d|eM,,/la=eab="f
e f

Ahora procedemos a determinar si W, es un subespacio de V

1)Y,weW, v+weW,

al b1 a2 b2
Seav=|c, d, |yw=|c, d,|eW,
e1 fl e2 f2

Como ambos vectores pertenecen a W, cumplen con la condicion del mismo, con lo que tenemos que:
a =€ b, =f, a =6 b, = f,

a+a, b +b,
v+w=|cC +C, d,+d,

e,+e, f +f,

Ahora hay que ver si la suma de ambos cumple la condicion

a +a, =¢ +¢, b, +b, =f +f,
e, +e,=¢ +e, f+f,=1+1,
0=0 0=0
®Por tanto v+ W eW,
2)VaeR WeW, aveW,
a b
Sean aeR.Seav=|c d|eW,
e f

Sabemos que a=e yb=f entoncesa—e=0 yb—f =0



ca—ae=0 ab—aof =0

ca ob 0 b £)=0
o ao- a(0) -
0=0 0=0

®Por tanto ov e W,
- W, es un subespacio de V
El mismo procedimiento vamos a realizar con W, pero aqui hay que notar que ambas columnas son

iguales, por tanto las componentes en dichas columnas deben ser correspondientemente iguales, asi nos

queda que:

a b
W,=43/c d|eM,,/la=barc=dare=f
e f

Ahora procedemos a determinar si W, es un subespacio de V

1) YW,weW, v+weW,

al b1 a'2 b2
Seav=|c, d, |yw=|c, d,|eW,
e1 fl eZ f2

Como ambos vectores pertenecen a W, cumplen con la condicion del mismo, con lo que tenemos que:
a =h ¢, =d, e =f a, =h, c,=d, e,=f,
a—-b=0 <¢-d,=0 ¢-f=0 a-b,=0 ¢,-d,=0 e, —-f,=0

a,+a, b +b,
V+w=|c +C, d, +d,
e,+e, f +f,

(a1+a2)_(b1+b2):0 (C1+Cz)_(d1+d2)zo (el+ez)_(f1+f2):0
(al_b1)+(a2_b2):O (Cl_dl)+(C2 _dz):O (el_ f1)“‘(e2 - fz):O
0+0=0 0+0=0 0+0=0

0=0 0=0 0=0

®Por tanto V+wWeW,

2)VaeR WeW, aveW,
a b
Sean a eR.Seav=|c d |eW,
e f



ca—ab=0 ac—ad =0 ae—of =0

aa cb b) =0 d)=0 £)=0
I ) a(c-d) = ale~1)=
e o a(0)=0 a(0)=0 a(0)=0
0=0 0=0 0=0

Por tanto ov €W,
~\W, es un subespacio de

Finalmente nos falta encontrar W, y determinar si este es un subespacio, y para ello hay que utilizar la

regla de correspondencia para determinar el valor de las componentes en la sequnda columna, la cual es
a,=i-1

a o0
W,=3/b 1|eM,,/abceR
c 2

Para determinar si W, es un subespacio hay que recordar que todo subespacio debe contener a vector nulo
00

del espacio vectorial, pero en este caso el nulo que es |0 0| no pertenece a W, por no cumplir con la
00

forma de todo vector de W,, la cual consiste en que su sequnda columna siempre tendrd 0, 1 y 2,
respectivamente

~\W, no es un subespacio de

Procederemos a encontrar la interseccion entre los subespacios hallados y una base para la misma. Sabemos
que:

b
e W =<c d|eM,,/la-e=0Ab-f=0
e f
a b
e W,=4/c d|eM,,/la-b=0Ac-d=0Ae-f=0
e f

®Por tanto:
a b
W, "W, =4/c d|eM,,/la—e=b-f=a-b=c-d=e-f=0
e f



Pero no es correcto dejar expresada la interseccion en funcion de muchas condiciones. A estas hay que
simplificarlas usando Gauss, ast:

a—e=0 (1 0 0 0 -1 0]0 1 000 -1 010
b-f=0 |0 1 0 0 0 -1/0 01 00 0 -1/0
a-b=0 [1 -1 0 0 0 0 |0|AJ(-D/0 -1 0 0 1 0 |0]A,Q
c-d=0 |0 0 1 -1 0 0|0 0 0 1 -10 010
e-f=0 (0 0 0 0 1 -1]0 000 0 1 -1/0

100 0 -1 010 100 0 -1 010

0100 0 -1/0 0100 0 -1/0

000 0 1 -1/0/A-10 00 0 1 -1/0

001 -10 0]0 001 -10 010

000 0 1 -1/0 0000 0 00

Como ya no podemos seguir obteniendo mds filas llenas de ceros, entonces la interseccion sélo quedard en
funcion de estas condiciones:

a b
W, AW, =<c d|eM,,/la-e=b-f=e-f=c-d=0
e f

Para obtener una base para la interseccion debemos reemplazar las condiciones en el vector tipico de la
misma, pero antes hay que hacer unos cuantos despejes para dejar al vector en funcion de la menor
cantidad posible de variables

a—e=0 e-f=0 E:f_o c-d=0
a=e f=e b e c=d
a b
Sea|c d|eW, nW,
e f
a b e e 11 00
c di|=|d d|=¢0 O+d|1 1
e f e e 11 00
1 1)(0
S By, =710 0|1 1 dimW, "W, =2
1 110

Finalmente hallaremos las condiciones del subespacio suma y una base para el mismo, pero antes
necesitamos las bases de los subespacios W, y W,



Para W,

a b
Sea|c d|eW,
e f
a b a b 10 0 1 00 00
c d|=|c d|=al0 O|+b/0 O|+c/1 0|+d|/0 1
e f a b 10 0 1 00 00
1 0)(0 1)(0 0Y(0 O
By, =4/0 0}/0 O}/1 0}0 1 dimw, =4
1 0)\0 1/){0 0)l0 O
Para W,
a b
Sea|c d|eW,
e f

a b a a 11 00 00
c di=|c c|=a0 0|+c/1 1|+¢0 O
e f e e 00 00 11

0 0)(0 0
By, = |1 1f/o o dimw, =3
0 0){1 1

o O =
o O =

Una vez obtenidas las bases, podemos calcular cudl va a ser la dimension de W, +W, para saber cudntos
vectores deberdn estar en su base. Sabemos que:

dim(W, +W, ) = dim(W, )+ dim(W, ) — dim(w, ~W, )
dim(W, +W,)=4+3-2
dim(W, +W,)=5

Por tanto habrd 5 vectores en la base

W, +W, = gen{B,, UB, |
1 0)(0 1)(0 0)(0 0)(1 1)(0 0)(0 O
W, +W, =gend/0 0|0 0|1 o|/o 1]|0 o|[1 1|0 O
1 0Jlo 1){o o)lo oJlo oJlo o)1 1

Pero el conjunto generador tiene 7 wectores, eso significa que hay dos vectores de mds, los cuales
eliminaremos colocando los vectores de este conjunto en una matriz donde cada fila representa un vectory
luego simplificamos hasta obtener la mayor cantidad posible de filas llenas de ceros



100010 1000 1 O 100010
010001 01 00 0 1 010001
OOlOOOAls(—1)001OOOAZ(_1)001000
000100A36(—1)000100A5(1)000100
1100 0 0|AD/0O 100 -10] ®“™ /000000
001100 0 000 O O 0 00 0O0O
000011 0000 1 1 000011
Lo que significa que los vectores 5 y 6 dependen de los otros

1 0)(0 1)(0 0)(O0 0)(0 O

"By, =1[0 O}|0 0|1 0]0 1}|0 O

1 0){0 1){0 0){0 0){1 1

Ahora solo falta hallar las condiciones del subespacio suma y para ello escribimos al vector tipico como
combinacion lineal de los vectores de la base y simplificamos el sistema hasta obtener las condiciones, asi:

a b
Sea|c d|eW, +W,
e f
a b 10 01 00 00 00 o, a,
c di=¢|0 0|+a,/0 O|+a3/1l O|+,/0 1|+a|0 O|=| a a,
e f 10 01 00 00 11 o +a; a,+a
1 000 0]a 1 0000| a 10000 a
01 00O0|b 01 00O0| b 01000 b
0 01 0O0|c|As(-D|0O 0 1 0 0| c A (1) 00100 C
0 00 1 0|d|Ag-D1|0O 0 0 1 0] d ° 00010 d
1 000 1]e 0 000 1|e-a 0 0001 e—a
01 001|f 0 00O 1|f-b 0 00 O0O|f-b+ta-e
a b

W, +W, =<|c d|eM,,/f-b+ta-e=0
e f



Tema 4. (10 puntos) Sea V un espacio vectorial y B:{vl,vz,v3} una base de V . Se define el
conjunto:

W = gen{v, +2v,,—V, +3V, —V,,V, + 3V, }

a) Determine una base para W, denotada como B,
b) Si es factible, calcule la matriz de cambio de base de B a B,

Siempre es recomendable primero leer bien el planteamiento del problema junto con lo que solicitan hallar.
Razonando un poco, en el literal “6” nos piden calcular una matriz de cambio de base y para poder hacerlo
la base B,, debe tener exactamente 3 vectores al igual que la base B de V

Si esto sucede significaria que la base de \N es también una base para N , por tanto W =V . Asi que para
que sea factible resolver el literal “b” habrd que demostrar que el conjunto generador de \ es una base
para

®ara ello partimos de la hipdtesis que nos dice que los vectores {v,,V,,V,} son linealmente independientes
por ser una base para '\, esto implicaria que:

oV, +a,V, +aV, =0, ©a, =a, =a, =0
Lo cual se cumple por ser linealmente independientes

Para demostrar que los vectores del conjunto generador de W son [inealmente independientes los
escribimos como combinacion lineal y los igualamos al O,

¢, (v, +2v,)+¢,(=v, +3v, v, )+c,(v, +3v,) =0,
(Cl —C, +C3)V1 +(2C1 +3C2)V2 +(_Cz +3C3)V3 :Ov

Con lo que hemos obtenido una ecuacién parecida a la primera expresada en términos de {v,,v,,V,}, y por

hipétesis los escalares que los multiplican deben ser iguales a cero, con lo que planteamos un sistema de
ecuaciones y procedemos a calcular los valores de los escales c,

c,—C,+¢c; =0 1 -1 1|0 1 -1 1|0 1 -1 110 ALQ)
2¢, +3c, =0 2 3 0[0|A,(-2|0 5 -2[0|A,(4)0 1 100 1(1)
-C,+3c, =0 0 -1 3|0 0 -1 3|0 0 -1 3|0 Aoz

1 0 11|0 1 0 111|0 1 0 0|0

1 A, (-11) e o~
01 10/0M,]—]0 1 10]0 01 0|0|] ¢=c,=c=0
Asz(_]-o)
0 0 13|0 0 0 1|0 0 0 10

Si nos hubiese quedado al resolver el sistema una o mds filas con ceros, el sistema tenia infinita soluciones
y en ese caso los vectores del conjunto generador de W serian linealmente dependientes

By =V, +2v, v, +3v, — Vv, + 3V, )



®ara hallar [a matriz que nos piden vamos a suponer que B,, = {u,,u,,u,} tal que:
u, =v, +2v, u, =-Vv, +3v, —V, U=V, +3v,

También recordamos que:

Y para hallar la matriz de cambio que nos piden habrd que sacar la inversa de la matriz arriba encontrada

1 -11]1 00 1 -1 1|1 00 1 -1 1|1 0(1)

2 3 0|0 1 0]|A,(-2[0 5 -2|-2 1 0|A,(4)0 1 10 —214A“(1)
0 -1 3/0 0 1 0 -1 3/0 01 0 -1 3|0 o0 1)™

Lo 2 2 =8

10 11|-11 4 L0111 1 1%15,1;
0110—214M3[Ej0110 -2 1 4A31(lo)o101—3EE
0 0 13/-2 15 00 1]22 L 5A 2 1 5
13 13 13 001l—= = =

13 13 13

%3 %3 _%3
“Co, =| %3 H3 X3
_%3 %3 %3



Tema 5: (10 puntos) Sea A la matriz de los coeficientes del sistema lineal:

2X+y—-z=a
X—y+2z=Db
X+2y—-3z=cC

a) Determine el espacio fila, el nucleo y el recorrido de A
a

b) Si c=2a+b, determine si el vector u=| b | pertenece a Im(A)
c

La matriz A estd dada por los coeficientes del sistema de ecuaciones, estos coeficientes corresponden a
niimero que se encuentra delante de cada variable X, y y z, por tanto:

2 1 -1
A=[1 -1 2
1 2 -3
a
1
e F,=geny| 1 |,|-1],
-1 2 J{-3
a
Sea|b|eF,
C
a 2 1 1 20, +a, + o, 20, +o, +o,=a
bl=ay| 1 |[+a,|-1l|+a, 2 |=| o,—a,+2a, - a,—a,+20,=Db
-1 2 -3 —a, +2a, —3a, —oy +2a,-30, =C
2 1 1 |a 0 5 -5|a+2c 0 0 0 |a-5b-3c
1 -1 2 bASl(Z) 0 1 -1|b+c|A (50 1 -1| b+c
-1 2 —3cA32(1)—12—3 c -1 2 -3 c
a
~F,=4bleR®/a-5b-3c=0
C
o Nu(A)={X eR*/AX =0, |
a
Sea X =| b |e Nu(A)
C
2 1 -1/0 0 -3 510 0 0 010
121 2 0™ 3 5 0[A,(-D)/0 -3 5|0
12 -3]0/ 1 2 _3)0 1 2 -3|0



-3b+5c=0 a+2b-3c=0

a
- Nu(A)=4|b|eR*/a+2b-3c=0A3b=5¢c
C
o Re(A)={Y eR,/AX =Y;X eR?|
a
SeaY =| b e Re(A)
C
2 1 -1]a (2)0—35a—2c 0O 0 0 |a-b-c
1 -1 2 bA3l 0 -3 5 |b-c|A(-1)0 -3 5| b-c
Aaz(_l)
1 2 -3]c 1 2 -3] ¢ 1 2 -3|] ¢
a-b-c=0
a
~Re(A)={|b|eR’/a-b-c=0
C

)

Para que el vector u pertenezca a la imagen de A debe cumplir con la condicion de la misma, cabe recalcar
que la imagen de una matriz es también conocida como el recorrido de una matriz

a
Seau=|b|, dondec=2a+b
C
a-b-c=0
a-b-(2a+b)=0
a-b-2a-b=0
—a-2b=0

Pero hay que tener en cuenta que —a—2b no necesariamente tiene que ser igual a 0

S ugIm(A)



