TE:CM

Instituto de Ciencias Matematicas

Algebra Lineal: Solucion de la Segunda Evaluacién

1. (20 puntos) Califigue como verdaderas o falsas a las siguientes proposiciones. Justifique
formalmente sus repuestas.

a) Una transformaci6n lineal cuyo nicleo es {0, } , es invertible

a

a
Sea T :R? — R® una transformacion lineal definida por T(b} =| b
a+b

. ] . 0 : :
Si obtenemos su niicleo fdcilmente nos damos cuenta que es (O] pero como la dimV =dimW , T no es

invertible.

También es vdlido decir que el hecho que la transformacion lineal sea inyectiva no necesariamente debe ser
sobreyectiva

. Falso

rSen(t) Cos(t)

b) vr,teR: A:(
Cos(t) —rSen(t)

J es ortogonal

Para que la matriz sea ortogonal, el producto interno entre sus columnas debe ser igual a 0 y al mismo
tiempo el producto interno de cada columna consigo misma debe ser igual a 1. Entonces, utilizando el

producto interno candnico:
rSen(t) Cos(t) | 0
Cos(t) )/ \—rSen(t) )]

rSen(t)Cos(t) —rSen(t)Cos(t) =0

0=0
rSen(t) rSen(t))) 1
Cos(t) Cos(t) )| Sen?(t) =0 r’-1=0
r’Sen®(t) + Cos”(t) =1 Sen(t) =0 r’=1
r?Sen?(t) +1—Sen?(t) =1 t=0nt=27 r=+1

sen?(t)[r2 —1]=0

Por lo tanto la igualdad solo se cumple para los valores de v y t encontrados y no para todos los reales. Se
igual procedimiento para la sequnda columna

. Falso
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c) Sea V un espacio vectorial real con producto interno. Sean u,veV dos vectores ortonormales.
Si los vectores au+ AV y au— fv son ortogonales, entonces |a| =|f|

(au+ pvlou—pv)=0
(aulau)+(aul=pv)+(pv/au)+(pvi-pv) =0
a’ulu)—apUulv)+aplulv)—p*(vIv)=0

Pero como los vectores U y v son ortonormales, sabemos que: (u/u)=(v/v)=1

a’(ulu)—B%(v/v)=0

a’-p*=0
a2=ﬂ2
o] =|A]

..Verdadero

: : 10 1Y yl
d) Si A es un valor propio de A= 0 —1 , entonces (A+A ) =2"A

Primero tenemos que darnos cuenta la matriz A es ortogonal, eso se ve fdcilmente porque el producto

interno entre sus columnas es cero y al mismo tiempo el producto interno de cada columna consigo misma es
uno, entonces:

AT=A" SAT=A

También como A es una matriz diagonal sus valores propios son los elementos de la diagonal principal, es
decir:

A=1
=-1
Finalmente:
(A+At) =27 A
(as at) =20 (n+a) =27
(A+A) =2'A leng
2A=2A 1
QA=A
2
1a-1a
2 2
.".Verdadero
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2. (15 puntos) Sea L:M,,, — R* una transformacion lineal tal que:
01 10 10 1 10 0
L =L =L = y L =
10 01 10 1 0 0 0
Determine:
a) Nu(L),Im(L)

b) La matriz asociadaa L respecto a las bases candnicas de cada espacio

La mejor opcion es encontrar la regla de correspondencia de L, y para ello necesitamos una base del espacio
de partida y para armarla usamos los cuatro vectores que nos dan de datos, as:

{336 96 96 2)

al vector tipico de o0 escribimos como combinacion [ineal de los vectores de esta base, l[ueqo
Y al vector t de M,,, [ rib b lneal de [ tores de esta b h
planteamos el sistema de ecuaciones y obtenemos los escalares en términos de a,b,c,d

a b 01 10 10 10
=q, +a, +a, +a,
c d 10 01 10 00
a b)) (a,+ta+a, o
c d) | a+a, a,

a=a,+a,+a,

b=e, c=b+a, a=d+c-b+a,
C=a,+a, a,=C-b oa,=a+b-c-d
d=0a,

Finalmente reemplazamos los datos en la combinacion lineal inicial:

[a bj [0 1] (1 oj (1 0) (1 Oj
T =a,T +a,l +a,T +a,T
c d 10 0 1 10 00
a b 1 1 1 0
T(c dJ:(b)(J+(d)(J+(C—b)(1]+(a+b—c—d)(oJ
a b c+d
T -
[c dJ (c+dj
Calculando el niicleo tenemos:
{c+d=0 (1 1‘0] (1 1‘0} c+d=0
- —
c+d=0 1 1|0 0 0|0 c=-d
a b
Nu(L):{[C dJeM2X2/c+d:0}
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Y la imagen:

c+d=x 1 1]|x 1 1| x y—x=0
- -
c+d=y 1 1]y 0 0|y-—x X=y

()erere-s)
~Im(L) = eR°/x=y
y

Para obtener la matriz asociada a la base canénica, sabemos que:

oo oflo o3 ofle {2
ool o o) ol o2

o3, 1L L e,

0011
A:
[0011j
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1
3. (15 puntos) Sea A= 1
a

N )
o e

Determine:
a) Los valores propios de A
b) Una base para cada espacio propio de A

(a-A@-1)?-1)-1@-1)-1]+11- @-1)]=0
@a-a-1)’-1-(@a-4)+1+1-(a-4)=0
(a-1)°-3@-1)+2=0

Ahora realizamos un cambio de variable para visualizar mejor las cosas:

XxX=a—-A7»
x2—3x+2=0

Aplicando division sintética:

111 0 -3 2 O 20 x=1 X=-2
1 1 -2 (X_l)(x +2X_ )1‘ ,  aAsl asi=-2
11 -2 0 (x=Dx+2)(x~1) = i=a-1  A=a+2
Y finalmente hallamos cada espacio propio reemplazando cada A en la matriz A— Al
E s
111 111 b 0 a -b-c -1 -1
11 1|0 0 0 a*;C‘ b|=| b |=b 1 |+ 0
111 (000 477°7° (¢ c o) |1
-1\ (-1
Be, =1 1|0
0 1
Ei:a+2

2 1 1 0 3 -3} (0 0 0 00 0 - .
1 -2 1 |5]0 -3 3|5l0 -1 1]olo -1 1 ;*C‘ a-c=
1 -2/ |11 -2) (1 1 -2/ |1 o -1 =C a=¢c
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1-1 0
A-Al = 1-1
1 0 1-2
Calculamos la ecuacion caracteristica:
a-la-22]-a-1=0 1-21)=0
a-la-12-1=o0 A=1
1-1)?-1=0 N
1-1-1)1-1+1) =0 A=0 /1__2_
-1)2-4)=0 -

Debemos recordar el corolario que dice: ‘Si AeM,,
diagonalizable”

. tiene n walores propios distintos, entonces A es

Como tenemos tres valores propios distintos, entonces A es diagonalizable
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X
5. (15 puntos) SeaV =R, y W =1| y |e R*/3x -2y +62 =0} un subespacio de V

z
Determine:
a) El complemento ortogonal de W
-3
b) La proyecciéon de v sobre W sise conoceque v=| 1
4

Para calcular el complemente primero necesitamos una base de W

3X—2y+6z=0
2y =3X+62
X 2X 2X 2 0 2)\(0
yl=|2y|=|3x+6z|=x]3|+26 =B, =433
z 22 22 0 2 0)(1
a
Sea|b|eW"
c
a 2 a 0
c 0 c 1
2a+3b=0 3b+c=0
2a=-3b c=-3b
a
~W*=4db|eR®/2a+30=c+3b=0
c

Para hallar la proyeccion del vector que nos piden es mejor calcularla sobre W~ debido a que la base de este
subespacio tiene un solo vector y ortonormalizarla serd mds sencillo.

a 2a -3b -3 -3
b{=|2b|=| 2b |=b| 2 :>BWL= 2
c 2c —6b -6 -6
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Ahora procedemos a ortonormalizar esta base:

l;|:|_=—.V1
A

”Vl”: (V1/V1)
-3 -3 3

=[] 2 |]] 2 L1
s s SBwt == 26

v =~9+4+36

||V1||:‘/E:7

Vamos a suponer que v se puede escribir como la suma de dos vectores heW y peW ", hallaremos p vy
luego contestaremos la pregunta al encontrar h=v—p

p=Proy, .v
p:(v|u1)u1
-3\ |(-3 -3
pz(i) 1 2 ||e|l 2
49
-6 -6
. -3
=|—|9+2-24 2
p (49 (9+2-24)e
-6
3 3
p=(j—9 -2
6
-39
-3 49
_ 26
h=| 1 |+ AQ
4 52
—-186
49
—| 75
h=1" g
248
49
—-186
49
75
Proy, V= AQ
248
49

Ramiro 9. Saltos



