
 

“NO ES LO MISMO APRENDER QUE ENTENDER. TODOS LOS TRIUNFOS NACEN CUANDO NOS ATREVEMOS A EMPEZAR” 

Yandry Tierra G. 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

sen(𝑥)

𝑥
≡
sen((0))

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅1 =
(tan(𝑥))(1)

2
       𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅2 =

(𝑥)(1)2

2
      𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅3 =

(sen(𝑥))(cos(𝑥))

2
  

𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅1 ≥ 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅2 ≥ 𝐴𝑟𝑒𝑎𝑅3 

 
tan(𝑥)

2
≥
𝑥

2
≥
sen(𝑥) cos(𝑥)

2
   ⇒    

sen(𝑥) cos(𝑥)

2
≤
𝑥

2
≤
(tan(𝑥))(1)

2
 

sen(𝑥) cos(𝑥)

2
[

2

sen(𝑥)
] ≤

𝑥

2
[

2

sen(𝑥)
] ≤

sen(𝑥)

2 cos(𝑥)
[

2

sen(𝑥)
] 

 

  cos(𝑥) ≤
𝑥

sen(𝑥)
≤

1

cos(𝑥)
   ⇒    

1

cos(𝑥)
≥
sen(𝑥)

𝑥
≥ cos(𝑥) 

 
Por el teorema del Emparedado 

cos(𝑥) ≤
sen(𝑥)

𝑥
≤

1

cos(𝑥)
   ⇒    

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0
cos(𝑥) ≤

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

sen(𝑥)

𝑥
≤

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

1

cos(𝑥)
 

cos(0) ≤
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

sen(𝑥)

𝑥
≤

1

cos(0)
   ⇒    1 ≤

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

sen(𝑥)

𝑥
≤ 1 

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑠𝑒𝑛(𝑥)

𝑥
= 1 

Con este análisis se puede llegar a los siguientes limites notables: 

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑘𝑥
= 1          ∴

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
= 𝑘           ∴

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑠𝑒𝑛𝑛(𝑘𝑥)

𝑥𝑛
= 𝑘𝑛 

 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−cos(𝑘𝑥)

𝑥
≡
1−cos(𝑘(0))

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
𝑥

=  𝑙í𝑚𝑥⟶0
1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑥
[
1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

] = 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑥)
𝑥[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]

  

≡ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛2(𝑘𝑥)

𝑥[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]
 = [ 𝑙í𝑚𝑥⟶𝑝0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑥

] [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]
]  

≡ [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑥

] [
𝑠𝑒𝑛(𝑘(0)) 

[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘(0))]
]= [𝑘][0]= 0  

∴ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑥
= 0 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−cos(𝑘𝑥)

𝑥2
≡
1−cos(𝑘(0))

(0)2
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
𝑥2

=  𝑙í𝑚𝑥⟶0
1−𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑥2
[
1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

] = 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1−𝑐𝑜𝑠2(𝑘𝑥)
𝑥2[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]

  

≡ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛2(𝑘𝑥)

𝑥2[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]
 = [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑥

] [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
] [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0

1
[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]

]  

≡ [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑥

] [ 𝑙í𝑚𝑥⟶0
𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
] [

1
[1+𝑐𝑜𝑠(𝑘(0))]

]= [𝑘][𝑘] [1
2
]= 𝑘

2

2
  

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

1 − 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑥2
=
𝑘2

2
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 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

√1+𝑘𝑥
𝑛

−1

𝑥
≡

√1+𝑘(0)
𝑛

−1

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

√1+𝑘𝑥
𝑛

−1
𝑥

=  𝑙í𝑚𝑥⟶0
√1+𝑘𝑥
𝑛

−1
𝑥

[
( √1+𝑘𝑥𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥𝑛
)
𝑛−2

+⋯+1

( √1+𝑘𝑥𝑛
)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥𝑛
)
𝑛−2

+⋯+1
]  

≡  𝑙í𝑚𝑥⟶0

( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛
−(1)𝑛

𝑥[( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−2

+⋯+1]
= 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

(1+𝑘𝑥)−(1)

𝑥[( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−2

+⋯+1]
  

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑘𝑥

𝑥[( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−2

+⋯+1]
= 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑘

[( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘𝑥
𝑛

)
𝑛−2

+⋯+1]
  

≡ 
𝑘

[( √1+𝑘(0)
𝑛

)
𝑛−1

+( √1+𝑘(0)
𝑛

)
𝑛−2

+⋯+1]
=

𝑘

[1+1+⋯+1]
=
𝑘

𝑛
  

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

√1 + 𝑘𝑥
𝑛

− 1

𝑥
=
𝑘

𝑛
 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑎𝑘𝑥−1

𝑥
≡
𝑎𝑘(0)−1

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑢⟶0

𝑢
𝑙𝑛(𝑢+1)

𝑘𝑙𝑛(𝑎)

= 𝑘 𝑙𝑛(𝑎) 𝑙í𝑚𝑢⟶0
1

(
1
𝑢
)∙ln(𝑢+1)

=  𝑘 𝑙𝑛(𝑎) 𝑙í𝑚𝑢⟶0
1

(ln(𝑢+1))
1
𝑢

 

≡ 𝑘 𝑙𝑛(𝑎) 1

ln[ 𝑙í𝑚𝑢⟶0(1+ 𝑢⏟
𝑓(𝑢)

)

1
𝑢⏟
𝑓(𝑢)]

= 𝑘𝑙𝑛(𝑎) 1

ln[ 𝑙í𝑚𝑢⟶0(1+𝑢)
1
𝑢⏟        

𝑒

]

= 𝑘𝑙𝑛(𝑎) 1
ln(𝑒)

= 𝑘𝑙𝑛(𝑎)  

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑎𝑘𝑥 − 1

𝑥
= 𝑘 𝑙𝑛(𝑎) 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

tan(𝑘𝑥)

𝑥
≡
tan(𝑘(0))

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

tan(𝑘𝑥)
𝑥

=  𝑙í𝑚𝑥⟶0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)
𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)

𝑥
= 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥 𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)
= [ 𝑙í𝑚

𝑥⟶0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
] [ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

1

[𝑐𝑜𝑠(𝑘𝑥)]
]   

≡ [ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
] [

1

[𝑐𝑜𝑠(𝑘(0))]
]= [𝑘][1]= 𝑘  

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑡𝑎𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
= 𝑘 

 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
≡
𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑘(0))

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑥)
𝑥

=  𝑙í𝑚𝑢⟶0
𝑢

sen(𝑢)
𝑘

= 𝑙í𝑚
𝑢⟶0

𝑘
sen(𝑢)
𝑢

  

≡ 
𝑘

𝑙í𝑚
𝑢⟶0 

sen(𝑢)
𝑢

 = 𝑘
𝑙í𝑚
𝑢⟶0 

sen(𝑢)
𝑢

= 𝑘  

 

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
= 𝑘 

 
 
 

Utilizando el cambio de variable de:  

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑠𝑒𝑛(𝑘𝑥)   ⇒   𝑥 =
sen(𝑢)
𝑘

 

𝑢 ⟶ 0 

 

Utilizando el cambio de 
variable de:  

𝑢 = 𝑎𝑘𝑥 −1 

𝑥 =
ln(𝑢 + 1)

𝑘 ln(𝑎)
 

𝑢 ⟶ 0 
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 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
≡
𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑘(0))

(0)
=
0

0
 , por tanto simplificamos la expresión: 

≡ 𝑙í𝑚
𝑥⟶0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
=  𝑙í𝑚𝑢⟶0

𝑢
tan(𝑢)
𝑘

= 𝑙í𝑚
𝑢⟶0

𝑘
tan(𝑢)
𝑢

  

≡ 
𝑘

𝑙í𝑚
𝑢⟶0 

tan(𝑢)
𝑢

 = 𝑘  

 

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0

𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑘𝑥)

𝑥
= 𝑘 

 

 

∴
𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ 0
(1 + 𝑓(𝑥))

1
𝑓(𝑥) = 𝑒                    ∴

𝑙í𝑚

𝑥 ⟶ ∞
(1 +

1

𝑓(𝑥)
)
𝑓(𝑥)

= 𝑒  

 

𝑙𝑖𝑚
𝑥→∞

𝑎𝑥𝑚 +⋯+ 𝑐

𝑏𝑥𝑛 +⋯+ 𝑑
= {

𝑚 < 𝑛;    0

𝑚 = 𝑛;    
𝑎

𝑏
𝑚 > 𝑛;    ∞

 

 

Utilizando el cambio de variable de:  

𝑢 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛(𝑘𝑥)   ⇒   𝑥 =
tan(𝑢)
𝑘

 

𝑢 ⟶ 0 

 


