10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Aqui se presentan algunas reglas de integracion, las cuales nos ayudaran a resolver los

ejercicios propuestos en Calculo Integral:

[kfwdu =k [ f(wdu
JIf @ £ gwldu = [ fdu + [ g(w)du

fadu=au+C;aeR
n _u‘ll+1
Jutdu = +C
n+1
du _
f;—ln|u|+C
au+b
fe“"”’du:e +C;abeR
fab“+cdu—au+c+C a,bceR
bilna
[ sen(au + b)du = M+C abeR
[ cos(au + b)du = M+C abeR

[tg(au+b)du = —alnlcos(au +b)|+C;abeR

[ ctg(au+ b)du = ilnlsen(au +b)|+C;abeR

[ sec(au+b)du= %lnlsec(au +b) + tg(au + b)| +
C;a,beR

[ esc(au + b)du = In|esc(au + b) — ctg(au + b)| +
C;a,beR

tg(au+b)

[ sec(au + b)*du = +C;abeR

[ esc(au + b)* du = —M+C a,beR

[ sec(au + b)tg(au+ b)du = M+ C;a,beR

[ esc(au + b) ctg(au + b)du = M+C abeR

Integrales por sustitucion.

18. [ [arcsen( ac)]+C;a,b,ce]R

1
Jaz— (bu+c)2 b

11 bu+c

19. fa2+(bu+c)2 - Z[E rctg( a

20.

)]+C;a,b,ceR

du

1 |bu+c|
f(bu+c)\/(bu+c)2—a2 b[ arcsec( a )] +tCabceR

sh(x) = —ex_:_x ch(x) = X2

tgh(x) = tgh(x) =

e"+e"‘ —-e~

Sustitucion Universal:

(sen(x) = %
21. tan (g) =) Jcos(x) ﬁl
L iy 12+dtt2
/sen(x)— =
22. tan(x) =t - {cos(x) = 1;2
k T= 1+ t2 )

Cuando se presenten funciones con reglas de correspondencia un tanto mas complejas, se puede

transformar en integrales inmediatas con un cambio de variable.

“Para cambiar de variable tenemos que tener en cuenta que la derivada de Ila funcion

escogida debe estar presente”.

u = g(x)
du = g'(x)dx

[flg(x) gx)dx = [ f(u)du
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Integracion por partes.

Sean dos funciones u(x) y v(x) donde "u" y "v"

estan en funcion de “X”. Y se presenta la

siguiente estructura por la derivada que surge del producto entre las dos funciones:

d(u.v)=udv+vduﬁfd(u-v)=fudv+fvdu

fudvzfd(u-v)—fvdu = fudvzu-v—fvdu

Tips: tomar en cuenta para el cambio de
variable de “u” en este orden descendente:

I: Funcidén trigonométrica inversa
L: Funcidn logaritmica

A: Funciodn algebraica

T: Funcidn trigonométrica

E: Funcion Exponencial

Tips: tomar en cuenta para el cambio de
variable de “u” en este orden descendente:

“Escoger de variable “u” segun su
conveniencia”

“Escoger de variable “u” la funcién
gue no sea una integral inmediata”

Integrales de funciones trigonometricas

Para estos casos es indispensable recordar las identidades trigopnometricas. Por

ello se lo enunciara las mas importantes

sen?(x) + cos?(x) = 1

sec?(x) =1 + tan?(x)

csc?(x) =1 + cot?(x)

sen(2x) = 2 sen(x) cos(x)

cos?(x) —sen*(x) | sen?(x) = 1—+s(2x)
cos(2x) 1—2sen?(x) =
2cos?(x) — 1 cos?(x) = 1-|—+s(2x)
2 tan(x)
tan(2x) = m

sen(x + y) = sen(x) cos(y) + sen(y) cos(x)
sen(x — y) = sen(x) cos(y) — sen(y) cos(x)
cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sen(x) sen(y)
cos(x —y) = cos(x) cos(y) + sen(x) sen(y)
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tan(x) + tan(y) tan(x) — tan(y)

tan(x +y) = 1 — tan(x) tan(y) tan(x ~y) = 1 + tan(x) tan(y)
u=nx;v=kx = nk)eR
sen(u) + sen(v) = 2 sen (u ; U) cos (u ; U) sen(u) cos(v) = %[sen(u + v) + sen(u — v)]
sen(u) — sen(v) = 2 sen (u ; v) cos (u -2I- v) cos(u) sen(v) = %[sen(u + v) —sen(u — v)]
cos(u) — cos(v) = —2sen (u ; v) sen (u ; v) cos(u) cos(v) = % [cos(u + v) + cos(u — v)]
cos(u) + cos(v) = 2 cos (u ; v) cos (u —Zi_ U) sen(u) sen(v) = — % [cos(u + v) — cos(u — v)]

CASO I: Integrales que contienen senos y cosenos.

o

1.- Si el valor de “n” es un numero 1.- Si el valor de “n” es un numero
IMPAR utilizar: PAR utilizar:

fsen"(x) R R fsen(x) sen (x) dx Jsen”(x) dx = f[sen2 (x)]% dx

f cos™(x)dx = f cos(x) cos™ 1 (x) dx fcos"(x) dx = f[cosz(x)]g dx
sen®(x) = 1 — cos?(x) g 1 —cos(2x)
sen“(x) = 5
cos?(x) = 1 — sen?(x) = 1 4 cos(2x)
2

Al presentarse integrales de la siguiente manera“f sen™(x)cos™(x) dx” tener
en cuenta que:

“Tener prioridad cuando “n” o “m” es impar”
Si “n” es impar y “m” es par o Si “n” es pary “m” es impar

“n” impar = f sen™*(x)cos™(x)dx = f sen(x) sen™ 1(x)cos™x) dx

“m” impar = j sen™(x)cos™(x)dx = j sen™(x)cos(x)cos™ L(x)dx
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%In([}c}/ Jierra ZZ‘



Si “n” y “m” son pares o Si “n” y “m” son impares
n m
PAR > f sen™(x)cos™x) dx = f [senz(x)]2 [cosz(x)]2 dx

” sen™(x)cos™(x) dx = f[sen(x)sen"‘l(x)]cosm(x) dx
IMPAR = 4 0
Lf sen™(x)cos™(x) dx = fsen”(x)[cos(x)cosm_l(x)] dx

CASO llI: Integrales que contienen tangentes y cotangentes.

Tratar de conseguir las estucturas a continuacion:
[tan™(x) dx = [ tan?(x)tan™ 2(x)dx 0"  [cot™(x)dx = [ cot?(x)cot™ %(x) dx
De alli utilizar las siguientes identidades:

sec?(x) =1 + tan?(x) = tan?(x) = sec?(x) — 1
“O”
csc?(x) =1 + cot?(x) = cot?(x) = csc?(x) — 1

CASO IV: Integrales que contienen tangentes y cotangentes.
Tratar de conseguir las estucturas a continuacion:

[ tan™(x)sec™(x) dx“0” [ cot™ (x)csc™(x) dx

Si “n” es pary “m” par o impar, llevar a la siguiente estructura

ftanm(x)sec"(x) B f tan™(x)sec?(x)sec™ ?(x) dx

[T L]

0
fcotm(x)csc”(x) dx = f cot™(x)csc?(x)ese™ % (x) dx
Si “m” es impary “n” par o impar, llevar a la siguiente estructura
ftanm(x)sec"(x) dx = f tan™ 1 (x)sec™ 1 (x)tan™(x)sec™(x) dx
“o”
fcotm(x)csc”(x) dx = f cot™ 1 (x)csc™ 1 (x)cot™(x)csc™(x) dx

De alli utilizar las siguientes identidades:

sec?(x) =1 + tan?(x) = tan?(x) = sec?(x) — 1

(0]
csc?(x) =1+ cot?(x) = cot?(x) = csc?(x) — 1

“NO ES LO MISMO APRENDER QUE ENTENDER. TODOS LOS TRIUNFOS NACEN CUANDO NOS ATREVEMOS A EMPEZAR”

@mt[}:}/ Jierra §



CASO V: Integrcion por sustitucion trigonométrica.
> Si se tiene Va? — x2 sustituirlo por x = asen(t) y asi obtener:
J a? — (asen(t))2 = Ja? — a%sen?(t) = \/a2[1 — sen?(t)] = y/a[cos?(t)] = a cos(t)
> Sise tiene Va2 + x? sustituirlo por x = atan(t) y asi obtener:
Jaz + (atan(t))’ = Ja? + a2tan?(t) = Ja2[1 + tan?(D)] = v/a2[sec2 ()] = a sec(t)
> Sise tiene Vx2 — a? sustituirlo por x = asec(t) y asi obtener:
\/ (asec(t))2 —a? =+Ja?sec?(t) — a? = \/a?[sec?(t) — 1] = y/a?[tan?(t)] = a tan(t)

CASO VI: Integracion de funciones racionales

Procedimiento General:

Por cada factor de la forma (ax + b)¥, se espera que la descomposicion tenga los términos:

A 3 4 N Az L\ A
(ax +b) (ax+b)?  (ax+b)3 (ax + b)k’

Aq, Az, A3, ..., A SON constantes

Por cada factor de la forma (ax? + bx + ¢)™, se espera que la descomposicién tenga los
términos. Du = 2ax + b, es decir ocupar la derivada de la funcién u.

B;(du) + C B,(du) + C B, (du) + C
(4G B 4G Bildu) 4

o> BxCy son constantes

2
(ax2 + bx + c> <ax2 + bx + c> <ax2 + bx + c)
u u u
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